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Yorwort. 


An  der  teclmisclien  Hochschule  in  München  erstreckten 
sich  die  Vorlesungen  über  technische  Mechanik  von  jeher  über 
das  ganze  Gebiet  der  Mechanik,  soweit  es  fttr  die  Ausbildung 
der  Techniker  überhaupt  in  Betracht  kommt.  Schon  mein 
Vorgänger,  Bauschinger,  war  bemüht,  seinen  Hörern  alles  zu 
bieten,  was  der  Techniker  von  der  Mechanik  wissen  sollte, 
und  ich  bin  ihm  darin  gefolgt.  Der  Besuch  einer  vom  mathe- 
matischen Standpunkte  aus  abgehaltenen  Vorlesung  über  ana- 
lytische Mechanik  kann  zwar  den  sich  für  die  theoretischen 
Seiten  der  Mechanik  näher  interessirenden  Studirenden  da- 
neben lebhaft  empfohlen  werden;  für  die  weitaus  überwiegende 
Mehrzahl  der  Hörer  reicht  aber  nach  den  Traditionen  unserer 
Hochschule  die  Vorlesung  über  technische  Mechanik  schon 
vollständig  aus.  Bei  den  grossen  Ansprüchen,  die  heute  von 
allen  Seiten  an  die  Zeit  und  an  die  Arbeitskraft  der  studi- 
renden Techniker  gestellt  werden,  ist  der  Vortheil,  der  diesen 
hieraus  erwächst,  nicht  zu  unterschätzen. 

Die  heute  allgemeiner  bekannten  Lehrbücher  der  Mechanik 
gehen  meist  von  ganz  anderen  Voraussetzungen  über  Umfang 
und  Zweck  des  Vortrags  aus  und  sie  decken  sich  daher  nur 
wenig  mit  der  Darstellung,  die  ich  für  meine  Vorlesungen 
wählen  musste.  Viele  darunter  sind  von  Mathematikern  ab- 
gefasst,  die  auf  die  Behandlung  der  zur  technischen  Mechanik 
im  engeren  Sinne  gerechneten  Fragen  von  vornherein  verzich- 
teten. Andere  dagegen,  die  von  Technikern  herrühren,  lassen 
häufig  eine  hinreichend  umfassende  Darstellung  vermissen; 
augenscheinlich  rechnen  die  Verfasser  darauf,  dass  noch  eine 
Ergänzung  durch  ein  besonderes  Studium  der  analytischen 
Mechanik  hinzutrete.    Dazu  kommen  dann  noch  solche  Bücher, 
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IV  Vorwort. 

deren  Autoren  zwar  denselben  Zweck  verfolgten,  wie  ich  auch, 
die  aber  dabei  ihr  Ziel  nach  meiner  Schätzung  zu  niedrig  steckten. 

An  unserer  Hochschule  bildet  das  Abiturientenzeugniss 
einer  Mittelschule  die  Bedingung  für  die  Zulassung  zu  den 
Studien.  Zu  diesen  Mittelschulen  werden  zwar  ausser  den 
humanistischen  und  den  Beal-Gymnasien  auch  die  bayerischen 
Industrieschulen  gerechnet.  In  mathematisch-naturwissenschaft- 
licher Beziehui^  (auch  im  Zeichnen)  sind  aber  die  Abiturienten 
der  Industrieschulen  besser  vorgebildet,  als  die  der  Gymnasien. 
Es  ist  daher  in  München  nicht  nöthig  —  wie  es  anderwärts 
wohl  sein  mag  —  auf  Hörer  von  geringerer  Vorbildung,  als 
sie  dem  Beifezeugniss  eines  Gymnasiums  entspricht,  Bücksicht 
zu  nehmen.  Jungen  Männern  von  solcher  Art,  die  alles  gethan 
haben,  um  sich  vor  Beginn  ihrer  Studien  die  nothige  geistige 
Keife  zu  erwerben  und  die  nun  auf  die  Höhen  ihrer  Wissen- 
schaft geführt  zu  werden  erwarten,  darf  man  die  Mechanik 
nicht  in  einer  zurechtgestutzten,  für  eine  geringe  Auffassungs- 
gabe berechneten  Form  vortragen,  wie  sie  zu  den  Zeiten  der 
höheren  Gewerbeschulen  am  Platze  gewesen  sein  mag.  Die 
Studirenden  können  verlangen,  dass  sie  einen  Einblick  in 
alle  Probleme  erhalten,  die  für  die  Technik  überhaupt  von 
grundsätzlicher  Bedeutung  sind. 

Schon  bald  nachdem  ich  meine  Vorlesungen  an  der  hie- 
sigen Hochschule  aufgenommen  hatte,  wurde  mir  von  meinen 
Hörern  der  Wunsch  ausgesprochen,  in  den  Besitz  eines  Lehr- 
buchs zu  kommen,  das  sich  möglichst  eng  an  die  Vorlesungen 
anschlösse.  Ich  musste  diesen  Wunsch  als  berechtigt  aner- 
kennen und  suchte  ihm  einstweilen  dadurch  entgegenzu- 
kommen, dass  ich  autographirte  Blätter  herstellen  Hess,  die  in 
gedrängter  Kürze  die  wichtigsten  Sätze  und  Formeln  ent- 
hielten. Ich  konnte  aber  nicht  lange  im  Zweifel  darüber 
bleiben,  dass  dies  nur  ein  Nothbehelf  war;  und  nachdem  schon 
einzelne  meiner  Schüler  damit  begonnen  hatten,  ihre  eigenen 
Ausarbeitungen  vervielfältigen  zu  lassen,  um  dem  Bedürfnisse 
abzuhelfen,  entschloss  ich  mich  endlich  selbst,  meine  Vor- 
lesungen für  den  Druck  zu  bearbeiten. 


Vorwort.  V 

Die  Vorlesungen  zerfallen  in  vier  Theile,  von  denen  der 
erste  eine  Einführung  in  die  Mechanik  bildet,  während  die 
drei  übrigen  die  graphische  Statik,  die  Festigkeitslehre  und 
die  Dynamik  behandeln.  Der  erste  Theil  fällt  in  das  zweite 
Studiensemester,  darauf  folgen  die  beiden  nächsten  Theile 
neben  einander  im  dritten  und  schliesslich  der  letzte  Theil  im 
vierten  Studiensemester.  Jeder  dieser  Theile  soll  bei  der  Ver- 
öffentlichung in  einem  besonderen  Bande  zur  Darstellung 
kommen,  der  von  den  übrigen  unabhängig  ist.  Dabei  sollen 
indessen  Wiederholungen  so  weit  als  thunlich  vermieden  werden. 
Wer  nur  einen  dieser  Bände  zur  Hand  nimmt,  wird  daher 
Manches  vermissen,  was  sonst  aufgenommen  worden  wäre,  wenn 
der  Band  nicht  durch  die  übrigen  ergänzt  werden  sollte. 

Bei  der  Vertheilung  des  Stoffes  auf  die  einzelnen  Bände 
war  nicht  nur  auf  die  Zahl  der  in  jedem  Semester  zur  Ver- 
fugung stehenden  Vorlesungsstunden,  sondern  auch  auf  die  bis 
zur  gegebenen  Zeit  von  den  Studirenden  bereits  erreichte 
mathematische  Vorbildung  Bücksicht  zu  nehmen.  Hiernach 
wird  der  erste  Band  nur  geringe  Ansprüche  an  die  mathe- 
matischen Vorkenntnisse  machen  und  jeder  folgende  allmählich 
höhere.  Man  wird  auch  schon  innerhalb  des  jetzt  vorliegenden 
Bandes  bemerken,  dass  sich  diese  Ansprüche  vom  Anfange 
gegen  das  Ende  hin  steigern.  —  Die  Studirenden  der  Archi- 
tektur hören  übrigens  —  von  seltenen  Ausnahmen  abgesehen  — 
nur  die  beiden  ersten  Theile  der  Mechanik,  entsprechend  den 
für  die  Zulassung  zu  den  Staatsprüfungei;!  vorgeschriebenen 
Bedingungen. 

Verschiedene  Gründe,  von  denen  ich  einen  nachher  noch 
erwähnen  werde,  haben  mich  veranlasst,  zuerst  die  Vorlesungen 
über  Festigkeitslehre  herauszugeben,  also  nicht  mit  dem  ersten, 
sondern  mit  dem  dritten  Bande  zu  beginnen.  Man  verfügt 
zwar  gerade  in  der  Festigkeitslehre  schon  über  einige  werth- 
voUe  Werke,  die  sich  in  ihrer  ganzen  Anlage  nicht  gar  zu 
weit  von  meiner  eigenen  Arbeit  entfernen.  Dass  aber  die 
Herausgabe  meiner  Vorlesungen  dadurch  nicht  überflüssig  ge- 
macht wurde,  wird  der  kundige  Leser  bald  genug  herausfinden. 


VI  Vorwort. 

Bei  der  Ausarbeitung  habe  ich  mich  möglichst  eng  an 
das  Vorlesungsheft  angeschlossen.  Von  den  Zwischenrechnungen, 
die  sich  bei  der  Ableitung  der  Formeln  im  Vortrage  nöthig 
machen,  habe  ich,  um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  so  viel 
als  anging,  ohne  das  Verständniss  zu  erschweren,  weggelassen; 
manche  sind  aber  auch  entweder  ganz  beibehalten  oder  doch 
durch  entsprechende  Andeutungen  hinreichend  gekennzeichnet. 
Freilich:  den  Besuch  der  Vorlesung  selbst  wird  das  Buch 
schwerlich  ganz  ersetzen  können;  in  dieser  Absicht  ist  es  aber 
auch  nicht  geschrieben  worden. 

An  einzelnen  Stellen,  so  namentlich  im  letzten  Abschnitte 
und  auch  bei  einigen  Uebungsaufgaben,  bin  ich  gelegentlich 
ein  wenig  über  das,  was  ich  in  der  Vorlesung  selbst  vorzu- 
bringen pflege,  hinausgegangen.  Es  handelt  sich  dabei  um 
Dinge,  die  nach  meiner  Meinung  eigentlich  besprochen  werden 
sollten,  die  aber  wegen  Zeitmangel  gewöhnlich  wegfallen 
müssen.  Sonst  noch  über  das  eigentliche  Ziel  der  Vorlesung 
mit  dem  Buche  hinauszugehen,  hielt  ich  mit  Rücksicht  auf 
den  Zweck  der  Bearbeitung  für  unzulässig.  Wer  sich  das 
höchste  Ziel  —  weit  über  die  Bedürfiiisse  der  technischen 
Praxis  hinaus  —  stecken  will,  kaim  ein  Studium  der  ausführ- 
licheren Handbücher  und  der  Quellen  später  doch  nicht  ent- 
behren. Zur  Vorbereitung  auf  das  Studium  auch  der  schwie- 
rigeren Schriften  dürfte  mein  Buch  aber  jedenfalls  ausreichen 
und  das  ist  wohl  alles,  was  man  nach  dieser  Seite  hin  von 
ihm  verlangen  kann.  Jenen,  die  diesen  Weg  einschlagen 
wollen,  empfehle  ich,  nachdem  sie  sich  mit  meinem  Buche 
hinreichend  vertraut  gemacht  haben,  zunächst  das  zweibändige 
Werk  von  Love,  Treatise  on  the  theory  of  elasticity,  Cambridge 
1892  und  1893,  das  viele  Literaturangaben  enthält  und  damit 
von  selbst  den  weiteren  Weg  anzeigt. 

In  erster  Linie  wende  ich  mich  mit  dieser  Veröffentlichung 
an  die  Hörer  meiner  Vorlesungen,  denen  ich  damit  beim  Ein- 
dringen in  den  Gegenstand  nach  Kräften  behülflich  sein 
möchte.  Ich  denke  indessen,  dass  das  Buch  auch  den  in  der 
Praxis  stehenden  Ingenieuren,  die  das  Differentiiren  noch  nicht 


Vorwort.  VII 

ganz  verlernt  haben^  von  Nutzen  sein  kann.  Freilich  wird 
jetzt  oft  die  Behauptung  wiederholt  ^  dass  die  Ingenieure  in 
der  Praxis  nur  noch  die  Elementarmathematik  zu  gebrauchen 
wüssten;  in  dieser  Form  vermag  ich  aber  an  die  Behauptung 
nicht  recht  zu  glauben.  Nach  meiner  Schätzung  ist  die 
Elementarmathematik  schwieriger  zu  erlernen  und  auch 
schwieriger  im  Gedächtnisse  zu  behalten,  als  jene  einfachen 
Theile  der  Differential-  und  Integralrechnung,  um  die  es  sich 
bei  den  Anwendungen  gewohnlich  handelt.  Wer  den  Begriff 
des  Differentialquotienten  einmal  richtig  erfasst  hat,  wird  ihn 
schwerlich  wieder  vergessen,  was  mit  den  einfachen  plani- 
metrischen  Sätzen  z.  B.  viel  leichter  geschehen  kann.  So  viel 
Differentialrechnung  als  dazu  nöthig  ist,  um  dem  Gedanken- 
gange einer  einfachen  physikalischen  üeberlegung  — ■  und  die 
grundlegenden  physikalischen  Ueberlegungen  sind  in  diesem 
Sinne  immer  einfach  —  folgen  zu  können^  glaube  ich  daher 
trotz  alledem  bei  der  Mehrzahl  der  in  der  Praxis  stehenden 
Ingenieure,  die  überhaupt  eine  Hochschulbildung  durchgemacht 
haben,  getrost  voraussetzen  zu  können.  Wenn  man  solche 
Fragen  erörtert,  darf  man  nicht  übersehen,  dass  sich  nach 
deutschem  Rechte  jeder  nach  Gutdünken  den  Titel  „Ingenieur" 
beilegen  darf;  es  bleibt  daher,  wenn  von  den  Kenntnissen  die 
Rede  ist,  die  noch  vorhanden  sind,  häufig  die  Frage  offen, 
von  welchem  Ausgangszustande  dieser  Best  übrig  blieb. 

Zudem  glaube  ich  dem  in  der  Rechnung  Ungeübten  — 
falls  er  nur  mit  den  Grundbegriffen  überhaupt  noch  genügend 
vertraut  ist  —  durch  die  vollständig  durchgerechneten  Uebungs- 
beispiele  in  den  Aufgaben  die  Benutzung  des  Buches  erleichtert 
zu  haben.  Diese  Aufgaben  löse  ich  als  Musterbeispiele  auch 
in  den  Vorlesungen  selbst;  sie  dienen  in  vielen  Fällen  nicht 
nur  zur  Uebung,  sondern  sind  zugleich  zu  wesentlichen  Er- 
gänzungen des  Textes  bestimmt. 

Freilich  wird  der  Praktiker  nicht  nur  durch  die  Differential- 
formeln, sondern  mehr  vielleicht  noch  durch  das  leidige  Schlag- 
wort von  dem  Gegensatze  zwischen  Theorie  und  Praxis  von 
dem  Studium  solcher  Bücher  abgehalten.     Diese  Behauptung 
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lasse  ich  aber  auf  dem  Gebiete  der  technischen  Mechanik 
durchaus  nicht  gelten;  hier  kann  nur  von  einem  Gegensatze 
zwischen  falscher  oder  unvollständiger  Theorie  und  der  rich- 
tigen Theorie  die  Rede  sein.  Die  richtige  Theorie  ist  immer 
in  Uebereinstimmung  mit  der  Praxis.  —  Dass  mein  Ziel  bei 
der  Bearbeitung  der  Mechanik  ausschliesslich  die  Erkenntniss 
der  Wirklichkeit  ist  —  was  mit  Recht  gefordert  werden 
darf  —  wird  der  Leser  bald  herausfinden.  In  der  That  sind 
die  Lehren  dieses  Bandes  keineswegs  allein  am  Schreibtische 
zusammengestellt;  sondern  sie  sind  ganz  wesentlich  auf  eigene 
Erfahrungen  aufgebaut.  Grade  bei  der  Bearbeitung  der 
Festigkeitslehre  sind  mir  die  Ergebnisse  sehr  zahlreicher 
Versuche  der  verschiedensten  Art,  die  ich  während  der  letzten 
Jahre  in  dem  mit  meinem  Lehrstuhle  verbundenen  Labora- 
torium anstellen  konnte,  erheblich  zu  statten  gekommen  und 
dies  ist  auch  einer  der  Gründe,  die  mich  dazu  führten,  diesen 
Theil  des  ganzen  Werkes  zuerst  in  Angriff  zu  nehmen. 

Analytische  Entwickelungen  betrachte  ich  immer  nur  als 
ein  Mittel  zur  Erkenntniss  des  inneren  Zusammenhanges  der 
Thatsachen.  Wer  auf  sie  verzichten  wollte,  würde  das  schärfste 
und  zuverlässigste  Werkzeug  zur  Verarbeitung  der  Be- 
obachtungsthatsachen  aus  der  Hand  geben.  In  der  That  gibt 
es  auch  heute  kaum  ein  einziges  Gebiet  der  Mechanik  oder 
der  Physik,  das  man  ohne  Benutzung  der  Hülfsmittel  der 
höheren  Rechnungsarten  hinreichend  zu  beherrschen  ver- 
möchte. 

Gelegentlich  eines  Vortrages,  den  ich  vor  Kurzem  vor  der 
mathematischen  Abtheilung  der  Naturforscherversammlung  in 
Braunschweig  hielt,  wurde  mir  der  Wunsch  ausgesprochen, 
ich  möchte  ein  Buch  bearbeiten,  das  zur  Einfahrung  des 
Mathematikers  in  die  technische  Mechanik  geeignet  wäre. 
Ich  weiss  zwar  wohl,  dass  man  dabei  an  eine  andere,  im  Eiur 
zelnen  kürzere,  im  Ganzen  umfassendere  Arbeit  dachte,  als 
ich  sie  mit  meinen  Vorlesungen  biete.  In  Ermangelung  jener 
anderen  darf  ich  aber  vielleicht  auch  für  diese  Arbeit  auf  ein 
gewisses  Interesse  mancher  Mathematiker  hoffen.  —  So  wenig 
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ich  mich  auch  auf  die  Seite  jener  Fachgenossen  stellen  kann^ 
die  sich  neuerdings  in  einen  oft  erbittert  zum  Ausdrucke 
gebrachten  Gegensatz  gegen  die  Mathematiker  gestellt  haben, 
so  muss  ich  es  doch  als  einen  erfreulichen  Erfolg  dieser  Er- 
örterungen betrachten,  dass  sich  die  Mathematiker  jetzt  unter 
der  Führung  des  Herrn  F.  Klein  dazu  entschlossen  haben, 
den  Sorgen  und  den  Bedürfnissen  der  Techniker  künftighin 
eine  sorgfältigere  Beachtung  zu  schenken.  Wenn  man  es 
daran  schon  früher  nicht  hätte  fehlen  lassen,  wäre  eine  solche 
Bewegung,  wie  sie  zur  Zeit  in  der  Frage  der  Ausbildung  der 
Ingenieure  durch  weite  technische  Kreise  geht,  schwerlich 
möglich  gewesen. 

Die  drei  anderen  Bände  des  Werkes  hoffe  ich  in  Zwischen- 
räumen von  je  etwa  einem  Jahre  erscheinen  lassen  zu  konneu, 
so  dass  es  bis  zum  Schlüsse  des  Jahrhunderts  fertig  vorliegen 
dürfte.  —  Ueber  Druck  und  Ausstattung  des  Bandes  wird 
Niemand  klagen  können;  die  Yerlagshandlung  hat  Alles,  was 
an  ihr  lag,  gethan,  um  dem  Buche  eine  gute  Aufnahme  zu 
sichern. 


München,  im  October  1897. 
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Berichtigung. 

Durch  ein  Versehen  ist  in  Abb.  50,  S.  233  der  Kreis,  der  einen 
aufgeschlitzten  Kolbenring  darstellt,  ganz  durchgezogen,  während  an  der 
Stelle  9  as  0  eine  kleine  Lücke  sein  sollte;  sonst  dürfte  das  Buch  von 
sinnstörendeu  Druckfehlern  frei  sein. 


Erster  Abschnitt. 
Allgemeine  üntersnclinngen  über  den  Spannnngszustand. 


§  1.    Die  speoifische  Spannung. 

Bei  vielen  Aufgaben  der  Mechanik  genügt  es,  die  festen 
Körper  als  durchaus  unveränderlich  oder  als  starr  zu  be- 
trachten. In  anderen  Fällen  reicht  aber  dieser  Grad  der  An- 
näherung an  das  wirkliche  Verhalten  der  in  der  Natur  vor- 
kommenden festen  Körper  nicht  aus.  Man  kann  diese  Fälle 
in  zwei  Gruppen  eintheilen.  Zur  ersten  Gruppe  gehören  jene, 
bei  denen  man  unsicher  darüber  ist,  ob  sich  ein  gegebener 
Körper  unter  gewissen  Umständen  in  der  That  nahezu  als 
starr  verhalten  wird,  oder  ob  er  nicht  vielmehr  grössere  Form- 
änderungen erfahren,  vielleicht  auch  seinen  Zusammenhang 
ganz  verlieren,  also  zerbrechen  wird.  Diese  Fälle  gehören  zur 
Festigkeitslehre  im  engeren  Sinne.  Die  zweite  Gruppe  wird 
durch  jene  Fälle  gebildet,  bei  denen  ein  solcher  Zweifel  zwar 
nicht  zu  erheben  ist,  bei  denen  aber  die  Lehren  der  Mechanik 
starrer  Körper  nicht  ausreichen,  gewisse  Fragen,  die  sich  an- 
scheinend ganz  innerhalb  ihres  eigenen  Gebiets  bewegen,  zu 
beantworten.  Einfache  Beispiele  dafür  sind  folgende.  Ein 
Balken,  der  auf  zwei  Stützen  aufruht,  überträgt  auf  diese, 
wenn  er  belastet  ist,  Auf  lagerkräfte,  die  sich  nach  den  Lehren 
der  Mechanik  starrer  Körper  berechnen  lassen.  Das  ist  aber 
nicht  mehr  möglich,  wenn  der  Balken  an  drei  Stellen  gestützt 
ist.  Ebensowenig  vermag  man  anzugeben,  wie  gross  der  Druck 
ist,  den  jedes  Bein  eines  beliebig  belasteten  vierbeinigen  Tisches 
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auf  den  Boden  ausübt;  wenn  man  von  der  in  diesem  Falle 
nicht  zutreffenden  Voraussetzung  ausgeht^  dass  es  genüge^  den 
Tisch  als  starren  Körper  zu  betrachten.  Zu  ähnlichen  Schwierig- 
keiten gelangt  man  bei  der  Untersuchung  des  Stosses  der 
Körper^  wenn  man  diese  als  starr  ansieht. 

Früher^  als  man  noch  annahm,  dass  bei  manchen  Körpern, 
z.  B.  bei  den  Bausteinen,  das  Bild  des  starren  Körpers  zur 
Beschreibung  ihres  Verhaltens  genügen  müsse,  hat  man  sich 
öfters  bemüht,  die  scheinbar  vorhandene  Lücke  der  Mechanik 
starrer  Körper  durch  Aufstellung  besonderer  Gesetze  (z.  B.  des 
sogenannten  Gesetzes  des  kleinsten  Widerstandes  in  der  Ge- 
wölbetheorie) zu  schliessen,  ohne  von  dem  Bilde  des  starren 
Körpers  abzuweichen.  Heute  weiss  man,  dass  diese  Bemühungen 
verfehlt  waren.  Es  gibt  keine  Körper  in  der  Natur,  die  wirk- 
lich starr  wären.  Alle  vermögen  ihre  Form  etwas  zu  ändern, 
ohne  desshalb  sofort  zu  zerbrechen,  und  alle  jene  Fragen,  auf 
die  man  bei  der  frühern  Anschauung  keine  Antwort  zu  geben 
vermochte,  finden  ihre  Lösung,  sobald  man  auf  diese  Eigen- 
schaft der  Naturkörper  Bücksicht  nimmt. 

Aus  jener  Zeit,  in  der  man  sich  über  diesen  Punkt  noch 
nicht  klar  geworden  war,  stammt  auch  die  Bezeichnung  jener 
Aufgaben.  Man  nennt  auch  heute  noch  solche  Aufgaben  sta- 
tisch unbestimmt,  bei  denen  kein  Zweifel  darüber  erhoben 
werden  kann,  dass  die  Körper  nur  geringe  Gestaltänderungen 
erfahren,  dass  sie  sich  also  auf  den  ersten  Anschein  wie  starre 
verhalten  werden,  bei  denen  aber  trotzdem  die  Mechanik  der 
starren  Körper  zur  Lösung  nicht  ausreicht. 

Mit  der  zuerst  genannten  Gruppe  von  Fällen  theilt  diese 
zweite  Gruppe  die  Eigenthümlichkeit,  dass  man  auf  die  Ge- 
staltänderungen, wenn  sie  auch  noch  so  klein  seien,  Bücksicht 
nehmen  muss,  um  zu  einer  Lösung  zu  gelangen.  Beide 
Gruppen  werden  daher  am  besten  gemeinsam  untersucht.  Man 
macht  zwar  öfters  insofern  einen  Unterschied,  als  man  nur 
die  Fälle  der  ersten  Gruppe  der  eigentlichen  Festigkeitslehre, 
die  der  zweiten  Gruppe  der  „Theorie  der  Elasticität"  zuweist. 
Ich  werde  aber  von  einer  solchen  Unterscheidung  hier   voll- 
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ständig  absehen.    Unter  der  Festigkeitslehre  im  weiteren  Sinne 
verstehe  ich  vielmehr  ganz  allgemein  jenen  Theil  der  Mechanik 
fester  Körper,    bei  dem  auf  die  Betrachtung   der  gewöhnlich 
nur  sehr  kleinen  Formänderungen  dieser  Körper  eingegangen 
wird.    ,;Fest"  steht  daher  hier  ausdrücklich  im  Gegensatz  zu 
,;Starr",    braucht  aber  damit   noch   nicht   mit  „elastisch"  zu- 
sammenzufallen.      Die    Untersuchung    des    Verhaltens    eines 
plastischen  Körpers,  also  etwa  eines  Klumpens  aus  knetbarem 
Thon,  würde  viehnehr  auch  als  eine  Aufgabe  der  Festigkeits- 
lehre  aufzufassen    sein.     Freilich   hat   man   sich   mit   solchen 
Fällen  bisher  nur  wenig  beschäftigt,  —  ofifenbar  nur  deshalb, 
weil  keine  zwingende  Veranlassung  dazu  vorlag. 

Die  Festigkeitslehre  ist  als  eine  Ergänzung  der  Mechanik 
starrer  Körper  aufzufassen  und  zwar  als  jene  Ergänzung,  die 
erforderlich  ist,  um  das  wirkliche  Verhalten  der  festen  Körper 
in  der  Natur  zu  beschreiben.  Die  Lehren  der  Mechanik 
starrer  Körper  umfassen  nur  einen  Theil  des  ganzen  Erfah- 
rungsgebiets, gelten  aber  innerhalb  ihres  Bereiches  genau  für 
alle  Körper,  auch  wenn  sie  an  sich  nicht  starr  sind.  Für 
die  Anwendung  dieser  Lehren  genügt  es  vielmehr  stets,  wenn 
sich  der  Körper  nur  im  gegebenen  Falle  so  verhält,  als  wenn 
er  starr  wäre.  Dies  trifft  namentlich  zu,  wenn  der  ganze 
Körper  ruht,  denn  die  Ruhe  des  ganzen  Körpers,  also  auch 
aller  Theile,  aus  denen  er  besteht,  schliesst  in  sich,  dass  keine 
Gestaltänderung  eintritt,  dass  sich  also  der  Körper  wenigstens 
während  der  Zeit,  in  der  wir  ihn  betrachten,  so  wie  ein  starrer 
verhält. 

Gerade  der  Fall  der  Ruhe,  besonders  der  Fall  des  „ela- 
stischen Gleichgewichts",  kommt  für  uns  in  erster  Linie  in 
Betracht.  Wir  können  bei  ihm  stets  von  der  Statik  starrer 
Korper  ausgehen  und  haben  deren  Lehren  nur  so  weit  zu  er- 
gänzen^ als  es  nöthig  ist,  um  zu  einer  Lösung  der  auf- 
geworfenen Fragen  zu  gelangen. 

Der  wichtigste  Grundsatz,  von  dem  die  Festigkeitslehre 
ausgeht,  läset  sich  in  die  Worte  fassen:   Jeder  Theil  eines 

Körpers,    wie   er   auch   in   Gedanken   aus   diesem   ab- 
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gegrenzt  werden  möge,  ist  selbst  wieder  als  ein 
Körper  anzusehen,  auf  den  sich  die  allgemeinen  Sätze 
der  Mechanik  anwenden  lassen.  Mancher  wird  vielleicht  ge- 
neigt sein,  diesen  Grundsatz  einfach  als  selbstverständlich  hinzu- 
nehmen. Er  ist  es  auch  ohne  Zweifel,  wenn  man  die  Trennung 
nicht  nur  in  Gedanken,  sondern  in  Wirklichkeit  vornimmt.  Er 
soll  aber  nicht  nur  auf  wirkliche  Bruchstücke  angewendet  werden, 
sondern  auch  auf  Theile  des  Körpers,  die  dauernd  mit  dem 
Beste  verbunden  bleiben  und  die  wir  nur  deshalb  ffir  sich 
genommen  betrachten,  weil  wir  dadurch  Aufschlüsse  über  das 
Verhalten  des  ganzen  Körpers  zu  gewinnen  suchen.  In  dieser 
Form  kann  er  nur  als  ein  Erfahrungsgesetz  hingestellt  werden, 
zu  dessen  Rechtfertigung  es  vollständig  genügt,  dass  es  sich 
bisher  unter  allen  Umständen  unbedingt  bewahrt  hat. 

In  der  Mechanik  der  starren  Körper  wird  in  der  Regel 
nur  auf  die  äusseren  Kräfte  geachtet,  also  auf  jene,  die  von 
anderen  Körpern  her  auf  den  gegebenen  einwirken.  Bei  allen 
Sätzen,  die  z.  B.  für  das  Gleichgewicht  solcher  Körper  auf- 
gestellt sind,  kommen  die  inneren  Kräfte,  die  den  Zusammen- 
hang des  Körpers  aufrecht  erhalten,  überhaupt  nicht  vor. 
Sobald  wir  nun  einen  beliebig  abgegrenzten  Theil  des  Körpers 
zum  Gegenstand  unserer  Untersuchung  machen,  müssen  wir 
beachten,  dass  Kräfte,  die  zwischen  diesem  Theile  und  dem 
Reste  des  Körpers  auftreten,  zwar  für  den  ganzen  Körper 
immer  noch  als  innere,  für  jenen  Theil  —  oder  auch  für  den 
Rest  —  aber  als  äussere  aufzufassen  sind.  Wir  werden  uns 
also,  um  die  Sätze  der  gewöhnlichen  Statik  auf  das  Gleich- 
gewicht eines  Theiles  des  Körpers  anwenden  zu  können,  vor 
allen  Dingen  zu  fragen  haben,  von  welcher  Art  die  Kräfte 
sein  können,  die  zwischen  dem  Theile  und  dem  Reste  des 
Körpers  wirken. 

Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  uns  daran,  dass  die  irdi- 
schen Körper,  die  wir  untersuchen,  in  der  Regel  nur  dann 
Kräfte  von  messbarer  Grösse  aufeinander  übertragen,  wenn  sie 
miteinander  in  Berührung  kommen.  Ausnahmsweise  kommen 
allerdings  auch  Kräfte  vor,  die  dem  Anscheine  nach  ohne  ver- 
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mittelndes  Bindeglied  in  die  Feme  wirken.  Wenn  wir  also 
z.  B.  einen  Theil  eines  Magneten  betrachten,  müssen  wir  auch 
auf  die  magnetischen  (sogenannten)  Fernkräfbe  achten,  die 
von  dem  Beste  auf  das  betrachtete  Stück  übertragen  werden 
und  an  diesem  Stücke  als  äussere  Kräfte  auftreten.  Mit 
solchen  Fällen  hat  man  sich  aber  nur  ganz  ausnahmsweise 
zu  beschäftigen  und  wir  wollen  daher,  um  die  Betrachtung 
nicht  yerwickelter  zu  machen,  als  es  in  der  Regel  nöthig  ist 
weiterhin  ganz  von  ihnen  absehen. 

Wenn  dies  geschieht,  bleiben  zwischen  einem  gegebenen 
Theile  eines  Körpers  und  dem  Beste  nur  solche  Kräfte  übrig, 
die  mit  den  Druckkräften  bei  der  Berührung  verschiedener 
Körper  zu  vergleichen  sind,  die  also  ihren  Sitz  (d.  h,  ihre 
Angriffspunkte)  an  den  Grenzflächen  zwischen  beiden  Theilen 
haben.  Freilich  ist  hier  von  vornherein  darauf  zu  achten, 
dass  diese  Kräfte  nicht  nothwendig  Druckkräfte  zu  sein 
brauchen,  sondern  auch  Zugkräfte  sein  können  oder  überhaupt 
jede  beliebige  Richtung  und  Grösse  haben  können,  da  ein 
fester  Körper  nicht  nur  einer  Annäherung,  sondern  auch  einer 
Entfernung  seiner  einzelnen  Theile  und  überhaupt  jeder  Form- 
änderung einen  Widerstand  entgegensetzt. 

Diese  in  den  gedachten  Grenzflächen  übertragenen  Kräfte 
bezeichnet  man  als  Spannungen  des  Körpers.  Da  man  sich 
auf  jede  beliebige  Weise  einen  Theil  des  Körpers  von  dem 
Reste  abgegrenzt  denken  kann,  vermag  man  die  Spannung  an 
jeder  Stelle  und  nach  jeder  Richtung  hin  als  äussere  Kraft 
an  einem  Theile  des  Körpers  aufzufassen.  Dadurch  werden 
alle  Spannungen  der  Untersuchung  zugänglich  und  aus  den 
Gleichgewichtsbedingungen,  die  für  jedes  beliebig  abgegrenzte 
Körperelement  erfüllt  sein  müssen,  folgen  sofort  die  Be- 
ziehungen zwischen  den  Spannungen  nach  verschiedenen  Rich- 
tungen und  an  verschiedenen  Stellen  des  Körpers,  die  zur 
Grundlage  für  alle  weiteren  Untersuchungen  dienen  müssen. 

Wird  ein  Stück  des  Körpers  so  abgegrenzt,  dass  seine 
Oberfläche  mit  der  Oberfläche  des  ganzen  Körpers  zum  Theile 
zusammenfällt  (also  so,    dass  das  Stück  nicht   ganz  aus  dem 
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Innern  des  Körpers  herausgeschnitten  ist),  so  treten  an  diesen 
Stellen  keine  Spannungen  auf,  dagegen  können  hier  Druck- 
kräfte von  aussen,  also  von  anderen  Körpern  her  übertragen 
werden.  Diese  äusseren  Ej*äfte  müssea  im  Geichgewichte  mit 
den  an  den  übrigen  Theilen  der  Oberfläche  des  Körperstücks 
(also  an  den  Schnittflächen)  übertragenen  Spannungen  und 
mit  den  etwa  auf  die  Masse  des  Körperstücks  selbst  wirkenden 
Fernkräften  stehen.  Da  die  äusseren  Kräfte  gewöhnlich  als 
gegeben  angesehen  werden  können,  erhält  man  durch  diese 
Gleichgewichtsbedingung  ein  Mittel,  um  die  Grösse  der 
Spannungen  unter  gewissen  Umständen  zu  berechnen. 

Man  nehme  z.  B.  den  in  Abb.  1  dargestellten  Fall  einer 

Zugstange  an^  die  durch  die  an  den  beiden  Enden  angreifenden 

,„i  Kräfte  P  in  Spannung  ver- 

p  1  p      setzt  wird.    Denkt  man  sich 

"^""^^ i  ^  durch  einen  Schnitt  mm  den 

:»'t  links  davon  liegenden  Theil 

^^^'  ^'  des  Körpers  von  dem  Reste 

abgetrennt,  so  erfordert  die  Gleichgewichtsbedingung  für  diesen 
Theil,  dass  im  Schnitte  mm  Spannungen  übertragen  werden, 
deren  Besultirende  gleich  P  ist  und  in  die  Richtung  der 
Stabmittellinie  fällt. 

Freilich  kennt  man  damit  zunächst  nur  die  gesammte 
durch  die  Schnittfläche  mm  übertragene  Spannkraft,  und  man 
weiss  noch  nicht,  wie  sie  sich  auf  die  einzelnen  Theile  des 
Querschnitts  vertheilt.  So  lange  man  den  Körper,  was  bei 
allen  bisherigen  Betrachtungen  noch  zulässig  war,  immer  noch 
als  starr  ansieht,  fehlt  in  der  That  jedes  Mittel,  um  die  Ver- 
theilung.  der  Spannungen  über  den  Querschnitt  selbst  in 
diesem  einfachsten  Falle  der  Zugbeanspruchung  zu  finden. 
Die  Aufgabe  ist  statisch  unbestimmt,  genau  in  demselben 
Sinne  wie  jene  über  die  Druckvertheilung  auf  die  vier  Beine 
eines  Tisches,  von  der  vorher  die  Rede  war. 

Wenn  die  Stange  wirklich  starr  wäre,  hätte  es  allerdings 
auch  kaum  ein  Interesse,  Näheres  über  die  Vertheilung  der 
Spannui^   im   Querschnitte    zu    erfahren,    da    diese    für   das 
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physikalische  Verhalten  des  Körpers  ganz  belanglos  wäre.  Der 
Widerstand  y  den  ein  Körper  dem  Zerreissen  entgegenzu- 
setzen yermagy  ist  aber  immer  nur  begrenzt.  Wenn  ein 
Bruch  eintritt;  ist  von  vornherein  nicht  zu  erwarten ,  dass 
dieser  sich  gleichzeitig  über  den  ganzen  Querschnitt  erstreckt. 
Er  kann  auch  an  einer  Stelle,  an  der  die  günstigsten  Be- 
dingungen dafür  Torliegen,  beginnen  und  sich  dann  erst  über 
die  übrigen  Stellen  ausbreiten.  Um  ein  Urtheil  darüber  zu 
erhalten,  ob  bei  einer  bestimmten  Belastung  ein  Bruch  zu  er- 
warten ist;  müssen  wir  daher  Näheres  über  die  Yertheilung 
der  gesammten  Spannung  über  den  Bruchquerschnitt  zu  er- 
fahren suchen. 

Dazu  kann  uns  nur  eine  Untersuchung  der  Formände- 
rungen yerhelfen,  die  dem  Bruche  vorausgehen.  Denn  diese 
Mngen  in  bestimmter  Weise  mit  der  Yertheilung  der 
Spannungen  zusammen.  Die  Art  dieses  Zusammenhanges 
wird  durch  die  besonderen  Eigenschafken  des  belasteten  Kör- 
pers bedingt  und  kann  nur  auf  Grund  der  Erfahrung  fest- 
gestellt werden.  Wenn  der  Körper  elastisch  ist  und  der 
Schnitt  mm  von  den  Enden  der  Stange  weit  genug  entfernt 
ist,  sprechen  einfache  geometrische  Überlegungen  dafür,  dass 
die  elastische  Dehnung  in  der  Richtung  der  Stabaxe  für  alle 
Punkte  des  Querschnitts  mm  ungefähr  constant  ist,  und  dass 
dasselbe  daher  auch  für  die  Spannungen  zutrifft.  Man  findet 
dann,  wie  viel  Spannung  in  der  Flächeneinheit  des  Quer- 
schnitts übertragen  wird,  wenn  man  die  ganze  Kraft  P  durch 
die  Masszahl  des  Querschnitts  F  dividirt.  Die  in  dieser  Weise 
berechnete  Spannung  für  die  Flächeneinheit 

«»=?  (1) 

» 
wird  die  specifische  Spannung  genannt.  Es  hängt  von 
dem  Stoffe  ab,  aus  dem  die  Zugstange  besteht,  wie  gross  die 
specifische  Spannung  werden  darf,  ohne  dass  die  Gefahr  eines 
Bruches  nahe  gerückt  ist.  Die  Berechnung  der  specifischen 
Spannung  ist  daher  in  allen  solchen  Fällen  eine  der  wichtig- 
sten Aufgaben  der  Festigkeitslehre. 
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Nicht  immer  darf  man  indessen  darauf  vertrauen,  dass 
diese  einfachste,  gleichförmige  Vertheilung  der  Spannungen 
eintritt.  Ein  wichtiges  Beispiel  dafür  liefert  die  Prüfung  von 
Gementkörpern  auf  Zugfestigkeit.  Um  einen  Cement  auf  seine 
Zugfestigkeit  zu  prüfen,  pflegt  man  einen  Gewichtstheil  mit  drei 
Gewichtstheilen  einer  besonderen  Sandsorte  (sog.  Normalsande) 
zu  mischen,   eine   bestimmte  Menge  Wasser   zuzusetzen,   das 

Ganze    gehörig    durchzuarbeiten    und   den   er- 
haltenen Mörtel  in  eine  Metallform  zu  bringen, 
^         in  der  er  durch  Schläge  eines  gewissen  verein- 
)         harten  Anforderungen   entsprechenden  Schlag- 
/      g   Werks  stark  zusammengedrückt  wird.     Der  so 
\         erhaltene  Probekörper  von  der  in  Abb.  2  an- 
^        gegebenen  Gestalt  wird  dann  später,  nachdem 
er  erhärtet  ist,  in  eine  Maschine  gebracht,  in 
Abb  2  ^®^  ^®^  Körper   von  zwei  Zangen  erfasst  und 

durch  eine  abgewogene  Belastung  P  abgerissen 
wird.  Der  Bruch  erfolgt  zwischen  den  Linien  aa  und  66  in 
Abb.  2.  Auch  in  diesem  Falle  pflegt  man  allerdings  gewöhn- 
lich die  Festigkeit  des  Cements  nach  Gleichung  (1)  zu  be- 
rechnen. Man  erhält  aber  dabei  nur  einen  Durchschnittswerth 
der  specifischen  Spannung  d  für  den  ganzen  Bruchquerschnitt 
und  bleibt  im  Unklaren  darüber,  wie  gross  die  specifische 
Spannung  an  jener  Stelle  ist,  an  der  der  Bruch  beginnt.  Um 
sich  davon  zu  überzeugen,  dass  diese  viel  höher  ist,  als  der 
nach  Gl.  (1)  bereqhnete  Durchschnittswerth,  genügt  es,  ein 
Stück  von  derselben  Gestalt  aus  Kautschuk  herzustellen  und 
dieses  in  derselben  Weise  auf  Zug  zu  beanspruchen,  wie  es 
mit  dem  Cementkörper  bei  der  Prüfung  geschieht.  Zieht  man 
auf  einer  der  ebenen  Seitenflächen  zwei  feine  Linien  aa  und 
66,  so  bemerkt  man,  dass  die  Dehnung  in  der  Nähe  der 
Kanten  viel  grösser  wird  als  in  der  Mitte.  Die  vorher  ge- 
raden Linien  aa  und  66  werden  etwas  gekrümmt  und  zwar 
so,  dass  sie  sich  ihre  convexen  Seiten  zukehren.  Bei  einem 
Versuche,  den  ich  in  dieser  Weise  ausführte,  wobei  ich  die 
Dehnungen   zwischen  aa  und  66  in  verschiedenen  Abständen 
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von  der  Mitte  mit  dem  Mikroskope  mass,  fand  ich,  wenn  die 
Dehnung  in  11,5  mm  Abstand  von  der  Mitte^  d.  h.  in  Vg  mm 
Abstand  von  der  Kante  gleich  100  gesetzt  wird, 

im  Abstände  von  der  Mitte  =0      4       8       11,5  mm 
die  Dehnungen  =  24     34     53       100 

Die  Dehnung  an  der  Kante  ist  d.lso  mehr  als  viermal  so 
gross  als  jene  in  der  Mitte  und  daraus  folgt,  dass  jedenfalls 
auch  die  Spannung  in  der  Nähe  der  Kante  viel  grosser  ist 
als  in  der  Mitte. 

Bei  einem  Cementkörper  sind  die  elastischen  Dehnungen, 
die   dem   Bruche   vorausgehen,   weit   geringer   als   bei   einem 
Kautschukkorper  und    daher    einer    unmittelbaren    Messung, 
wenigstens  bei  so  kleinen  Körpern,   wie   sie  zu  den  üblichen 
Festigkeitsprüfungen    hergestellt    werden,    nicht    zugänglich. 
Jedenfalls  wissen  wir  aber  aus  anderen  Versuchen,  dass  auch 
Cementkörper  vor  dem  Bruche  Dehnungen  erfahren,   die  der 
Art    nach  in   ganz  ähnlicher  Weise  mit  den  Spannungen  zu- 
sammenhängen, wie  bei   dem  Kautschuk.     Wir  müssen  daher 
schliessen,  dass  der  Vorgang  der  elastischen  Dehnung,   wenn 
auch  die  absoluten  Beträge  viel  kleiner  sind,  als  beim  Kaut- 
schuk ^  doch  im  Ganzen  ein  ähnliches  Gesetz  befolgt,  wie  bei 
dem  vorher  beschriebenen  Versuche.     Freilich  kann  man  aus 
den  Ergebnissen  dieses  Versuchs  nicht  unmittelbar  erkennen, 
in  welcher  Weise  sich  die  Spannung  bei  einem  Cementkörper 
in  Wirklichkeit  genau  über  den  Querschnitt  vertheilt.    Darüber 
kann  man  sich  auf  andere  Art   ein  ürtheil  verschaffen.     Hier 
kommt  es  aber  nur  darauf  an,  zu  zeigen,  erstens  mit  welcher 
Vorsicht  man  bei  der  Berechnung  der  Spannungen  verfahren 
muss    und  zweitens,   dass    ein   zuverlässiges  Urtheil  über  die 
Art   der  Spannungsvertheilung  immer   erst   aus    einer  Unter- 
suchung der  damit   verbundenen  Formänderung   des    Körpers 
gewonnen  werden  kann. 

Mit  der  eigentlichen  Berechnung  der  Spannungen  haben 
wir  es  an  dieser  Stelle  noch  nicht  zu  thun.  Ich  habe  diese 
Betrachtungen  nur  angestellt,  um  den  BegriflF  der  specifischen 
Spannung  in  das  rechte  Licht   zu  setzen.     Wenn  eine  gleich- 
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förmige  Vertheilung  der  Spannungen  über  eine  grössere  Fläche 
nicht  zu  erwarten  ist^  müssen  wir,  um  die  specifische 
Spannung  an  einer  bestimmten  Stelle  dieser  Flache  zu  defi- 
niren,  einen  kleinen  Theil  AF  der  Fläche  an  dieser  Stelle 
abgrenzen  und  jenen  Theil  AP  der  ganzen  Kraft  P,  der  in 
A^  übertragen  wird,  nach  Gl.  (1)  durch  AF  dividiren.  Wir 
erhalten  dann  den  Durchschnittsbetrag  von  6  für  die  Fläche 
AF  und  dieser  fällt  um  so  genauer  mit  dem  Werthe  von  a 
an  der  ins  Auge  gefassten  Stelle  zusammen ,  je  kleiner  wir 
AP'  wählen.  Als  Definition  der  specifischen  Spannung  an 
einem  bestimmten  Punkte  des  Querschnitts  haben  wir  daher 
bei  ungleichförmiger  Spannungsvertheilung"  den  Grenzwerth 

y       AP  dP  ,ON 

anzusehen;  woraus  auch  umgekehrt 

dP^ödF  (3) 

folgt. 

Bisher  setzte  ich  in  Anlehnung  an  das  einfache  zur  Er- 
läuterung gewählte  Beispiel  stillschweigend  voraus,  dass  die 
Spannungen  a  senkrecht  zum  gewählten  Querschnitte  gerichtet 
seien.  Im  Allgemeinen  ist  dies  aber  natürlich  keineswegs  der 
Fall.  Wenn  die  in  einem  Flächenelemente  dF  übertragene 
Kraft  irgend  einen  Winkel  mit  der  Normalen  zu  dF  bildet, 
können  wir  uns  die  Kraft  und  daher  auch  die  specifische 
Spannung  in  zwei  Oomponenten  zerlegt  denken,  von  denen 
eine  in  die  Richtung  der  Normalen,  die  andere  in  die  Fläche 
dF  selbst  fallt.  Die  erste  heisst  Normalspannung  und 
speciell  Zug-  oder  Druckspannung,  je  nachdem  sie  einer 
Entfernung  oder  einer  Annäherung  der  beiden  Theile  des 
Körpers,  zwischen  denen  der  Schnitt  gelegt  ist,  widerstrebt, 
und  die  andere  die  Schubspannung.  Für  jene  werde  ich  vor- 
wiegend den  Buchstaben  (?,  für  diese  den  Buchstaben  r  ge- 
brauchen. Wenn  das  Flächenelement  gegeben  ist,  wird  die  in 
ihm  übertragene  Normalspannung  vollständig  durch  die  Angabe 
der  Grösse  von  0  und  eines  Vorzeichens  beschrieben,  durch  das 
zwischen  Zug-  und  Druckspannung   unterschieden   wird.     Ich 
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werde  den  Zugspannungen  stets  das  positive  Vorzeichen  geben. 
Zur  Beschreibung  der  Schubspannung  muss  dagegen  noch  eine 
nähere  Angabe  über  die  Richtung  von  x  in  der  Fläche  dF 
gemacht  werden.  Gewöhnlich  ist  es  am  bequemsten^  zu  diesem 
Zwecke,  auf  der  Fläche  dF  zwei  zu  einander  senkrechte  Rich- 
tungen zu  ziehen  und  r  in  zwei  Gomponenten  nach  diesen 
beiden  Richtungen  zu  zerlegen.  Im  Granzen  ist  dann  die  An- 
gabe von  drei  Gomponenten  erforderUch,  um  die  durch  die 
Fläche  dF  übertragene  Spannung  zu  kennzeichnen. 

Es  wäre  freilich  ein  Irrthum,  wenn  man  annehmen  wollte, 
dass  der  Spannungszustand  des  Körpers  an  der  fraglichen  Stelle 
durch  die  Angabe  dieser  drei  Gomponenten  vollständig  fest- 
gesetzt wäre.     Dies  ist  keineswegs  der  Fall:   um  vollständig 
darüber  unterrichtet  zu  sein,*  müssen  wir  diese  Gomponenten 
Bicht  nur  für  die  Fläche  dFy   sondern  auch  für  jedes  andere 
Flächenelement  anzugeben  vermögen,  das  in  beliebiger  Stellung 
durch  den  gegebenen  Punkt  des  Körpers  gelegt  werden  kann. 
Auf  den   ersten  Blick  erscheint  es  nun,   als   wenn   dazu 
unendlich  viele  Angaben  erforderlich  wären.     Man  überzeugt 
sich  aber  leicht,  dass  es  schon  vollständig  genügt,  wenn  man 
die  Spannungscomponenten  für   drei   verschiedene  Stellungen 
Yon  dF  anzugeben  vermag;   für  jedes  vierte  Flächenelement,, 
das   man    durch   den   gegebenen   Punkt    legen   mag,    ist    die 
Spannung  dadurch  schon  mitbestimmt.    Um  dies  zu  erkennen, 
denke    man   sich   ein   unendlich    kleines   Tetraeder    aus    dem 
Körper  abgegrenzt,  so  dass  der  gegebene  Punkt  etwa  die  eine 
^cke  dieses  Tetraeders  bildet.    Dieses  Tetraeder  sei  der  Theil 
des  Körpers,    auf  den   wir   nach   unserem   gewöhnlichen  Ver- 
fahren   die    Gleichgewichtssätze    der    Statik    in    Anwendung 
bringen  wollen.     Ausserdem  sollen  die  drei  an  den  gegebenen 
Punkt  angrenzenden  Flächen  in  jenen  Stellungen  gezogen  sein, 
für   die    wr   die  Spannungscomponenten   bereits   als  gegeben 
betrachten,  während  die  vierte  Fläche  ganz  beliebige  Stellung 
haben  kann.     Diese  vierte  Fläche  geht  nun  zwar  nicht  durch 
den    gegebenen   Punkt   und   bei    einigem    Abstände   von    ihm 
wird  aucli   die  Spannung,  die  durch  sie  übertragen  wird,  etwas 
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verschieden  sein  von  der  Spannung  einer  parallel  zu  ihr 
durch  den  gegebenen  Punkt  gelegten  Fläche,  die  wir  eigent- 
lich berechnen  wollen.  Wenn  wir  uns  aber  die  Kanten  des 
Tetraeders  immer  mehr  verkleinert  denken  und  die  vierte 
Fläche  dadurch  dem  Punkte  immer  näher  rücken,  wird  der 
Unterschied  immer  mehr  abnehmen  und  in  der  Grenze  ganz 
verschwinden.  Dies  ist  der  Grund,  weshalb  wir  uns  das 
Tetraeder  unendlich  klein  denken  müssen,  denn  im  anderen 
Falle  könnten  wir  offenbar  auch  die  Gleichgewichtsbedingungen 
für  ein  Tetraeder  von  endlicher.  Eantenlänge  mit  demselben 
Erfolge  untersuchen.  In  der  That  muss  hier  schon  allgemein 
gesagt  werden,  dass  es  in  der  Festigkeitslehre  sehr  oft  zu- 
lässig ist,  sich  jene  Körper,  die  als  unendlich  klein  bezeichnet 
werden,  auch  in  endlichen  Abmessungen  vorzustellen,  ohne 
dass  dadurch  der  Genauigkeit  der  Betrachtung  ein  erheblicher 
Abbruch  geschehen  würde.  Im  einzelnen  Falle  wird  man  sich 
immer  leicht  ein  ürtheil  darüber  verschaffen  können,  wie  klein 
man  die  Dimensionen  mindestens  wählen  muss,  ohne  einen 
merklichen  Fehler  dadurch  zu  begehen,  dass  sich  der  betrach- 
tete Spannungszustand  etwas  ändert,  wenn  man  von  der  ge- 
gebenen Stelle  um  ein  endliches  Stück  abrückt. 

An  dem  vorgelegten  Tetraeder  wirken  nun  fünf  äussere 
Kräfte,  die  im  Gleichgewichte  miteinander  stehen  müssen, 
nämlich  die  Spannungen,  die  auf  den  vier  Seitenflächen  über- 
tragen werden,  und  die  Fernkraft,  die  von  aussen  her  auf  die 
Masse  des  Tetraeders  einwirkt.  Bei  den  gewohnlichen  Anwen- 
dungen der  Festigkeitslehre  wird  diese  nur  durch  das  Gewicht 
des  Tetraeders  gebildet.  Will  man  Schwingungsbewegungen 
oder  überhaupt  Bewegungen  untersuchen,  die  der  Körper  aus- 
führt, so  kommt  noch  eine  Kraft  hinzu,  die  man  nach  dem 
d^Alembert'schen  Princip  anbringen  muss,  also  z.  B.  eine  Cen- 
trifugalkraft  —  oder  allgemein  eine  sogenannte  Trägheits- 
kraft —  um  den  Fall  der  Bewegung  auf  den  Gleichgewichts- 
fall zurückzuführen. 

Wie  dies  aber  auch  sein  möge,  jedenfalls  ist  die  an  der 
Masse    des    Tetraeders    unmittelbar    angreifende    Kraft    dem 
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Volumen  des  Tetraeders  proportional,  während  die  Spannungen 
an  den  Seitenfläclien  den  Flächeninhalten  proportional  sind. 
Nun  haben  wir  vorher  schon  gesehen,  dass  wir  uns,  um  ge- 
nauere Resultate  zu  erhalten,  die  Abmessungen  des  Tetraeders 
immer  mehr  verkleinert  denken  müssen,  so  dass  sie  in  der 
Grenze  zu  Null  werden.  Bei  dieser  Verkleinerung  nimmt  aber 
das  Volumen  viel  schneller  ab,  als  die  Inhalte  der  Seiten- 
flächen, da  jenes  der  dritten,  diese  aber  nur  der  zweiten  Potenz 
der  Längen  proportional  sind.  Durch  hinreichende  Verkleine- 
rung werden  wir  es  also  immer  dahin  bringen  können,  dass  die 
dem  Volumen  proportionale  Kraft  gegenüber  den  Spannungen 
an  den  Seitenflächen  ganz  unmerklich  wird. 

Wir  haben  es  hier  mit  einer  üeberlegung  zu  thun,  die 
überall  anwendbar  ist,  wo  der  Einfluss  von  Kräften,  die  den 
Massen  proportional  sind,  mit  dem  verglichen  werden  soll,  der 
von  Oberflächenkräften  herrührt.  So  wird  z.  B.  ein  kleiner 
Stein  im  fliessenden  Wasser  leicht  fortgerissen,  während  ein 
ihm  geometrisch  ähnlicher  von  grossen  Abmessungen  unter 
den  gleichen  Bedingungen  liegen  bleibt,  weil  der  Wasserdruck 
nur  mit  der  zweiten  Potenz,  das  Gewicht  des  Steins  aber  mit 
der  dritten  Potenz  der  Längen  abnimmt.  Derselbe  Grund  be- 
dingt auch,  dass  ein  Elephant  im  Allgemeinen  schwerfälliger 
sein  muss,  als  ein  Thier  von  geringer  Körpergrösse,  denn  das 
Eigengewicht,  mit  dem  der  Elephant  bei  seinen  Bewegungen 
zu  rechnen  hat,  steht  bei  ihm  in  einem  ungünstigeren  Ver- 
hältnisse zu  den  Querschnitten  der  Muskeln,  durch  die  die  be- 
wegende Kraft  übertragen  wird. 

üebrigens  ist  in  der  That  bei  den  gewöhnlichen  Anwen- 
dungen der  Festigkeitslehre  das  Eigengewicht  des  vorher  be- 
trachteten Tetraeders  selbst  dann  schon  gewöhnlich  ganz  un- 
merklich, wenn  die  Kantenlängen  noch  nach  Gentimetern 
zählen.  Das  Eigengewicht  des  Tetraeders  berechnet  sich  dann 
auf  Gramme,  während  die  Spannungen  an  den  Seitenflächen 
sich  oft  genug  auf  Tausende  von  Kilogrammen  belaufen,  um 
die  Spannungen  an  solchen  kleinen  Stücken  unmittelbar  mit- 
einander zu  vergleichen,   braucht  man   daher  in  erster  Linie 
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auf  das  Eigengewicht  keine  Rücksicht  zu  nehmen.  Erst  dann, 
wenn  man  etwa  auf  sehr  kleine  Unterschiede  achten  will,  die 
dadurch  bedingt  werden,  dass  man  um  ein  kleines  Stück  in 
einer  gewissen  Richtung  weiter  geht,  wird  es  nöthig,  auch  auf 
die  den  Massen  proportionalen  Kräfte  zu  achten. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Erwägungen  bleibt  daher  nur 
noch  das  Gleichgewicht  der  Spannungen  an  den  vier  Seiten- 
flächen des  Tetraeders  für  sich  genommen  zu  untersuchen. 
Das  Gleichgewicht  erfordert,  dass  die  geometrische  Summe 
dieser  vier  Spannungen  gleich  Null  ist.  Wenn  drei  Spannungen 
gegeben  sind,  folgt  daher  Grösse  und  Richtung  der  vierten 
durch  Zeichnen  eines  windschiefen  Kräftevierecks  oder  nach 
dem  Satze  vom  Parallelepiped  der  Kräfte  oder  nach  irgend 
einer  anderen  Methode  der  gewöhnlichen  Statik. 

Die  genannte  Bedingung  genügt  freilich  noch  nicht,  um 
das  Gleichgewicht  eines  Körpers  unter  der  Wirkung  dieser 
vier  Kräfte  sicher  zu  stellen.  Dazu  gehört  noch,  dass  sich  die 
vier  Richtungen  entweder  in  einem  Punkte  schneiden  oder  dass 
wenigstens  auf  andere  Art  auch  ein  Gleichgewicht  gegen 
Drehung  gesichert  ist.  Dies  weist  uns  darauf  hin,  dass  schon 
die  Spannungen  auf  drei  gegebenen  Flächenelementen  dF  ge- 
wisse Bedingungen  erfüllen  müssen,  wenn  sie  überhaupt  mit- 
einander verträglich  sein  sollen.  Man  kann  diese  Bedingungen 
ohne  Schwierigkeit  für  das  Tetraeder  ableiten,  indem  man 
Momentengleichungen  anschreibt.  Wir  wollen  aber  dazu 
einen  bequemeren  Weg  wählen,  indem  wir  an  Stelle  des 
Tetraeders  ein  unendlich  kleines  Parallelepiped  betrachten. 

§  2.    Gleiohgewiohtsbedingungen  zwischen  den  Spannnngs- 

componenten. 

Wir  sahen  vorher,  dass  der  Spannungszustand,  in  dem 
sich  der  Körper  an  einer  gewissen  Stelle  befindet,  durch 
Angabe  der  Spannungscomponenten  für  drei  beliebige  Flächen- 
elemente von  verschiedener  Stellung,  die  man  durch  den  ge- 
gebenen Punkt  legen  kann,  eindeutig  beschrieben  wird.  Es 
steht  uns  frei,  diese  Flächenelemente  so  auszuwählen,  wie  es 
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für  die  weitere  Untersuchung  am  bequemsten  ist.  Dieser  Um- 
stand weist  uns  von  selbst  auf  die  Benutzung  eines  recht- 
winkligen Coordinatensystems  hin.  In  der  Festigkeitslehre 
wird  nicht  viel  damit  gewonnen,  wenn  man  an  Stelle  von 
Coordinaten  oder  Componenten  mit  den  gerichteten  Grössen 
selbst  rechnet,  was  in  den  meisten  übrigen  Theilen  der 
Mechanik  von  Vortheil  ist.  Ich  werde  daher  hier  überall 
der  ohnehin  bekanntesten  Cartesischen  Methode  der  Unter- 
suchung mit  Coordinaten  xmd  Componenten  den  Vorzug 
geben  und  nur  ganz  gelegentlich  einmal  auf  die  andere  Art 
der  Darstellung  hinweisen. 

In  Abb.  3   sei    0   der  Punkt  des  Körpers,   für  den   der 
Spannungszustand  untersucht  werden  soll.    Er  möge  die  Ecke 
eines  unendlich  kleinen  Parallelepipeds  bilden,  dessen  aufeinander* 
senkrecht  stehende  Kanten  in  die  Richtungen  der  Coordinaten- 
axen  OX,  OY,  OZ  gelegt  sind.    Unendlich  klein  müssen  wir 
uns  das  Parallelepiped  wieder  deshalb  denken,  weil  sonst  die 
Spannungen   an   verschiedenen    Stellen    der   von  0   ausgehen- 
den Seitenflächen    merklich  von   einander  abweichen  könnten. 
So  aber  können  wir  ohne  in  Betracht  kommenden  Fehler  an- 
nehmen,   dass    die  Spannungen  über,  jede ,  Seitenfläche  gleich- 
massig  vertheilt  sind.      Die  Resultirende   der  Spannungen  für 
jede   Seitenfläche  geht  dann  auch  durch    deren  Schwerpunkt, 
also    durch  die  Mitte,  und   die  Grösse  ist  nach  Gleichung  (3) 
gleich   dem  Produkte  aus   der  specifischen   Spannung  für  die 
betreffende  Flächenstellung  und  dem  Inhalte  des  Rechtecks. 

Die  Normalspannungen  gehen  auf  allen  Seitenflächen  schon 
von  Belbst  in  den  Richtungen  der  Coordinatenaxen,  und  auch 
die  Schubspannungen  wollen  wir  uns  an  jeder  Fläche  in  zwei 
Componenten  zerlegt  denken,  die  in  die  Richtungen  der  Coor- 
dinatenaxen fallen.  Wir  haben  dann  an  den  sechs  Seitenflächen 
des  abgegrenzten  Körperstücks  zusammen  18  Spannungscom- 
ponenten,  deren  Gleichgewicht  zu  untersuchen  ist,  denn  in 
erster  Annäherung  brauchen  wir  aus  den  in  §  1  auseinander- 
gesetzten Gründen  auf  die  Massenkraft,  die  sonst  noch  dazu 
käme,  nicht  zu  achten. 
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Wir  müssen  uns  zunächst  darüber  klar  werden,  in  welchen 
Beziehungen  die  Spannungen  auf  zwei  gegenüberliegenden 
Seitenflächen  des  Parallelepipeds  zu  einander  stehen.  In  jeder 
Trennungsfläche,  die  wir  uns  in  einem  Körper  gezogen  denken 
können,  grenzen  zwei  Theile  des  Körpers  aneinander,  zwischen 
denen  sich  die  Spannungen  durch  die  Trennungsfläche  über- 
tragen.    Nach   dem  Gesetze  der  Action  und  Reaction  ist  die 


Kraft,  die  etwa  A  auf  B  überträgt,  ebenso  gross,  aber  ent- 
gegengesetzt gerichtet  wie  die  Kraft,  die  von  B  auf  A  wirkt. 
Wir  wollen  uns,  um  beide  Theile  deutlich  von  einander  unter- 
scheiden zu  können,  eine  Normale  zur  Trennungsfläche  nach 
einer  der  beiden  möglichen  Richtungen  gezogen  denken.  Für 
den  einen  Theil  geht  diese  Normale  dann  nach  aussen  hin 
und  für  den  anderen  nach  innen.  Eine  Zugspannung  ist  für 
jeden  der  beiden  Theile  eine  Kraft,  deren  Pfeil  mit  der  Rich- 
tung der  äusseren  Normale  dieses  Theiles  übereinstimmt.  Be- 
trachten wir  nämlich  den  anderen  Theil,  so  kehrt  sich  nach 
dem    Gesetze    der   Action   und   Reaction   der  Pfeil   der   über- 
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tragenen  Spannung  um,  gleichzeitig  ist  aber  nun  die  enir 
gegengesetzte  Richtung  der  Normalen  als  die  äussere  zu  be- 
zeichnen, und  wir  können  daher  in  der  That  die  für  beide 
Theile  zutreflFende,  eindeutige  Aussage  machen,  dass  eine  Nor- 
malspannung immer  als  Zugspannung,  also  positiv  zu  rechnen 
ist,  wenn  sie  in  die  Richtung  der  äusseren  Normale  fällt. 

Nun  fasse  man  in  Abb.  3  etwa  die  beiden  sich  gegen- 
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überliegenden  Seitenflächen  in*s  Auge,  die  senkrecht  zur  X- 
Axe  stehen.  Die  äussere  Normale  der  einen  geht  in  der 
Richtung  der  positiven  X-Axe,  die  der  anderen  in  der  ent- 
gegengesetzten Richtung.  Denkt  man  sich  beide  Flächen 
immer  näher  aneinander  gerückt,  so  wird  zuletzt  die  in  der 
einen  Fläche  übertragene  Spannung  nur  einfach  die  nach  dem 
Gesetze  der  Action  und  Reaction  auftretende  Gegen wirkimg 
der  zur  anderen  gehörigen  Spannung  sein.  In  erster  An- 
näherung können  wir  daher  bei  je  zwei  sich  gegenüberliegenden 
Flächen  des  Parallelepipeds  die  Spannungen  als  gleich  gross 
und  entgegengesetzt  gerichtet  betrachten.    Nur  wenn  man  ab- 

Föppl,  Festigkeitslehre.  2 
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sichtlich  auf  die  kleinen  Unterschiede  achten  will,  die  dadurch 
zu  Stande  kommen,  dass  die  eine  Fläche  etwas  entfernt  von 
der  zu  ihr  parallelen  ist,  wird  man  die  in  Abb.  3  eingeschrie- 
benen genaueren  Ausdrücke  zu  benutzen  haben. 

In  Bezug  auf  die  Richtungen,  die  als  positiv  an- 
zusehen sind,  ist  noch  Folgendes  zu  beachten.  Bei  jenen 
Seitenflächen,  deren  äussere  Normalen  in  den  Richtungen  der 
positiven  Coordinatenaxen  gehen,  zählt  die  Normalspannung  a 
ebenfalls  in  dieser  Richtung  positiv,  denn  wir  haben  schon 
vorher  festgesetzt,  dass  Zugspannungen  immer  positiv  ge- 
rechnet werden  sollen.  Wir  kommen  daher  zur  einfachsten 
Uebereinkunft  über  die  Wahl  der  Vorzeichen,  wenn  wir  be- 
stimmen, dass  nicht  nur  6y  sondern  auch  die  beiden  Compo- 
nenten  der  Schubspannung  r  auf  jenen  Flächen  in  den  Rich- 
tungen der  positiven  Coordinatenaxen  positiv  gezählt  werden 
sollen,  deren  äussere  Normalen  in  die  positiven  Axenrichtungen 
fallen.  Bei  den  gegenüberliegenden  Flächen  sind  dann  natür- 
lich alle  Pfeile  umzukehren,  wenn  die  Spannungscomponenten 
positive  Werthe  haben.  Nach  diesen  Grundsätzen  sind  die 
Pfeile  in  Abb.  3,  mit  der  man  sich  recht  vertraut  machen 
möge,  eingetragen.  In  der  axonometrischen  Zeichnung  sind 
die  Spannungen  auf  den  drei  verdeckt  liegenden  Seitenflächen 
weggelassen.  Von  den  drei  sichtbaren  Seitenflächen  hat  die 
in  der  XZ- Ebene  liegende  eine  äussere  Normale,  die  der 
positiven  F-Axe  entgegengesetzt  gerichtet  ist.  Daher  sind 
hier  auch  die  Pfeile  von  6  und  den  beiden  Componenten  von 
T  den  Coordinatenaxen  entgegengesetzt  gerichtet  gezeichnet. 
Bei  den  beiden  anderen  sichtbaren  Seitenflächen  gehen  da- 
gegen die  Pfeile  in  den  positiven  Axenrichtungen,  weil  dies 
auch  von  den  äusseren  Normalen  zutrifft. 

Die  den  Spannungscomponenten  6  und  r  angehängten 
Ordnungszeiger  reden  eine  leicht  verständliche  Sprache.  Jedes 
6  trägt  nur  einen  Zeiger,  denn  hier  genügt  es,  die  Stellung 
des  Flächenelementes  anzugeben,  zu  dem  6  gehört,  und  dies 
geschieht,  indem  die  Axenrichtung  angemerkt  wird,  zu  der 
das    Flächenelement    senkrecht    steht    und    zu    der    a    daher 
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parallel  geht.  Auch  der  erste  der  beiden  Zeiger  der  Schub- 
spannungscomponenten  r  bezieht  sich  auf  die  Stellung  des  zu- 
gehörigen Flächenelementes  und  stimmt  daher  auf  jeder  Fläche 
mit  dem  Zeiger  von  0  überein.  Der  zweite  Zeiger  gibt  da- 
gegen an,  welcher  Axenrichtung  die  betreflfende  Componente 
parallel  geht. 

Zur  Erläuterung  von  Abb.  3  muss  ich  endlich  noch  auf 
einen  Umstand  aufmerksam  machen,  aa  den  der  Leser  freiUch 
schon  längst  gedacht  haben  wird.  Von  den  drei  sichtbaren 
Seitenflächen  geht  nur  eine  durch  den  Punkt  0,  in  dem  der 
Spannungszustand  untersucht  werden  soll.  Hier  konnte  man 
sich  damit  begnügen,  die  Spannungscomponenten  einfach  mit 
0yy  Xyx  und  Xyg  zu  bezeichnen.  Freilich  sieht  man  dabei  schon 
von  unendlich  kleinen  Unterschieden  ab,  die  sich  daraus  er- 
geben, dass  der  Spannungszustand  nicht  über  die  ganze  Recht- 
eckfläche genau  mit  dem  in  0  übereinstimmt.  Auf  der  gegen- 
überliegenden Seitenfläche  kommen  dieselben  Unterschiede 
ebenfalls  vor  und  gerade  weil  von  beiden  Flächen  in  dieser 
Hinsicht  dasselbe  gilt,  ist  es  nicht  nothig,  auf  diese  unendlich 
kleinen  Unterschiede  weiter  zu  achten.  Dagegen  kann  es 
nöthig  werden,  den  Unterschied  hervorzuheben,  der  dadurch 
entsteht,  dass  die  gegenüberliegende  Seitenfläche  um  das  Stück 
dy  in  der  Richtung  der  F-Axe  gegen  die  vordere  verschoben 
ist.  Wir  müssen,  um  diese  feinen  Abstufungen  zu  berücksich- 
tigen, der  Normalspannung  0y  auf  der  gegenüberliegenden 
Seitenfläche  noch  ein  Differential  zufügen,  so  dass  wir  dort 

erhalten  und  ähnliches  gilt  für  die  anderen  Componenten. 
Aus  dem  Grundrisse  der  Abb.  3  ist  dies  ersichtlich.  Ebenso 
sind  in  der  axonometrischen  Figur  die  Spannungscomponenten 
auf  den  beiden  sichtbaren  Seitenflächen,  die  nicht  durch  den 
Punkt  0  gehen,  schon  mit  den  Zuwüchsen  versehen,  die  den 
Abständen  von  den  gegenüberliegenden  Flächen  entsprechen. 
Wo   der  Platz  nicht  ausreichte,    sind  diese  Differentiale  auch 
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nur  durch  Punkte  augedeutet,   wie   in   r,»  -f  •  •  •  •   an  Stelle 


von  ^^ 


rzx  +^j-'  dz. 

Na<^hdeni  man  sicli  mit  allen  diesen  Einzelheiten,  die  in 
Abb.  3  zu  berücksichtigen  waren,  hinreichend  vertraut  ge- 
macht hat,  ist  schon  der  erste  und  wichtigste  Schritt  zum 
Verständnisse  der  Grundgleichungen  der  Festigkeitslehre  ge- 
schehen: Es  erübrigt  jetzt  nur  noch,  die  Bedingungen  für  das 
Gleichgewicht  der  Eräffce  an  dem  unendlich  kleinen  Parallel- 
epiped,  dessen  Eantenlängen  mit  dx,  dy,  dz  bezeichnet  werden, 
in  Form  von  Gleichungen  anzuschreiben.  Zunächst  wollen  wir 
das  Gleichgewicht  gegen  Drehung  in's  Auge  fassen,  da  wir 
schon  in  §  1  erkannten,  dass  wir  hierdurch  zu  den  Bedingungen 
geführt  werden,  die  zwischen  den  neun  Spannungscomponenten 
0x  0y  (jz  txy  txx  tyx  tyx  "^tx  ^zy  füT  dic  drci  durch  den  Punkt 
0  gelegten  Flächenelemente  bestehen  müssen,  damit  sie  mit- 
einander verträglich  sind.  Um  z.  B.  zu  erkennen,  welche 
Bedingung  erfüllt  sein  muss,  damit  keine  Drehung  um  eine 
zur  J?-Axe  parallele  Grade  eintreten  kann,  projiciren  wir  den 
Körper  mit  allen  daran  angreifenden  Kräften  auf  die  XY-Ebene, 
wie  dies  in  Abb.  3^  bereits  geschehen  ist.  Wir  sehen  dann, 
dass  zwei  Kräftepaare  vorkommen,  die  eine  solche  Drehung 
in  entgegengesetzter  Richtung  anstreben.  Ein  Kräftepaar  wird 
durch  die  Spannxmgen  Xyx  auf  den  beiden  Rechteckseiten  ge- 
bildet, deren  Normalen  zur  F-Axe  parallel  gehen.  Die  Grosse 
jeder  Kraft  dieses  Paares  wird  gefunden,  wenn  wir  die  speci- 
fische  Spannung  Xyx  mit  dem  Inhalte  des  Flächenelementes, 
über  das  sie  vertheilt  ist,  multipliciren;  sie  ist  also  gleicb. 
Xyx  '  dx  dz  zu  setzen.  Das  statische  Moment  des  Kräftepaars 
ist  daher  gleich 

Xyx  '  dx  dy  dz . 

Ebenso  finden  wir  für  das  Moment  des  Kräftepaars  der 
Schubspannungen  Xxyj  die  über  die  beiden  zur  X-Axe*  senk- 
rechten Seitenflächen  vertheilt  siud, 

Xxy  •  dxdy  dz. 
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Die  Gleichgewichtsbedingung  gegen  Drehen  erfordert  da- 
her, dass 

ist.*)  Natürlich  lässt  sieh  dieselbe  Betrachtung  auch  für  eine 
Drehung  um  jede  der  beiden  anderen  Coordinatenaxen  wieder- 
holen, und  wir  erhalten  daher  im  Ganzen  die  drei  Gleich- 
gewichtsbedingungen 

die  einen  der  wichtigsten  Sätze  der  Festigkeitslehre  aus- 
sprechen. Man  kann  ihn  auch  noch  in  etwas  allgemeinerer 
Form  aufstellen,  wenn  man  an  Stelle  des  rechtwinkligen 
Parallelepipeds  in  Abbv  3  ein  schiefwinkliges  untersucht;  ich 
sehe  aber  davon  ab,  dies  weiter  auszuführen,  da  nicht  viel 
dabei  herauskommt.  Femer  erwähne  ich  noch,  dass  viele 
Schriftsteller  für  die  einander  gleichen  Schubspannungscom- 
ponenten  r^y  und  ty^  eine  einheitliche  Bezeichnung,  nämlich 
Tg  einführen,  wobei  jetzt  der  Zeiger  z  darauf  hinweisen  soll, 
dass  jene  Schubspannungen  gemeint  sind,  die  sich  im  Gleich- 
gewichte gegen  eine  Drehung  um  die  Z-Axe  halten,  und  ähn- 
lich für  die  übrigen.  Man  spart  hierbei  zwar  das  Anschreiben 
eines  zweiten  Zeigers;  es  will  mir  aber  scheinen,  dass  dieser 
Vortheil  nicht  erheblich  genug  ist,  um  die  anschaulichere 
Schreibweise  mit  zwei  Zeigern  aufzugeben.  Ich  werde  daher 
diese  beibehalten. 

Wir  haben  jetzt  erkannt,  dass  zur  vollständigen  Be- 
schreibung des  Spannungszustandes  des  Körpers  in  einem  ge- 
gebenen Punkte  0  die  Angabe  von  sechs  Zahlen  erforderlich 
ist.  Diese  Anzahl  kann  auch  durch  weitere  Betrachtungen  nicht 
herabgedrückt  werden.  Man  pflegt  diese  Thatsache  auch  wohl 
mit  den  Worten  auszusprechen,  das  oo®  verschiedene  Spannungs- 


*)  Im  Innern  eines  Magneten  ist  dieser  Schlass  Dicht  zulässig,  da 
hier  ausser  den  Schubspannungen  noch  ein  auf  Verdrehen  des  ganzen 
Volnmenelementes  hinwirkendes  Moment  der  magnetischen  Kräfte  auf- 
tritt, das  von  derselben  Grössenordnung  sein  kann.  Von  solchen  aus- 
nahmsweise vorkommenden  Fällen  soll  aber  hier  stets  abgesehen  werden. 
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zustände  möglich  sind^  oder  dass  die  Reihe  aller  Spaunungs- 
zustände  eine  Mannigfaltigkeit  von  sechs  Dimensionen  bildet. 

Wir  wollen  jetzt  noch  das  Gleichgewicht  des  Parallele- 
pipeds  gegen  Verschieben  in  den  drei  Axenrichtongen  be- 
trachten. Dieses  wird  schon  durch  das  Gesetz  der  Action  und 
Reaction  verbürgt,  wenn  wir  auf  die  sehr  kleinen  Unterschiede 
der  Spannungen  an  gegenüberliegenden  Seitenflächen  keine  Rück- 
sicht nehmen,  wie  es  bei  der  vorigen  Betrachtung  geschehen 
konnte.  Wir  wollen  aber  dabei  nicht  stehen  bleiben,  weil  wir 
bei  dieser  Gelegenheit  noch  erfahren  können,  in  welchen  Be- 
ziehungen die  Zuwüchse  der  Spannungscomponenten  bei  ver- 
schiedenen Fortschreitungsrichtungen  zu  einander  stehen  müssen. 
Natürlich  ist  es  jetzt,  wo  wir  nur  auf  die  kleinen  Unterschiede 
der  Spannungen  auf  gegenüberliegenden  Flächen  zu  achten 
haben,  nicht  mehr  zulässig,  die  dem  Volumen  des  Parallele- 
pipeds  proportionale  Fernkraft,  also  etwa  das  Gewicht  des 
Körperchens,  zu  vernachlässigen.  Dieses  ist  zwar  unendlich 
klein  gegen  die  Spannungen  selbst,  aber  durchaus  vergleichbar 
mit  den  kleinen  Unterschieden  zwischen  den  Spannungen  auf 
gegenüberliegenden  Seiten.  Ich  denke  mir  die  auf  die  Raum- 
einheit bezogene  Massenkraft  in  drei  Componenten  nach  den 
Coordinatenaxen  zerlegt,  die  ich  mit  X  Y  Z  bezeichne  und 
positiv  rechne,  wenn  sie  mit  den  positiven  Axen  gleich- 
gerichtet sind. 

In  der  Richtung  der  X-Axe  kommen  jetzt  an  dem  Kör- 
perchen sieben  Kräfte  vor,  deren  Summe  gleich  Null  sein 
muss,  damit  das  Gleichgewicht  gesichert  ist.  An  jeder  Seiten- 
fläche des  Parallelepipeds  haben  wir  eine  zur  X-Axe  parallele 
Spannungscomponente,  und  dazu  kommt  die  Componente  der 
Massenkraft  im  Betrage  X  dx  dy  dz.  Die  Spannungscompo- 
nenten kann  man  paarweise  zusammenfassen.  Auf  dem  durch 
den  Punkt  0  gehenden,  zur  X-Axe  senkrechten  Rechteck 
haben  wir  die  Componente  o^  der  specifischen  Spannung,  also 
im  Ganzen  den  Betrag  6^  •  dy  dz  einer  Kraft,  die  der  positiven 
X-Axe  entgegengesetzt  gerichtet  ist.  Auf  der  gegenüber- 
liegenden   Seitenfläche   kommt    dazu   die   um   ein  Differential 
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yerschiedene  und  nach  der  positiven  X-Axe  hin  gerichtete 
Normalspannung.  Fassen  wir  beide  zusammen^  so  behalten 
wir  einen  Ueberschuss  von  der  Grösse 

-g —  dx  dy  dz 

in  der  Richtung  der  positiven  X-Axe.  Ebenso  tragen  die 
beiden  zur  !F-Axe  senkrechten  Seitenflächen  zusammen  ge- 
nommen das  Glied 

zur  Componentensumme  in  der  Richtung  der  X-Axe  bei  und 
ähnlich  die  beiden  letzten  Seitenflächen.  Schreiben  wir  nun 
die  Bedingung  an^  dass  die  algebraische  Summe  aller  parallel 
zur  X-Axe  gehenden  Gomponenten  verschwinden  muss,  so  er- 
halten wir  nach  Wegheben  des  gemeinsamen  Faktors  dx  dy  de 
die  erste  der  drei  folgenden  Gleichungen 


dc^       dt..^        dt 

y.  j "ii  j ^y  4-  Y  =  0 

dy   ^^    dx   ^^    dz    ^^ 
7  +  -^-\--^+Z  =  0} 


(5) 


dz  dx     *^    dy 

Die  beiden  letzten  sind  ebenso  gebildet,  wie  die  erste^  die 
wir  eben  ableiteten,  und  sprechen  die  Gleichgewichtsbedin- 
gungen gegen  Verschieben  in  den  Richtungen  der  Y-  und 
der  ^-Axe  aus.  Es  ist  zwar  nützlich,  sie  zur  Uebung  eben- 
falls aus  Abb.  3  abzulesen,  aber  nicht  nothwendig,  da  keine 
Goordinatenaxe  vor  den  anderen  etwas  voraus  hat  und  was 
für  die  eine  bewiesen  ist,  daher  auch  für  die  anderen  gelten 
muss.  Es  genügt  daher  vollständig,  sich  davon  zu  überzeugen, 
dass  die  beiden  anderen  Gleichungen  aus  der  ersten  hervor- 
gehen, wenn  man  die  Coordinaten  x  y  0  cyclisch  miteinander 
vertauscht. 
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§  3.    Das  Gleichgewicht  am  Tetraöder. 

Wir  wollen  jetzt  die  am  Schlüsse  von  §  1  in  allgemeinen 
Umrissen  angestellte  Betrachtung  auch  noch  in  einen  Satz 
von  Gleichungen  umprägen.  Dazu  beziehe  ich  mich  auf 
Abb.  4,  in  der  das  Tetraeder  in  Aufriss  und  Grundriss  ge- 
zeichnet ist.  Als  gegeben  wer- 
den die  Spannungscomponenten 
betrachtet^  die  zu  den  Stellungen 
der  drei  Coordinatenebenen  ge- 
hören; verlangt  wird  die  Berech- 
nung der  Spannungscomponenten 

auf    der     in    be- 
liebiger   Stellung 
gezogenen  vierten 
Tetraederfläche^ 
deren  äussere  Nor- 
male  mit   n    be- 
zeichnet ist.     Es 
ist    am    bequem- 
sten,    die    Span^ 
nung  für   diese  Fläche,   die  mit 
jPn  bezeichnet  werden  möge,  zu- 
nächst in   drei  Componenten   zu 
zerlegen,    die    den   Goordinaten- 
axen  parallel  laufen.    In  der  Ab- 
^^^  ^  bildimg  sind  diese  Componenten 

mit  'Pnx  VnyVn*  bezeichnet ;  die 
Zeiger  haben  also  dieselbe  Bedeutung  wie  bei  den  früheren 
Betrachtungen.  Nachdem  diese  Componenten  gefunden  sind, 
kann  man  leicht  auch  die  Normalspannung  6^,  und  die  in  ge- 
gebenen Richtungen  verlaufenden  Schubspannungscomponenten 
daraus  ableiten,  wenn  sich  dies  als  nothig  herausstellt. 

Die  Fläche  der  vierten  Tetraederseite  sei  gleich  dF\  die 
Flächen  der  drei  anderen  bilden  die  Projectionen  von  dF  auf 
die  Coordinatenebenen  und  werden  daher  aus  dF  durch  Mul- 
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tiplication  mit  den  Cosinus  der  Neigungswinkel  gefunden. 
Der  Winkel  zwischen  dF  und  der  FZ-Ebene  ist  aber  nach 
einem  bekannten  Satze  der  Stereometrie  auch  gleich  dem 
Winkel  zwischen  den  Normalen  auf  beiden  Ebenen,  der  kurz 
als  Winkel  {nx)  bezeichnet  werden  soll. 

An  der  in  die  YZ- Ebene  fallenden  Seitenfläche  des  Te- 
traeders kommt  eine  in  der  Richtung  der  negativen  X-Aze 
verlaufende  Spannungscomponente  a^  vor,  die  nach  Multipli- 
cation  mit  dem  Flächeninhalte  dieser  Tetraederseite  den  Beitrag 

0xdFQ,o^{nx) 

zur  Componentengleichung  liefert.  Von  der  Seitenfläche  in 
der  XZ-Ebene  stammt  ebenso,  wie  man  aus  Abb.  4  unmittel- 
bar ablesen  kann,  der  Beitrag 

tyx  dF  COS  (ny) 

und  von  der  Seitenfläche  in  der  XF- Ebene  der  Beitrag 

tfxdF cos  (n0)y 

wobei  zu  beachten  ist,  dass  alle  diese  drei  Componenten,  so- 
fern überhaupt  die  Spannungscomponenten  a  und  t  alle  das 
positive  Vorzeichen  haben,  nach  der  über  die  Richtungs- 
bezeichnungen getroflfenen  Uebereinkunft  in  der  Richtung  der 
negativen  X-Axe  gehen.  Die  Spannungscomponente  pnx  auf  der 
vierten  Tetraederseite  wollen  wir,  da  hierüber  bisher  noch 
nichts  festgesetzt  ist,  als  positiv  betrachten,  wenn  sie  in  die 
Richtung  der  positiven  X-Axe  fällt.  Die  Gleichgewichts- 
bedingung gegen  Verschieben  in  der  Richtung  der  X-Axe  er- 
fordert nun,  dass  die  Componente  pnxdF  der  Summe  der 
vorher  aufgeführten  Kräfte,  die  in  entgegengesetzter  Richtung 
gehen,  gleich  ist.  Nach  Wegheben  des  gemeinsamen  Faktors 
dF  erhalten  wir  daher  die  erste  der  drei  folgenden  Gleichungen 


Pnx  =  (fx  cos(wa?)  +  Xyx  cos (ny)  -}-  t,x  cos  (nii) 

Pny  =  ^y  COs(wt/)  +  X^y  COs{nx)  +  "^zy  COs{nz) 

Pnz  «=  Oz  COS  (n0)  -f-  ''^Jt-z  cos  (nx)  -f-  ty,  cos(wj/) 


(6) 
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Die  beiden  folgenden  ergeben  sich  aus  der  ersten  durch 
cyclische  Yertauschung  von  xyz  und  sprechen  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen gegen  Verschieben  in  den  Richtungen  der 
Z-  und  Z-Axe  aus. 

Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst.  Man  wendet  die  Glei- 
chungen (6)  namentlich  dann  an,  wenn  die  vierte  Tetraeder- 
seite in  die  Oberfläche  des  ganzen  Körpers  fallt.  Unter  den 
p  sind  dann  die  Druckkräfte  zu  verstehen^  die  von  aussen 
her  auf  den  ganzen  Körper  übertragen  werden.  Diese  sind 
gewöhnlich  gegeben;  sehr  häufig  sind  sie  gleich  Null  und  die 
vorigen  Gleichungen  geben  dann  in  der  Form 

öj.  cos(n|r)  +  ^ya:  cos(«y)  +  ^»x  coB(nz)  =  0 

öy  cos  (ny)  +  ''^xy  008 (nx)  +  tgy  cos(n0)  =  0    [        (7) 

ög  cos  (nz)  +  tx9  coB(nx)  -}-  tyg  cos(wj/)  =  0 

die  Beziehungen  an^  die  zwischen  den  Spannungscomponenten 
in  der  Nahe  einer  freien  Oberfläche  des  ganzen  Körpers  be- 
stehen müssen. 

Der  denkende  Anfänger  wird  leicht  auf  die  Frage  ver- 
fallen, weshalb  ich  dabei  stehen  bleibe,  die  Gleichgewichts- 
bedingungen für  Körperelemente  von  der  Gestalt  eines  Paral- 
lelepipeds  oder  eines  Tetraeders  zu  untersuchen.  Für  ihn 
bemerke  ich  hier  noch,  dass  in  der  That  nichts  im  Wege 
steht,  das  Gleichgewicht  eines  beliebig  gestalteten  Körper- 
elements in  derselben  Weise  zu  behandeln.  Man  kommt  aber 
dabei  zu  keinen  neuen  Resultaten.  In  manchen  Büchern  wird 
diese  allgemeinere  Betrachtung  von  vornherein  vorgenommen. 
Solche  Bücher  sind  aber  gewöhnlich  nur  für  den  verständ- 
lich, der  schon  vorher  so  ziemlich  alles  weiss,  was  in  ihnen 
vorgetragen  wird.  Alle  wissenschaftlichen  Lehren  sind  an- 
fänglich an  den  einfachsten  Beispielen  und  auf  Grund  der  vor- 
sichtigsten Ueberlegungen  aller  Einzelheiten  entwickelt  worden. 
Denselben  Weg  muss  man  auch  selbst  einschlagen,  wenn  man 
in  die  Wissenschaften  eindringen  wiU.  Wer  auf  diesem  Wege 
eine   hinreichende  Grundlage   gewonnen  hat^   wird   es  später 
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unyergleiclilich  viel  leichter  finden^  auch  die  allgemeinsten 
Falle  beherrschen  zu  lernen,  als  es  ihm  anfänglich  wnrde^  den 
allereinf^chsten  Darlegungen  zu  folgen.  Ich  sehe  mich  hier 
zu  dieser  Bemerkung  veranlasst^  weil  ich  verhindern  möchte, 
dass  der  Leser ,  dem  die  vorausgegangenen  Untersuchungen 
Schwierigkeiten  machten,  den  Muth  zu  schnell  sinken  lässt. 
Wer  das  Vorausgegangene  hinreichend  oft  durchgelesen  und 
durchgedacht  hat,  wird  bald  alle  Schwierigkeiten  der  Vor- 
stellung überwunden  haben. 

§  4.    Das  ebene  Problem. 

Bisher  haben  wir  den  allgemeinsten  Fall  des  Spannungs- 
zustandes untersucht,  der  überhaupt  in  einem  Körper  auftreten 
kann.  Die  Fälle,  mit  denen  man  praktisch  zu  thun  bekommt, 
sind  aber  gewohnlich  viel  einfacher.  Aus  diesem  Grunde  und 
aus  einem  anderen,  der  kurz  vorher  erwähnt  wurde,  wollen 
wir  die  weitere  Untersuchung  an  dieser  Stelle  auf  den  Fall 
des  sogenannten  ebenen  Problems  beschränken.  Man  versteht 
darunter  einen  Spannungszustand,  bei  dem  nach  einer  be- 
stimmten Richtung  hin  überhaupt  keine  Spannungscompo- 
nenten  auftreten.  Um  diesen  Fall  weiter  zu  untersuchen, 
wollen  wir  uns  das  Goordinatensystem  so  gewählt  denken, 
dass  die  Z-Axe  in  die  soeben  bezeichnete  Richtung  fallt.  Der 
Fall  des  ebenen  Problems  wird  dann  durch  die  Aussagen 

(S»  —  0,  r;,,    =  0,  Ty,    =  0  (8) 

gekennzeichnet.  Von  den  sechs  Spannungscomponenten,  die 
im  Allgemeinen  zur  Beschreibung  des  Spannungszustandes 
erforderlich  sind,  unterscheiden  sich  demnach  hier  nur  noch 
drei  von  Null,  .nämlich  (Ja-,  6y  und  x^y  =  ty^,  wofür  wir 
jetzt,  da  keine  Verwechslung  mehr  möglich  ist,  kurz  r  schreiben 
können: 

Wir  wollen  jetzt  die  Frage  aufwerfen,  wie  mau  beim 
ebenen  Problem  die  Schnittrichtung  wählen  muss,  damit  die 
Spannungen  ihre  grössten  Werthe  annehmen.     Dabei  genügt 
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Abb.  5. 


es,  nur  solche  Schnittrichtungen  in  Betracht  zu  ziehen,  die 
parallel  zur  Z-kxe  gehen.     Wir  denken  uns  ein  dreiseitiges 

Prisma  abgegrenzt, 
dessen  Grundfläche 
in  Abb.  5  angegeben 
ist,  während  die  zur 
Z-Axe  parallelen 
Kanten  die  Längen 
(fjs  haben  mögen.  Auf 
die  beiden  Grund- 
flächen wirken  nach 
den  Gleichungen  (8) 
überhaupt  keine 
Kräfte.  Die  Span- 
nungs  -  Componenten 
an  den  drei  Seitenflächen  sind  in  die  Abbildung  nach  jenen 
Richtungen  eingetragen,  die  als  positiv  gerechnet  werden.  Die 
Spannung  auf  der  unter  dem  Winkel  tp  gegen  die  X-Axe  ge- 
neigten Seitenfläche  ist  in  die  Normalcomponente  ö'  und  die 
Schubspannung  t'  zerlegt.  Die  letzte  kann  ebenfalls  keine 
Componente  in  der  Richtung  der  Z-Axe  haben,  weil  an  den 
übrigen  Seitenflächen  keine  Kraft  in  dieser  Richtung,  die 
mit  ihr  Gleichgewicht  halten  könnte,  vorkommt;  sie  ist  also 
ebenso  wie  ö'  und  alle  übrigen  Spannungen  parallel  zur  XY- 
Ebene. 

Das  Gleichgewicht  der  Kräfte  gegenVerschieben  nach  der 
X-Axe  liefert,  wenn  wir  den  Inhalt  der  schief  zu  den  Axen 
stehenden  Seitenfläche  mit  dF  bezeichnen,  die  Bedingungs- 
gleichung 

6'  dF  sing)  +  t'  dF  costp  —  ü^dF  sing)  — .t  dF  eo8g>  =  0, 

aus  der  man  den  gemeinsamen  Faktor  dF  wegheben  kann. 
Ebenso  liefert  die  Componentengleichung  für  die  Richtung 
der  Y-Axe 

<y'  cosg?  —  t'  sintp  —  öy  cosqp  —  r  sin^  =  0. 
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Beide  Gleichungen  lösen  wir  nach  den  Unbekannten  6' 
und  x'  auf.  Durch  Multiplication  der  ersten  Gleichung  mit 
sin^^  der  zweiten  mit  cos^  und  Addition  erhält  man  zunächst 

o'  =  (^arsin^^)  +  öyCos^tp  +  2r  sin^cos^. 

Bequemer  ist  es  fiir  das  Folgende^  diesen  Ausdruck  da- 
durch noch  etwas  umzugestalten,  dass  man  den  doppelten 
Winkel  einfuhrt,  also  z.  B. 

.9            1  —  cos  2cp 
smV  = ^ 

setzt.   .Dadurch  geht  der  vorige  Werth  über  in 


ff    -4-  <F  ff     —  ff 


e'  =   '  '    "  +   "  -    'co8  2(p  +  T  sin  2ip 


ff      ff 

-^-^ — ^sin  2g)  -f"  t  cos  2g) 


(9) 


In  der  zweiten  Gleichung  ist  der  Werth  von  t'  an- 
gegeben, der  auf  dieselbe  Weise  erhalten  wird.  Die  Spannungs- 
componenten  a'  und  t'  sind  damit  als  Functionen  des  Win- 
kels (f  gefanden,  den  wir  uns  veränderlich  denken  können, 
wodurch  wir  zu  allen  Schnittrichtungen  gelangen,  die  zur 
XF-Ebene  senkrecht  stehen.  Um  die  Maximalwerthe  zu  finden, 
differentüren  wir  zunächst  a'  nach  q>  und  setzen  den  Differen- 
tialquotienten gleich. Null.  Aus  der  so  entstehenden  Gleichung 

0 ^-^^Y~^  •  2sin2g)  +  ^r  cos  2q>  (10) 

erhalten  wir  zunächst  tg  2  g)  und  daraus  auch  tp  selbst,  nämlich 

g)  =  iarctg^^-4^  +  w|  (U) 

wenn  n  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
deutet. Durch  die  Zufiigung  eines  Vielfachen  von  7t  wird 
nänoilich   der   Werth   von   tg  2g)    nicht    geändert;    man   kann 

also  nn  beliebig  zu  2  g)  und  daher  Wy  beliebig  zu  9  addiren, 

ohne  die  Bedingung  für  ein  Maximum  oder  Minimum  von  a' 
zu  ändern. 
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Die  rechte  Seite  von  Gl.  (10)  stimmt  genau  mit  dem  dop- 
pelten Werthe  von  t'  in  Gl.  (9)  überein.  Wir  erkennen  daraus^ 
dass  a'  in  jenen  Schnittflächen  seinen  grössten  oder  kleinsten 
Werth  annimmt;  fiir  die  r'  verschwindet.  Zugleich  folgt  aus 
61.  (11);  dass  dies  immer  mindestens  in  zwei  Schnittflächen 
zutrifft;  die  aufeinander  senkrecht  stehen  (für  die  sich  9  um 
einen  rechten  Winkel  unterscheidet).  Daneben  ist  nur  noch 
ein  Ausnahmefall  möglich;  der  dann  eintritt;  wenn  r  =  0  und 
(S^  r=  Cy  war.  Dann  ist  auch  fiir  alle  anderen  Schnittrich- 
tungen x'  =^0  und  ö'  ist  unabhängig  von  97 ;  d.  h.  für  alle 
Schnittrichtungen  gleich  gross. 

Von  diesem  Ausnahmefalle  abgesehen;  kommen  aber  beim 
ebenen  Probleme  immer  nur  zwei;  aufeinander  senkrechte  und 
zur  Z-Axe  parallele  Schnittrichtungen  vor,  für  die  x  ver- 
schwindet; auf  denen  also  die  gesammte  Spannung  senkrecht 
steht  und  für  die  zugleich  ö'  seinen  kleinsten  und  seinen 
grössten  Werth  annimmt.  Man  nennt  jene  Richtungen  die 
Hauptrichtungen  und  die  zugehörigen  Spannungen  die 
Hauptspannungen  des  Körpers  an  der  betreffenden  Stelle. 

Es  mag  hierbei  erwähnt  werden,  dass  man  dieselbe  Be- 
trachtung auch  für  den  allgemeinsten  Spannungszustand  in 
gleicher  Weise  durchführen  kann.  Die  Rechnung  wird  dann 
erheblich  länger;  spielt  sich  aber  sonst  genau  so  ab;  wie  wir 
es  eben  sahen.  Man  findet  dabei;  dass  im  Allgemeinen  drei 
Schnittrichtungen  vorkommen;  für  die  die  Schubspannungen  weg- 
fallen; und  dass  alle  drei  wechselseitig  aufeinander  senkrecht 
stehen.  In  der  That  kann  beim  ebenen  Problem  die  X  I^Ebene 
als  dritte  Schnittrichtung  angesehen  werden;  bei  der  keine  Schub- 
spannung übertragen  wird.  Freilich  ist  fiir  diesen  Schnitt 
auch  die  Normalspannung  gleich  Null  und  man  kann  den 
Fall  des  ebenen  Problems  daher  auch  dahin  definiren,  dass 
es  jener  Spannungszustand  ist;  für  den  eine  Hauptspannung 
zu  Null  wird. 

Die  Grösse  der  Hauptspannungen  findet  man  aus  Gl.  (9) 
durch  Eintragen   des   durch  Gl.   (10)    oder   (11)    bestimmten 
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Werthes  von  <p.     Am  einfachsten  ist  es^  zuerst  Gl.  (10)  nach 
sin  297  und  cos  2  9)  aufzulösen.     Man  erhält  dann 

sin  2  g)  ====  +  ~7========  5     cos  2g)  =  +  ^        * 


Aus  Gl.  (9)  findet  man  dann  weiter 

"  max.  —  o         "1 


min.  2  —     |/4^.4.(^^_^p. 

und^  wenn  man  beachtet ^  dass  im  letzten  Bruche  der  Zähler 
die  Hälfte  vom  Quadrate  des  ^Nenners  bildet,  kürzer 


min. 


«»„.     =    ^^    +    1/4^*    +    (ff,    -    6yf  .  (12) 


Dass  der  eine  Werth  ein  Maximum^  der  andere  ein  Mini- 
mum liefert,  kann  auf  gewöhnlichem  Wege  durch  Bilden  des 
zweiten  Diflferentialquotienten  von  a'  nach  9  nachgewiesen 
werden;  es  folgt  aber  auch  schon  daraus,  dass  jede  stetige 
Funktion  des  Winkels  y,  die  nicht  constant  ist,  bei  ein- 
maligem Umlaufe  des  ganzen  Kreises  mindestens  ein  Maximum 
und  ein  Minimum  haben  muss. 

Wenn  t  =  0  ist,  fallen  die  Richtungen  der  Coordinaten- 
axen  mit  den  Hauptrichtungen  zusammen  und  6x  dy  sind  selbst 
die  Hauptspannungen.  Einander  gleich  können  die  Haupt- 
spannimgen  nur  dann  werden ,  wenn  zugleich  r  =  0  und 
0g^  =  0y  ist.  Dann  kann  jede  Richtung  in  der  XZ-Ebene  als 
Hauptrichtung  angesehen  werden. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Ermittelung  der  Maximal- 
werthe  der  Schubspannungscomponente  r'.  Aus  Gl.  (9)  er- 
halten wir 

~j-  =   "  ^   ^  •  2  cos  29?  —  2r  sin  29« 

Die  Bedingung  für  ein  Maximum  oder  Minimum  wird 
daher  ausgesprochen  durch  die  Gleichung 

tg29,-^^^  (13) 
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Dieser  Werth  ist  das  Negative  der  Cotangente  von  2q>y 
die  aus  der  Bedingungsgleichung  (10)  gefunden  wird.  Daraus 
folgt,  dass  der  nach  Gl.  (13)  bestimmte  Winkel  sich  von  dem 

aus    61.   (10)    abgeleiteten    um    einen    Rechten    oder    um  y 

unterscheidet.  Die  Winkel  q>  selbst,  für  die  einerseits  6^  und 
andererseits    r'   die  Maximal-  oder  Minimal werthe    annehmen, 

unterscheiden  sich  demnach  um  — -•  Die  grössten  Schub- 
spannungen erhält  man  also  für  solche  Schnittrich- 
tungen, die  mit  den  Hauptrichtungen  Winkel  von  45® 
e  ins  chliessen.  Beachtenswerth  ist,  dass  die  Normalspannungen 
auf  diesen  Ebenen  im  Allgemeinen  nicht  verschwinden,  wie 
man  auf  Grund  des  Vorausgegangenen  hätte  vermuthen  können. 
Setzt  man  2  g)  aus  Gl.  (13)  in  die  erste  der  Gl.  (9),  so  findet 

man  für  die  zugehörige  Normalspannung    ^  ^  ,    und  dieser 

t* 

Werth  gilt  für  jede  der  beiden  zu  einander  senkrechten  Schnitt- 
ebenen,   auf   denen   t'    zum   Maximum   oder    Minimum   wird. 
Nur  wenn  6x  =  —  cfy  ist,  wird  diese  Normalspannung  zu  Null. 
Aus  Gl.  (13)  folgt 

sin  2g)  =  +  -: -^ ;    cos  2g?  =  +-  -- 


und  wenn  man  diese  Werthe   in  die   zweite  der   Gleichungen 
(9)  einsetzt,  erhält  man 

r'^  =  +  |i/4t«  +  (ff,  -  ^'  ■  (14) 


min 


Die  beiden  Werthe  tmax  und  Tmin  unterscheiden  sich  also 
nur  durch  das  Vorzeichen  von  einander.  Dieses  Ergebniss 
ist,  soweit  es  sich  um  die  absoluten  Grössen  handelt,  selbst- 
verständlich nach  dem  in  den  Gleichungen  (4)  ausgesprochenen 
Satze  über  die  Gleichheit  der  in  senkrechten  Schnittflächen 
einander  zugeordneten  Schubspannungen.  Die  Vorzeichen  da- 
gegen sind  in  Gleichung  (14)  gleichgültig,  da  sie  nur  durch  die 
willkürliche  Festsetzung  darüber  bedingt  sind,  in  welcher 
Richtung  t'  als  positiv  gerechnet  werden  sollte. 


6    =6a: g  =  6:,  Sin^tf 


''x 
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§  5.    Der  lineare  Spannnngszustand. 

So  wie  der  im  vorigen  Paragraphen  untersuchte  ebene 
Spannungszustand  einen  besonderen  Fall  des  allgemeinsten 
Spannungszustandes  bildet^  kann  man  einen  noch  einfacheren 
Spannungszustand  aus  dem  vorigen  dadurch  ableiten^  dass 
man  nochmals  eine  der  beiden  Hauptspannungen  gleich  Null 
setzt.  Man  nehme  etwa  an^  dass  die  Coordinatenaxen  schon 
von  vornherein  in  die  Hauptrichtungen  gelegt  gewesen  seien, 
setze  also  r  «=»  0  und,  um  auf  den  linearen  Spannungszustand 
zu  kommen,  ausserdem  noch  öy  =  0.  Die  Gleichungen  (9) 
gehen  dann  über  in 

1  —  C08  2(p  .    2 

(15) 
r'  «=  -^  sin  2q)  j 

Dieser  Spannungszustand  kommt  z.  B.  vor  in  der  Mitte 
einer  Zugstange,  falls  sich  die  Spannkraft  gleichmässig  über 
den  Querschnitt  vertheilt  oder  in  einem  Steinwürfel,  der  einem 
Druckversuche  ausgesetzt  wird.  Wir  merken  uns  für  diesen 
Fall,  dass  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  (15)  bei  ihm  die 
grösste  Schubspannung  halb  so  gross  ist  als  die  Zug-  oder 
Druckspannung  in  der  Hauptrichtung. 

§  6.    Die  Spannnngsellipse. 

Man  denke  sich  beim  ebenen  Spannungszustande  alle 
möglichen  zur  Z-Axe  parallelen  Schnittrichtungen  gelegt  und 
die  zugehörigen  Spannungscomponenten  <?'  und  t'  nach  Gl.  (9) 
berechnet.  Beide  Componenten  seien  femer  zu  ihrer  Resul- 
tierenden vereinigt,  und  diese  Resultierende  q  möge  in  einer 
besonderen  Figur  (Abb.  6)  und  in  einem  passenden  Eräfte- 
massstabe  von  einem  beliebig  gewählten  Anfangspunkte  aus 
abgetragen  werden.  Jeder  Schnittrichtuug  wird  dann  ein 
StraU.  in  dieser  Figur  entsprechen  und  die  Endpunkte  aller 
dieser  Strahlen  liegen  auf  einer  Curve,  von  der  man  beweisen 
kann,  dass  sie  eine  Ellipse  ist.    Diese  Ellipse  wird  die  Span- 

Föppl,  Festigkeltslehro.  3 
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nungs-Ellipse  genannt;    der  Mittelpunkt   der    Ellipse    fällt 
mit  dem  Ausgangspunkte  der  Strahlen  zusammen. 

Um  den  Beweis 
zu  führen^  denke  man 
sich  die  Spannung  q 
in  zwei  Componenten 
parallel  zur  X-  und 
T-Axe,  die  in  Abb.  6 
gleiche  Richtungen 
haben  wie  in  der  zu-, 
gehörigen  Abb.  5,  zer- 
legt; diese  Componen- 
ten pnx  und|?ny  bilden 
in  dem  Kräftedia- 
gramm der  Abb.  6 
die  Coordinaten  eines 
Punktes  der  gesuch- 
ten Curve.  Man  kann 
Pnx  und  pny  aus  den 
Gleichungen  (9)  ab- 
Abb.  6.  leiten,  indem  man  0' 

und  T '  in  Componenten 
nach  den  Coordinatenaxen  zerlegt.  Einfacher  ist  es  aber, 
beide  durch  eine  besondere  Betrachtung  aufzusuchen.  Zu  diesem 
Zwecke  möge  das  Coordinatensystem  von  vornherein  so  ge- 
wählt werden,  dass  die  Axen  in  die  Hauptrichtungen  des 
Spannungszustandes  fallen.  Abb.  5  geht  dann  über  in  Abb.  7, 
die  sich  von  jener  dadurch  unterscheidet,  dass  r  «=  0  gesetzt, 
also  fortgelassen  ist.  Eine  solche  Wahl  des  Coordinaten- 
systems  ist  nach  dem  früher  Bewiesenen  immer  möglich  und 
sie  steht  uns  auch  frei,  da  wir  durch  nichts  behindert  sind, 
das  Coordinatensystem  so  zu  legen,  dass  sich  die  Rechnungen 
möglichst  vereinfachen.  Unter  6x  und  6y  sind  daher  jetzt  die 
Hauptspannungen  zu  verstehen. 

Die   Spannung   auf  der  unter  dem  Winkel  q)    gezogenen 
Seitenfläche  des   dreiseitigen  Prismas  ist  in  Abb.  7    sofort   in 
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die  Componenten  pnx  und  pny  gespalten.    Die  Gleichgewichts- 
bedingongen  gegen  Verschieben  liefern 

Pnx  =  ^x  sing) ;       pny  =  (fy  cosg? 
und  durch  Elimination  von  tp  aus  beiden   erhält   man  sofort 
die  Gleichung  der  gesuchten  Curve 


fe)' + (^)" 


1. 


(16) 


Das  ist  aber  in 
der  That  die  Mittel- 
punktsgleichung einer 
Ellipse  mit  den  Halb- 
axen  öx  und  öy.  Man 
sieht  auch,  dass  in 
Abb.  6  die  Ellipse 
nachträglich  ebenfalls 
so  gedacht  werden 
musS;  dass  ihre  Axen 
in  die  Coordinatenrich- 
tungenfallen,  wenn  das 

Kraftdiagramm  zu 
Abb.  7  gehören  soll. 

Wenn  6x  =  <Jy  ist,  geht  die  Spannungsellipse  in  einen 
Kreis  über;  diesem  entspricht  der  schon  mehrfach  erwähnte 
Fall,  dass  jede  Richtung  als  Hauptrichtung  angesehen  werden 
kaxin.  Es  ist  dies  ein  Spannungszustand,  wie  er  im  Innern 
einer  ruhenden  Flüssigkeit  oder  überhaupt  im  Innern  einer 
reibungsfreien  Flüssigkeit,  die  auch  in  Bewegung  begriffen 
sein  kann,  besteht. 

Die  SpannungseUipse  liefert  insofern  ein  anschauliches 
Bild  von  dem  Spannungszustande,  als  jede  Spannung  nach 
Ricbtung  und  Grösse  darin  verzeichnet  ist,  die  überhaupt  bei 
irgend  einer  zur  Z-Axe  parallelen  Schnittrichtung  auftreten 
kann.  Dagegen  vermag  man  aus  ihr  nicht  zu  entnehmen,  zu 
welcher  besonderen  Schnittrichtung  jeder  Strahl  gehört;  nur 
dass    die   Hauptaxen   auf  den   zugehörigen   Schnittrichtungen 
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senkrecht  stehen^  ist  von  vornherein  bekannt.  Man  kann  diesem 
Uebelstande  zwar  dadurch  abhelfen^  dass  man  noch  einen 
zweiten  Kegelschnitt^  die  ,,Stellungsellipse"  oder  „Stellungs- 
hyperbel" construirt,  mit  deren  Hülfe  die  Strahlen  des 
Spannungsdiagramms  und  die  ihnen  entsprechenden  Schnitt- 
richtungen einander  zugeordnet  werden  können.  Bei  dieser 
Betrachtung  kommt  aber  nicht  viel  heraus  und  ich  sehe 
daher  davon  ab,  sie  hier  vorzufuhren. 

Nur  darauf  will  ich  noch  aufmerksam  machen ,  dass  die 
Spannungsellipse  noch  in  einem  andern  als  dem  oben  an- 
geführten Falle  in  einen  Kreis  übergeht,  nämlich  dann,  wenn 
die  beiden  Hauptspannungen  von  gleicher  Grösse  und  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen  sind.  Dieser  Fall  ist  schon  in  den  auf 
Gl.  (13)  folgenden  Bemerkungen  zur  Sprache  gekommen.  Es 
zeigte  sich,  dass  für  die  unter  45^  zu  den  Hauptspannungen 
geneigten  Schnittrichtungen  die  Normalspannungen  in  diesena 
Falle  verschwinden  und  aus  Gl.  (14)  folgt,  dass  die  Schub- 
spannungen in  diesen  Schnittebenen  von  gleicher  Grösse  mit 
den  Hauptspannungen  sind.  Natürlich  folgt  dies  auch  aus  der 
Darstellung  durch  den  Spannungskreis  selbst.  Denkt  man  sicli 
in  diesem  Falle  den  Fahrstrahl  des  Spannungsdiagramms  im 
Sinne  des  Uhrzeigers  herumgedreht,  so  dreht  sich  die  zuge- 
ordnete Schnittebene  im  entgegengesetzten  Sinne.  Bei  jeder 
Stellung,  die  die  Schnittebene  einnimmt,  ist  die  gesammte 
durch  sie  übertragene  Spannung  von  gleichbleibender  Grösse; 
nur  der  Winkel,  den  sie  mit  der  Ebene  bildet,  verändert  sich 
stetig.  Bei  zwei  zu  einander  senkrechten  Stellungen  des 
Schnitts  ist  der  Winkel  ein  rechter  und  bei  zwei  anderen, 
ebenfalls  zu  einander  senkrechten  und  zu  jenen  unter  45®  ge- 
neigten Stellungen  wird  der  Winkel  zu  Null,  die  Spannung 
also  zu  einer  reinen  Schubspannung. 

Mit  diesem  Falle  hat  man  bei  den  Anwendungen  öfters 
zu  thun.  Es  ist  daher  wünschenswerth,  eine  einfache  Be- 
zeichnung für  ihn  zu  haben.  Wir  wollen  ihn  den  Fall  der 
reinen  Schubbeanspruchung  nennen,  weil  man  ihn  voll- 
ständig dadurch  kennzeichnen  kann,   dass  man  einen  kleinen 
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Abb.  8. 


Würfel  abgrenzt,  an  dem  auf  yier  Seitenflächen  ausschliess- 
lich Schubspannungen  senkrecht  zur  Z-Richtung  vorkommen, 
während  die  beiden  zur  Z-Axe  senkrechten  Seitenflächen 
spannungsfrei  sind  (Abb.  8).  Man 
muss  dabei  nur  im  Auge  behalten, 
dass  diese  Beschreibung  gleich- 
bedeutend mit  der  anderen  ist, 
dass  in  den  parallel  zur  Z-Axe 
gelegten  Diagonalebenen  Haupt- 
spannungen von  gleicher  Grosse, 
aber  entgegengesetztem  Vorzei-  0 
chen  auftreten.  Von  dieser  Zu- 
rückführung  der  reinen  Schub- 
beanspruchung auf  das  Zusammen- 
wirken einer  Zugspannung  in  der  einen  und  einer  Druck- 
spannung in  der  anderen  der  angegebenen  Richtungen  wird 
bei  den  Anwendungen  sehr  oft  Gebrauch  gemacht,  und  es  ist 
daher  nützlich,  wenn  man  sich  mit  dieser  Betrachtung  recht 
vertraut  macht. 

Natürlich  kann  man  die  Untersuchungen  dieses  Para- 
graphen auch  auf  den  allgemeinsten  Spannungszustand  aus- 
dehnen. Man  findet  dann  auf  demselben  Wege,  dass  das 
Spannungsdiagramm  für  alle  möglichen  Schnittstellungen  ein 
Ellipsoid  bildet.  Die  H!albaxen  dieses  Spannungsellipsoids 
fallen  in  die  Hauptrichtungen  des  Spannungszustandes  und 
geben  die  Grössen  der  Hauptspannungen  an. 

Aufgaben. 

1,  Aufg.  Leite  die  den  GL  (5)  entsprechenden  Gleichgewichts' 
bedingungen  fwr  das  ebene  Problem  ab! 

Lösung,  Streicht  man  die  nach  den  Gl.  (8)  beim  ebenen 
Problem  wegfallenden  Spannungen  aus  den  Gl.  (5),  so  gibt  die 
letzte  Z  =  0,  d.  h.  dieser  Spannungszustand  ist  nur  möglich, 
wenn  die  äussere  Kraft  senkrecht  zu  der  als  Z-Axe  bezeichneten 
Bichtung  steht  (oder  wenn  die  äussere  Kraft  überhaupt  verschwindet) 
und  die  beiden  ersten  Gleichungen  liefern 
da, 

dx 


oy    *    dx   * 
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Grenzt  man  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped  ab,  von  dem  eine 
Kantenrichtong  mit  der  Z-Bichtnng  zusammenfällt,  und  trägt  die 
beim  ebenen  Problem  daran  angreifenden  Spannungen  ein,  so  kann 
man  die  vorstehenden  Gleichungen  auch  unmittelbar  aus  der  Figur 
ablesen;  es  wird  empfohlen,  dies  auszuführen. 

2.  Au  fg.  Aus  den  Gleichungen  (6)  ist  der  Werth  der  Normal- 
componenten  (T„  der  speci fischen  Sparvmmg  j7„  zu  ermiMelnf 

Lösung.  Anstatt  die  Spannung  pn  selbst  auf  die  Normale 
n  zu  projiciren,  kann  man,  um  tf„  zu  erhalten,  auch  ihre  drei 
Componenten  nach  den  Coordinatenaxen  auf  n  projiciren  und  aus 
den  Projektionen  die  algebraische  Summe  nehmen.    Dies  liefert 

(5n  =  Pnx cos (wflj)  +  i?«y  COS  (ny)  +  Pn,  cos(ng) 

oder  nach  Einsetzen  der  Werthe  aus  den  Gleichungen  (6) 

<^n  =  (Sx^os^{nx)  +  <yyCOS*(wy)+  <y*cos*(«j?)  +  2r,yCos(wflj)cos(«y) 

+  2Ta.,co8(na;)cos(«jp)  +  2Ty,  co8(ny)cos(w;ef)• 
^.  Au  fg.  Eine  WeUe,  die  gleichzeitig  auf  Biegung,  und  auf 
Verdrehen  heansprwM  wird^  erfahre  cm  der  gefährlichsten  Stelle  eine 
Biegungsspannung  rechtwinJclig  zum  Querschnitt  von  der  Grösse 
300  atm  und  eine  Schubspannung  infolge  der  Verdrehung  von 
400  atm.     Wie  gross  ist  iSmaai  und  tmax  ^ 

Lösung.  Der  Spannungszustand  ist  ein  ebener.  Die  Rich- 
tung der  Stabaxe  wähle  man  zur  Richtung  der  X-Axe,  die  F-Axe 
lege  man  in  die  Richtung  der  Schabspanuung  im  Querschnitt. 
Dann  ist  <yaj=300,  t  =  400  und  <Sy=^0  in  die  Gleichungen  (12) 
und  (14)  einzusetzen.  Man  erhält  (finaz  = -f- 577,g  atm,  amiu 
=  —  277,2  ^^1  ^max  =  427,2  atm. 


Zweiter  Abschnitt. 
Elastische  Formänderimg.    Beanspraeliiiiig  des  Materials. 


§  7.    Das  Elastioitätsgesetz. 

Die  im  vorigen  Abschnitfc  aufgestellten  Gleichgewichts- 
bedingungen  zwischen  den  Spannungscomponenten  und  alle 
daraus  gezogenen  Folgerungen  gelten  für  jeden  Körper^  gleich- 
gültig wie  er  sich  im  Uebrigen  yerhalten  mag,  also  z.  B.  auch 
für  einen  Sandhaufen^  für  einen  Thonklumpen^  für  Metalle  und 
Steine,  selbst  für  Flüssigkeiten  und  Gase.  Die  dort  gefundenen 
Beziehungen  genügen  aber  nicht,  um  den  Spannungszustand  zu 
berechnen,  der  unter  gegebenen  Umständen  eintreten  muss. 
Wir  fanden  nämlich,  dass  zur  vollständigen  Beschreibung  des 
Spannungszustandes  sechs  Spannungscomponenten  (T,.  Oy  a,  Xxy 
txz^y,  angegeben  werden  müssen,  während  zwischen  diesen  und 
den  äusseren  £[räffcen  XYZ  nur  die  drei  Gleichungen  (5)  be- 
stehen. Der  Spannungszustand  ist  daher  in  allen  Fällen  statisch 
unbestimmt  im  Sinne  von  §  1.  Man  muss,  um  ihn  zu  be- 
stimmen,  auf  den  Zusammenhang  zwischen  den  Spamimigs- 
eomponenten  und  den  Formänderungen  eingehen. 

Was  man  damit  bezweckt,  ist  leicht  einzusehen.  Um  die 
Formänderung  eines  Körpers  zu  beschreiben,  genügt  es  näm- 
lich, für  jeden  Punkt  des  Körpers  drei  Zahlenwerthe  anzu- 
geben. Die  Gestaltänderung  ist  z.  B.  vollständig  definirt,  wenn 
man  angibt,  um  wie  viel  sich  jeder  Punkt  in  den  Richtungen 
von  drei  Goordinatenaxen  verschoben  hat.  Kennt  man  also 
den  Zusammenhang  zwischen  Gestaltändernng  und  Spannungs- 
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zustand^  so  lassen  sich  immer  die  sechs  unbekamiten  Grössen^ 
durch  die  der  Spamiimgszustaud  gekennzeichnet  wird,  auf  drei 
unbekannte  Grössen,  die  die  Gestaltänderung  beschreiben,  zu- 
rückführen. 

Darauf  kommt  in  der  That  die  Anwendung  des  Elasticitäts- 
gesetzes  immer  hinaus.  Die  Formänderung,  die  zu  ihrer  Be- 
schreibung nur  drei  Variable  braucht,  kann  immer  leichter 
untersucht  werden,  als  der  Spannungszustand,  in  dem  sechs 
von  einander  unabhängige  Veränderliche  vorkommen.  Zugleich 
erkennt  man  aber  auch,  wie  wichtig  es  ist,  die  Zahl  der  un- 
bekannten Grössen  grade  auf  drei  yermindern  zu  können,  wenn 
man  sich  erinnert,  dass  zwischen  den  Spannungscomponenten 
an  jeder  Stelle  die  drei  Gleichungen  (5)  erfüllt  sind.  Sobald 
man  die  Spannungscomponenten  in  den  drei  Verschiebungs- 
componenten,  die  die  Gestaltänderung  beschreiben,  ausgedrückt 
und  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (5)  eingesetzt  hat,  stehen 
uns  ebenso  viele  Gleichungen  als  Unbekannte  zu  Gebote.  Mit 
der  Lösung  dieser  Gleichungen  wird  auch  der  Spannungszustand 
bekannt.  Freilich  macht  die  wirkliche  Auflösung  oft  unüber-  ;[[ 
windliche  Schwierigkeiten;  auf  jeden  Fall  ist  aber  der  Nach- 
weis von  Werth,  dass  die  Ausbildung  des  Spannungszustandes 
durch  die  in  den  Gleichungen  (5)  und  iu  dem  Elasticitätsgesetz 
ausgesprochenen  Bedingungen  schon  vollständig  geregelt  ist, 
dass  jede  Unbestimmtheit  aufhört  und  dass  wir  daher  nicht 
nöthig  haben,  nach  neuen  Naturgesetzen  zu  suchen,  die  uns 
bisher  entgangen  wären.  u 

Der  gesuchte  Zusammenhang  zwischen  Formänderung  und 
Spannungszustand  kann  natürlich  nur  durch  die  Erfahrung  j^ 
gegeben  werden  und  er  ist  auch  für  verschiedene  Körper  oft  j, 
wesentlich  verschieden.  Man  gewinnt  diese  Erfahrung,  indem 
man  die  Formänderungen  an  Versuchskörpem  misst,  die  durch 
abgewogene  Belastungen  hervorgebracht  werden,  dabei  den 
Eiafiuss  feststellt,  den  die  Abmessungen  des  Probestücks  auf 
den  Zusammenhang  zwischen  Formänderung  und  Belastung 
haben  und  so  zu  einem  Schlüsse  darüber  gelangt,  welche  Form- 
änderungen  bei   einem   unendlich  kleinen  Parallelepiped,   auf 
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dessen  Oberfläche  gegebene  E^räfke  wirken^  zu  erwarten  sind. 
Erst  nachdem  man  die  Messungsergebnisse  bis  zu  diesem 
Schiasse  hin  verarbeitet  hat,  ist  die  Grundlage  gewonnen,  auf 
der  sich  alle  weiteren  Untersuchungen  der  Festigkeitslehre  auf- 
bauen müssen. 

Einer  der  häufigst  vorgenommenen  Versuche  dieser  Art 
besteht  darin,  dass  man  einen  Eisenstab  von  rundem  Quer- 
schnitt mit  etwa  20  bis  25  mm  Durchmesser  und  gegen  300  mm 
Länge,  der  an  beiden  Enden  mit  Köpfen  versehen  ist,  in  eine 
Festigkeitsmaschine   einspannt   und   ihn   einer  allmählich  an- 
wachsenden Zugbelastung  unterwirft.    Zugleich  misst  man  die 
Dehnung,   die   eine   in  der  Mitte  des  Stabes  gelegene  Mess- 
strecke von  100  bis  150  mm  Länge  erfährt.    Anfänglich  sind 
diese  Dehnungen  zu  klein,  um  sie  mit  dem  Zirkel  abmessen 
zu  können.    Man  muss  sich  daher  einer  Feinmessvorrichtung 
bedienen.     Bauschinger  hat  für  diesen  Zweck  einen  Spiegel- 
apparat construirt,  mit  dessen  Hülfe  man  die  Längenänderungen 
der  Messstrecke  bis  auf  etwa  Vioooo  ™^  genau  beobachten  kann. 
Abb.  9  zeigt  die  Anordnung  dieses  Apparates  in  schematischer 
Darstellung.    S  ist  der  Stab,  an  FR 

dem  von  zwei  Seiten  her  bei  A   r>      ■   "g"     ^  -n 

zwei   etwas   federnde  Stangen  F         ^*^'  A  R^B 

festgeklemmt  werden,  während  die  ^^^-  ^* 

freien  Enden  von  F  mit  geringem  Druck  an  zwei  Hartgummi- 
röllchen JB  anliegen.  Diese  EöUchen  sind  auf  Spitzen  in  einem 
Rahmen  gelagert,  der  an  das  andere  Ende  der  Messstrecke  bei 
B  festgeklemmt  ist.  Wenn  der  Stab  gezogen  wird,  verlängert 
sich  die  Messstrecke  AB  und  die  Federn  F  setzen  dabei  die 
Böllchen  B  in  Drehung.  Mit  jedem  Röllchen  ist  ein  Spiegel 
fest  verbunden,  der  in  der  Zeichnung  weggelassen  ist.  Auf 
jeden  Spiegel  ist  ein  Fernrohr  mit  Fadenkreuz  gerichtet,  das 
in  etwa  1500  bis  2000  mm  Entfernung  von  dem  Spiegel  auf- 
gestellt ist.  Am  Gestell  der  Femrohre  wird  ein  Massstab  be- 
festigt^ dessen  Bild  man  im  Spiegel  beobachtet.  Sobald  sich 
der  Spiegel  ein  wenig  dreht,  verschiebt  sich  das  Bild  des  Mass- 
stabes   gegen  das  Fadenkreuz   im  Femrohre,   und  man  sieht 
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leicht  eiD^  wie  man  aus  der  Grösse  der  abgelesenen  Ver- 
schiebung auf  die  Drehung  des  Spiegels  und  daher  auf  die 
Verlängerung  der  Messstrecke  schliessen  kann.  Wesentlich 
ist  bei  dieser  Einrichtung^  dass  zwei  Spiegel  verwendet  werden. 
Beide  drehen  sich  nämlich^  wie  man  aus  der  Abbildung  er- 
kennty  in  entgegengesetzten  Richtungen  und  im  allgemeinen 
um  gleiche  Beträge.  Es  kann  aber  leicht  vorkommen ,  dass 
bei  der  Ausführung  des  Versuchs  sich  auch  der  Stab  im 
Ganzen  etwas  dreht,  indem  sich  etwa  die  Anlage  des  Stabs  an 
den  Köpfen  etwas  ändert  oder  auch  in  Folge  von  Verschiebungen 
oder  Formänderungen  der  Theile  der  Festigkeitsmaschine  selbst. 
Wenn  man  nur  einen  Spiegel  verwendete,  würde  diese  Drehung 
des  ganzen  Stabes  zu  unrichtigen  Schlüssen  über  die  Längen- 
änderung der  Messstrecke  verleiten.  Bei  zwei  Spiegeln  wird 
dagegen  in  Folge  einer  solchen  Drehung  die  Ablesung  des 
einen  Spiegels  um  ebensoviel  vergrössert  als  die  andere  ver- 
kleinert wird  und  das  Mittel  aus  beiden  Ablesungen  gibt  da- 
her den  wahren  Betrag  der  Längenänderung  der  Messstrecke  an. 

Auf  dieselbe  Art  kann  man  auch  die  Verkürzung  eines 
Probestückes  beobachten,  das  einer  Druckbelastimg  unterworfen 
wird;  auf  andere  Versuchsanordnungen,  die  ähnlichen  Zwecken 
dienen,  kaim  hier  nicht  eingegangen  werden. 

Bei  einem  Flusseisenstab,  der  einem  solchen  Versuch 
unterworfen  wird,  zeigt  sich,  dass  die  Längenänderungen  in 
demselben  Verhältnisse  anwachsen  wie  die  Belastungen,  so 
lange  diese  nicht  zu  gross  sind.  Ausserdem  findet  man,  dass 
die  Messstrecke  nach  Entfernung  der  Belastung  genau  wieder 
die  vursprüngUche  Länge  annimmt.  Ebenso  verhalten  sich  Probe- 
körper  aus  Stahl  und  auch  solche  aus  Holz.  Andere  Stoffe 
zeigen  dagegen  ein  abweichendes  Verhalten.  Die  Eigenschaft 
des  Stoffes,  die  wir  bei  solchen  Versuchen  feststellen,  wird  als 
Elasticität  bezeichnet.  Da  die  Bezeichnung  „elastisch'^, 
namentlich  weon  ein  Gradunterschied  (mehr  oder  wenig  elastisch) 
ausgedrückt  werden  soll,  nicht  immer  folgerichtig  gebraucht 
wird,  gebe  ich  zunächst  die  Abgrenzung  dieses  Begriffes  in 
folgenden  Sätzen: 
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l)Elasticität  ist  allgemein  die  Fälligkeit  eines  Körpers^ 
Formänderungsarbeit  in  umkehrbarer  Weise  aufzuspeichern. 

2)  Vollkommen  elastisch  verhält  sich  ein  Körper  bei  einem 
gewissen  Vorgänge^  wenn  man  die  ihm  durch  äussere  Kräfte 
zugeführte  Formänderungsarbeit  vollständig  wieder  in  Form 
von  mechanischer  Enei^e  aus  ihm  zurückgewinnen  kann. 

3)  Der  Grad  der  Elasticität  eines  nicht  vollkommen 
elastischen  Körpers  wird  durch  das  Yerhältniss  der  in  um- 
kehrbarer Weise  aufgespeicherten  zu  der  gesammten  ihm 
bei  dem  betrachteten  Vorgänge  durch  die  äusseren  Kräfte 
zugefiihrten  Energie  bestimmt. 

4)  Kein  Körper  ist  gegenüber  allen  Vorgängen,  denen  man 
ihn  unterwerfen  kann,  vollkommen  elastisch;  ist  er  es  bis 
zu  einer  gewissen  Grenze  hin  und  darüber  hinaus  nicht 
mehr,  so  wird  diese  Grenze  als  Elasticitätsgrenze  be- 
zeichnet (Abkürzung  für  die  ausführlichere  Bezeichnung 
„Grenze  der  vollkommenen  Elasticität*'). 

5)  Die  Elasticitätsgrenze  ist  nicht  zu  verwechseln  mit  der 
Proportionalitätsgrenze,  die  nur  bei  solchen  Körpern 
in  Betracht  kommt,  für  die  innerhalb  eines  gewissen  Be- 
reiches das  Hookesche  Gesetz  der  Verhältnissgleichheit 
zwischen  Spannung  nnd  Formänderung  gültig  ist. 

Diese  Festsetzungen  über  den  Wortgebrauch  gründen  sich 
auf  den  Begriflf  der  Formänderungsarbeit.  Darunter  ist  natür- 
lich die  Arbeit  zu  verstehen,  die  von  den  äusseren  Kräften  an 
dem  Probestück  geleistet  werden  muss,  um  es  in  den  ge- 
spannten Zustand  zu  versetz wi.  Bei  dem  Zugversuche,  von 
dem  vorher  die  Rede  war,  ist  die  Formänderungsarbeit,  die  zu 
einem  gegebenen  Spannungszustand  gehörte,  gleich  dem  Mittel- 
werthe  des  von  der  Maschine  während  der  Verlängerung  aus- 
geübten Zuges,  multiplicirt  mit  der  erreichten  Dehnung  oder 
in  Zeichen 

A~fFdx,  (17) 

0 

wenn  die  Zugkraft  mit  P,  die  Dehnung  mit  x  und  die  Form- 
anderungsarbeit  mit  A  bezeichnet  wird. 
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„umkehrbar*'  wird  im  ersten  Satze,  wie  in  allen  Theilen 
der  Physik  ein  solcher  Vorgang  genaimt,  der  auch  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  unter  sonst  gleichen  Bedingungen 
durchlaufen  werden  kann.  Die  Umkehrung  des  Zugversuchs 
ist  die  Zusammenziehung  des  Probestabs  beim  Abnehmen  der 
Belastung.  Damit  die  Formänderungsarbeit  umkehrbar  auf- 
gespeichert sei,  muss  der  Stab  bei  allmählichem  Abtragen  der 
Belastung  dieselbe  Arbeit  wieder  nach  aussen  hin  abgeben,  die 
ihm  zuerst  zugefilhrt  wurde.  Damit  dies  auch  bei  jedem 
Zwischenzustande  zutreffe,  muss  dA  =»  Fdx^  ebensowohl  ,bei 
der  Belastung  als  bei  der  Entlastung  sein,  wobei  im  letzteren 
Falle  dx  negativ  zu  rechnen  ist.  Mit  andern  Worten  heisst 
dies  auch,  dass  jedem  gegebenen  Zustande  eine  bestimmte  Kraft 
P  zugeordnet  sein  muss,  gleichgültig  ob  dieser  Zustand  dadarch 
erreicht  wird,  dass  man  vom  spannungslosen  Zustande  durch 
allmähliche  Steigerung  der  Belastung  zu  ihm  gelangt,  oder  ob 
er  durch  die  Verminderung  einer  vorher  aufgebrachten  grösseren 
Belastung  erreicht  wird. 

Solange  die  Belastung  des  vorher  betrachteten  Fluss- 
eisenstabs auf  den  qcm.  des  Querschnitts  nicht  über  etwa 
1800  kg.  hinausgeht  (die  Grenze  liegt  bei  einzelnen  Eisensorten 
etwas  verschieden),  erweist  er  sich  bei  dem  Zugversuche  als 
so  vollkommen  elastisch,  als  dies  die  Genauigkeit  der  Messung 
überhaupt  erkennen  lässt.  Bei  gegossenen  Metallen,  nament- 
lich bei  Gusseisen,  femer  bei  Steinen,  Cementkörpern  und 
ähnlichen  Stoffen  trifft  dies  anfanglich  nicht  zu.  Beim  Ab- 
tragen der  Belastung  entspricht  einer  bestimmten  Länge  der 
Messstrecke  eine  kleinere  Kraft  als  bei  dem  vorausgegangenen 
Aufbringen  der  Last.  Die  zugeführte  Formänderungsarbeit 
wird  also  nur  zum  Theil  wieder  nach  aussen  hin  abgegeben; 
der  Best  dieser  Energie  hat  zur  Herstellung  einer  bleibenden 
Zustandsänderung  gedient,  wie  man  daraus  erkennt,  dass  der 
Stab  seine  ursprüngliche  Länge  nicht  wieder  vollständig  erreicht. 

Sobald  man  aber  die  gleiche  Belastung  öfters  aufgebracht 
und  wieder  entfernt  hat,  stellt  sich  auch  bei  diesen  Stoffen  nach 
und  nach  ein  gleichbleibendes  Verhalten  ein,  in  dem  sie  sich 
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ebenfalls  in  dem  vorher  erörterten  Sinne  als  nahezu  yoUkommen 
elastisch  erweisen.  Bei  den  Untersuchungen  der  Festigkeits- 
lehre ist  es  in  der  Regel  nicht  nothig,  auf  diese  anfänglichen 
Erscheinungen  Rücksicht  zu  nehmen,  da  der  Spannungszustand, 
auf  dessen  Ermittelung  es  gewöhnüch  ankommt,  nur  nach  dem 
elastischen  Theile  der  Formänderung,  der  bei  Wegnahme  der 
Belastung  wieder  verschwindet,  zu  beurtheilen  ist. 

Auch  die  Zeit,  während  der  die  Belastung  getragen  wird, 
ist  nicht  ohne  Einfluss  auf  die  Formänderung  des  Körpers. 
Bei  den  zuletzt  besprochenen  Körpern,  Steinen  u.  s.  f  ver- 
grössert  sich  die  Formänderung  allmählich  noch  etwas,  wenn 
man  die  Belastung  längere  Zeit  einwirken  lässt,  namentlich  dann, 
wenn  diese  Körper  nicht  vorher  schon  in  den  zuvor  erwähnten 
Constanten  Zustand  durch  mehrmaligen  Belastungswechsel  ge- 
bracht sind.  Besonders  deutlich  spricht  sich  der  Einfluss  der 
Zeit  bei  solchen  Körpern  wie  Seile,  Riemen,  Fäden  und  Ge- 
webe aus.  Auch  dann,  wenn  die  Belastung  wieder  entfernt 
wird,  nimmt  der  Körper  nicht  augenblicklich  seine  definitive 
Gestalt  an,  sondern  die  Formänderungen  dauern  manchmal 
noch  längere  Zeit  fort.  Zugleich  ist  das  Verhalten  des  Körpers 
gegen  eine  neu  vorgenommene  Belastung  abhängig  von  den 
Vorgängen,  denen  er  vorher  unterworfen  war,  und  auch  von 
der  Zeit,  die  seitdem  verstrichen  ist.  Man  fasst  alle  diese  Er- 
scheinungen unter  der  Bezeichnung  der  elastischen  Nach- 
wirkung zusammen.  Sorgföltig  untersucht  sind  diese  Nach- 
wirkungen besonders  für  Seidenfaden,  wie  sie  zum  Aufhängen 
von  Ma^eten  u.  s.  w.  in  physikalischen  Instrumenten  gebraucht 
werden.  Bei  den  Stoffen,  aus  denen  die  Constructionen  der 
Bau-  und  Maschineningenieure  hergestellt  werden,  sind  sie  noch 
wenig  erforscht.  Glücklicherweise  treten  sie  aber  (abgesehen 
von  den  zuvor  erwähnten  Treibriemen,  Hanfseilen  u.  s.  f.)  hier 
auch  nur  wenig  hervor.  Jedenfalls  sind  sie  bei  allen  Stoffen, 
die  auf  Grund  der  vorher  beschriebenen  Versuche  als  „voll- 
kommen elastisch^  befunden  werden,  ganz  belanglos  und  es 
ist  daher  nicht  gebräuchlich  und  auch  nicht  nöthig,  in  der 
Festigkeitslehre   näher    darauf  einzugehen.      Gewalztes   Eisen 
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und  Stahl  zeigen  zwar  ebenfalls  sehr  deutliehe  elastische  Nach- 
wirkungen^ wenn  sie  über  die  Elasticitätsgrenze  hinaus  be- 
lastet wurden;  in  den  Gonstructionen  vermeidet  man  solche 
Beanspruchungen  aber  fast  immer  und  man  kommt  daher 
praktisch  nicht  leicht  in  die  Lage,  sich  um  die  Nachwirkungen 
kümmern  zu  müssen. 

Ein  Zugversuch  und  ebenso  ein  Druckversuch  mit  Fluss- 
eisen  zeigt,  wie  schon  vorher  erwähnt,  dass  die  Längen- 
änderungen unterhalb  der  Elasticitätsgrenze  den  Belastungen 
proportional  sind.  Zugleich  findet  man,  dass  die  Aenderung 
der  Messstrecke  der  ursprünglichen  Länge  proportional  und 
bei  gleicher  Belastung  dem  Querschnitt  des  Yersuchsstabes 
umgekehrt  proportional  ist.  Als  specifische  Dehnung  (oder 
Verkürzung)  wollen  wir  die  Längenänderung  ^l  getheilt  durch 
die  ursprüngliche  Länge  2  bezeichnen  und  dafür  stets  den 
Buchstaben  s  gebrauchen.  Diese  specifische  Dehnung  ist  nur 
noch  von  der  specifischen  Spannung  6  und  dem  Materiale  ab- 
hängig und  das  Ergebniss  des  Versuches  kann  in  der  Gleichung 

B  =  ~  =  a6  (18) 

ausgesprochen  werden.  Die  Constante  E  heisst  der  Elasti- 
citätsmodul  des  Materials,  der  reciproke  Werth  davon,  a,  der 
Dehnungs-Coefficient.  Die  specifische  Dehnung  ist  als 
Verhältniss  zweier  Längen  eine  unbenannte  Zahl,  d.  h.  sie  hat 
die  Dimension  Null.  Daraus  folgt,  dass  E  eine  Grösse  von 
der  gleichen  Art  wie  6  sein  muss,  also  eine  specifische  Spannung 
bedeutet  und  etwa  in  atm.  (d.  h.  in  Kilogrammen  auf  ein  qcm.) 
ausgedrückt  werden  kann.  Da  f.  innerhalb  der  Elasticitäts- 
grenze, d.  h.  so  lange  die  Gleichung  gilt,  immer  nur  ein  kleiner 
Bruch  ist,  muss  E  ein  sehr  grosser  Werth  sein.  Für  Schweiss- 
eisen  ist  E  etwa  gleich  2000000  atm,  für  Flusseisen  etwa 
2200000,  für  Stahl  bis  zu  etwa  2400000  atm,  und  zwar 
gleichgültig  ob  es  sich  dabei  um  Zug  oder  Druck  handelt. 

Will  man  nicht  mit  den  specifischen  Dehnungen  und 
Spannungen,  sondern  mit  den  ganzen  Beträgen  rechnen,  so 
kaiü    Gl.  (18)  auch  in  der  Form 
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Jl         a  P 


E        EF 


(19) 


ausgesprochen  werden,  in  der  P  die  ganze  auf  den  Querschnitt 
F  kommende  Kraft  bedeutet. 

Früher  glaubte  man  und  auch  jetzt  nimmt  man  zuweilen 
noch  fälschlich  an,  dass  61.  (18)  oder  (19)  für  jedes  Material 
genau  zutreffe.  Das  durch  diese  Gleichungen  ausgesprochene 
Gesetz  wurde  als  das  Elasticitätsgesetz  bezeichnet.  Da 
dieses  Gesetz  aber  nicht  allgemein  gültig  ist,  gebraucht  man 
besser  eine  weniger  allgemeine  Bezeichnung  dafür.  Es  soll 
daher  das  Hooke'sche  Gesetz  genannt  werden,  da  es  zuerst 
von  dem  Physiker  Hooke  in  der  Form  „ut  tensio  sie  vis^^  auf- 
gestellt wurde. 

Oft  versteht  man  freilich  unter  dem  Elasticitätsgesetze 
noch  eine  etwas  weitere  Fassung,  die  die  aus  dem  einfachen 
Zug-  oder  Druckversuche  abgeleiteten  Formeln  (18)  und  (19) 
als  besonderen  Fall  in  sich  schliesst.  Offenbar  sind  diese 
Formeln  nämlich  zunächst  nicht  geeignet,  den  Zusammenhang 
zwischen  Formänderung  und  Spannungszustand  im  allgemeinsten 
Falle  oder  selbst  nur  im  Falle  des  ebenen  Problems  darzu- 
stellen, da  sie  nur  aus  einer  Beobachtung  des  einfachsten, 
nämlich  des  linearen  Spannungszustandes  gewonnen  sind.  Die 
Aussage  muss  zu  diesem  Zwecke  vielmehr  dahin  ergänzt 
werden,  dass  jede  folgende  Formänderung,  so  lange  die 
Elasticitutsgrenze  nicht  überschritten  wird,  nur  von  der  neu 
hinzugekommenen  Belastung  abhängig  ist,  dass  also  einer 
Uebereinanderlagerung  verschiedener  Spannungszustände  auch 
eine  einfache  Zusammenfügung  der  zu  jedem  einzelnen  Span- 
nungszustände für  sich  genommen  gehörigen  Formänderungen 
entspricht.  Eine  Bestätigung  dieses  erweiterten  Satzes,  den 
wir  als  das  Gesetz  der  Superposition  bezeichnen  wollen, 
durch  unmittelbare  Messung  ist  nicht  so  leicht  durchführbar; 
eine  mittelbare  Bestätigung  liegt  aber  für  alle  Körper,  die  dem 
Hooke'schen  Gesetze  gehorchen  insofern  vor,  als  die  daraus 
gezogenen  Schlüsse  mit  der  Erfahrung  übereinstimmen. 

Auch  nach  einer  anderen  Richtung  bedürfen  die  vorigen 
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•  

Aussagen  noch  einer  wichtigen  Ergänzung.  Beim  linearen 
Spannungszustande  erführt  nämlich,  wie  die  unmittelbare  Be- 
obachtung lehrt;  der  Probestab  nicht  nur  in  der  Richtung  der 
von  Null  verschiedenen  Hauptspannung  eine  Längenänderung, 
sondern  auch  eine  Ton  entgegengesetztem  Vorzeichen  in  jeder 
Querrichtung.  Der  Querschnitt  eines  auf  Zug  beanspruchten 
Stabes  zieht  sich  zusammen.  Man  bezeichnet  diese  Erscheinung 
als  die  Quer contract ion.  Das  Umgekehrte  erfolgt  bei  Druck- 
belastung. Auch  die  Querdehnung  (positiv  oder  negativ)  ist 
innerhalb  der  Elasticitatsgrenze  der  Belastung  proportional^  und 
sie  bildet  daher  immer  einen  von  dem  Materiale  abhängigen 
bestimmten  Bruchtheil  der  Längsdehnung  (negativ  oder  positiv). 
Das  Verhältniss  zwischen  beiden  specifischen  Längenonderungen 

werde  ich  in  der  Folge  stets  mit  —  bezeichnen  oder,  wenn 
zugleich  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  zum  Ausdruck  ge- 
bracht werden  soll,  mit .     Bei  den  meisten  Materialien 

liegt   das  Verhältniss    zwischen  -  und  — ,   gewöhnlich  nimmt 

man   bei  Eisen  m  ==  3— ,   also   das  Verhältniss  gleich  —  an. 

Auf  Grund  einer  Hypothese,  die  den  Spannungszustand  aus 
Molekularkräften  herzuleiten  suchte,  hatte  Poisson  das  Ver- 
hältniss zu  -r  berechnet.     Diese  Ziffer  wurde  aber  durch  die 

Beobachtung  nicht  bestätigt;  immerhin  wird  die  Verhältniss- 
ziffer, so  wie  sie  der  Wirklichkeit  entspricht,  heute  noch  oft 
als  die  Poisson'sche  Constante  bezeichnet. 

Bei  der  Superposition  der  Formänderungen,  die  ver- 
schiedenen sich  übereinander  lagernden  Spannungszuständen 
entsprechen,  muss  natürlich  auch  auf  die  Querdehnung  oder 
Quercontraction  überall  Rücksicht  genommen  werden. 

Wir  wollen  jetzt  noch  die  Körper  etwas  näher  ins  Auge 
fassen,  bei  denen  das  elastische  Verhalten  nicht  mit  dem 
Hooke'schen  Gesetze  übereinstimmt.  Die  Abbildungen  (10) 
und  (11)  geben  Versuchsergebnisse  wieder,  die  ich  bei  der 
Prüfung  von  grossen  Stäben  aus  Granit  bezw.  Sandstein  auf 
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Zug  und  auf  Druck  erhielt.  Die  Querschnitte  der  Stäbe  waren 
Rechtecke  von  20  X  30  cm.  Seitenlänge;  vorausgehende  Ver- 
suche hatten  nämlich  gezeigt,  dass  es  nothig  ist,  Abmessungen 
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Abb.  10. 
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Abb.  11. 


von  solcher  Grösse  zu  wählen,  wahrscheinlich  weil  bei  der 
Bearbeitung  der  Steine  mit  den  gewohnlichen  Steinmetzwerk- 
zeugen  eine  Lockenmg  der  oberflächlichen  Schichten  eintritt, 
die  die  Resultate  bei  Probekörpem  von  kleinerem  Querschnitte 
zu  stark  beeinflusst.    Bei  grossen  Querschnitten  machen  diese 

FöppI,  Eestigkeitalehre.  4 


50  Zweiter  Abschnitt. 

Oberflächenschicilten  im  Verhältnisse  zur  ganzen  Qaerscknitts- 
fläcbe  weniger  aus.  Die  Abscissen  stellen  die  beobachteten 
specifischen  Dehnungen  nach  rechts  hin  vom  Nullpunkte,  die 
Verkürzungen  bei  den  Druckversuchen  nach  links  hin  dar  und 
die  Ordinaten  geben  die  zugehörigen  specifischen  Spannungen 
an,  wobei  Zugspannungen  nach  oben  hin,  Druckspannungen 
nach  unten  hin  abgetragen  wurden.  Ehe  eine  Ablesung  er- 
folgte, wurden  die  Steine  durch  wiederholte  Belastung  zuvor 
in  einen  constanten  Zustand  übergeführt,  so  dass  sie  sich  bei 
dem  Versuche  vollkommen  elastisch  verhielten. 

Auf  der  Zugseite  der  Abb.  11,  die  für  den  Sandstein  gilt, 
ist  neben  der  ausgezogenen  Linie  noch  eine  zweite  punktirt 
eingetragen.  Diese  wurde  zuerst  erhalten  und  die  ausgezogene 
dann,  als  der  Stein  nach  den  ersten  Versuchen,  durch  die  er 
stark  auf  Zug  beansprucht  worden  war,  eine  löstündige  Ruhe- 
pause durchgemacht  hatte.  Der  Unterschied  zwischen  beiden 
Linien  gibt  das  Mass  der  elastischen  Nachwirkung  an.  Dieser 
Unterschied  ist  hier  ziemlich  erheblich,  offenbar  wegen  der 
Höhe  der  vorausgegangenen  Zugbelastung,  die  nicht  sehr  weit 
von  der  Bruchbelastung  entfernt  war. 

Für  Körper,  die  dem  Hooke'schen  Gesetze  folgen,  gibt 
eine  Darstellung  dieser  Art  eine  gerade  Linie.  Bei  den  Steinen 
ist  aber,  wie  man  sieht,  die  Curve  S-förmig  gekrümmt,  an- 
scheinend mit  einem  Wendepunkt  im  Ursprünge.  Die  elastischen 
Längenänderungen  s  wachsen  sowohl  bei  Zug-  als  bei  Druck- 
belastung schneller  als  die  zugehörigen  Spannungen. 

Eine  freilich  nicht  auf  genaue  Versuche  gestützte,  aber 
auch  heute  noch  ziemlich  weit  verbreitete  Meinung  geht  dahin, 
dass  Steine  sowohl  für  Zug-  als  für  Druckbelastung  ungefähr 
dem  Hooke'schen  Gesetze  gehorchten,  dass  aber  der  Elasticitäts- 
modul  für  Zug  und  für  Druck  verschieden  gross  anzunehmen 
sei.  Wenn  dies  richtig  wäre,  püssten  die  Curven  in  den 
vorausgehenden  Abbildungen  durch  zwei  grade  Linien  ersetzt 
werden  können,  die  im  Ursprünge  unter  verschiedenen  Neigungen 
gegen  die  Abscissenaxe  zusammenstiessen.  Ein  Blick  auf  die 
Abbildungen  lehrt  aber,  dass  dies  durchaus  nicht  zutrifft  und 
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dass  daher  allen  Reclmui^en^  die  tob  einer  solchen  Annahme 
ausgehen^  jeder  praktische  Werth  abzusprechen  isi 

Um  das  Elasticitatsgesetz  für  solche  Körper,  wie  sie  hier 
in  Frage  kommen,  durch  eine  Formel  auszusprechen,  muss  man 
an  Stelle  von  GL  (18)  allgemeiner 

B  =  /-(ff)  (20) 

setzen,  wo  f  irgend  eine  Function  ist,  deren  Verlauf  hin- 
reichend genau  mit  jenen  Abbildungen  übereinstimmt.  Der 
Begriff  des  Elasticitätsmoduls  verliert  hier  seine  ursprüngliche 
Bedeutung.  Da  man  aber  daran  gewöhnt  ist,  das  Verhalten 
der  dem  Hooke'schen  Gesetze  gehorchenden  Körper  als  das 
normale  zu  betrachten,  Gl.  (20)  oder  die  Abb.  (10)  und  (11) 
daher  stets  mit  Gl.  (18)  bezw.  mit  den  gradlinigen  Dar- 
stellungen zu  vergleichen,  spricht  man  indessen  auch  bei 
Steinen  von  einem  Elasticitätsmodul,  der  nun  freilich  eine  neue 
Definition  erhalten  muss.  Unglücklicherweise  gibt  es  zwei 
ganz  von  einander  verschiedene  Grössen,  von  denen  bald  die 
eine,  bald  die  andere  als  Elasticitätsmodul  bezeichnet  wird, 
ohne  dass  man  immer  aus  dem  Zusammenhange  sofort  er- 
kennen könnte,  welche  von  beiden  eigentlich  gemeint  ist. 

Differentiirt  man  nämlich  Gl.  (20)  nach  <y,  so  erhält  man, 
wenn  der  Differentialquotient  der  Funktion  f  durch  einen  an- 
gehängten Accent  bezeichnet  wird 

und  der  Werth  auf  der  rechten  Seite  geht  für  den  Fall  des 
Hooke'schen  Gesetzes  in  den  Elasticitätsmodul  über.  Man  über- 
trägt daher  häufig  diese  Bezeichnung  auch  allgemein  auf  den 
reciproken  Werth  von  /^(^).  Diese  Grösse  kann  auch  geo- 
metrisch erläutert  werden  mit  Hülfe  der  Richtung  einer 
Tangente,  die  an  die  Curven  der  Abb.  (10)  oder  (11)  im 
Punkte  6y  6  gelegt  wird. 

Andererseits  findet  man  aus  Gl.  (20)  auch 

-  =  -^.  (22) 
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Auch  dieser  Werth  geht  in  den  Elasticitätsmodul  über,  wenn 
das  Hooke'sche  Gesetz  gilt;  mit  demselben  Rechte  wie  vorher 
kann  daher  die  Bedeutung  des  Wortes  „Elasticitätsmodul" 
dahin  verallgemeinert  werden,  dass  es  den  Werth  des  Verhält- 
nisses —  angeben  soll.    Geometrisch  wird  dieser  Werth  durch 

die  Richtung  der  Sehne  erläutert,  die  man  vom  Anfangspunkte 
zum  Punkte  a,  ö  ziehen  kann.  Natürlich  stimmen  beide  Deu- 
tungen des  Wortes  keineswegs  mit  einander  überein,  da  die 
Richtung  der  Sehne  von  der  Richtung  der  Tangente  abweicht. 
In  jedem  Falle  ist  übrigens  der  „Elasticitätsmodul"  keine 
Constante  mehr,  sondern  eine  Function  von  ö. 

Bei  meinen  eigenen  experimentellen  Untersuchungen  habe 
ich  mich  immer  dafür  entschieden,   den  Elasticitätsmodul  im 

Sinne   von  Gl.  (22)   zu   gebrauchen,   also   das   Verhältniss  — 

darunter  zu  verstehen.  Dies  geschah,  weil  man  auf  diese 
,  Weise  unmittelbar  von  der  Formänderung  auf  die  Spannung 
umrechnen  kann  oder  umgekehrt,  und  weil  dies  der  Haupt- 
gebrauch ist,  den  man  von  dem  Elasticitätsmodul  zu  machen 
hat.  Natürlich  muss  jeder  Angabe  des  Elasticitätsmoduls 
hinzugefügt  werden,  auf  welches  Spannungsintervall  sie  sich 
bezieht. 

Für  sehr  kleine  Werthe  von  6  und  s  decken  sich  übrigens 
beide  Definitionen  hinreichend  genau,  um  die  einen  durch  die 
anderen  ersetzen  zu  können.  Man  könnte  auch  geradezu  den 
Elasticitätsmodul  als  den  Werth 

definiren  und  würde  dann  wieder  eine  Constante  erhalten. 
Bei  manchen  Erscheinungen,  die  man  in  der  Elasticitätslehre 
untersucht,  z.  B.  bei  den  Schallschwingungen  kommen  nur 
kleine  Formänderungen  und  Spannungen  in  Betracht  und  in 
solchen  Fällen  kann  man  mit  Vortheil  von  der  Definition  in 
Gleichung  (23)  Gebrauch  machen.  Ausserdem  kann  man  auch 
durch   Versuche   über   die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit   des 
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Schalles  in  festen  Körpern  den  durch  61.  (23)  definirten  Werth 
von  E  direct  bestimmen. 

Für  die  weitere  Verwendung  ist  es  nützlich,  die  Form 
der  Function  f  in  Gl.  (20)  so  zu  bestimmen,  dass  sie  sich 
hinreichend  genau  den  Yersuchsergebnissen  anschliesst.  Herr 
Schule,  ein  Schüler  des  Herrn  v.  Bach,  hat  auf  des  Letzteren 
Veranlassung  einen  Versuch  nach  der  Richtung  hin  unter- 
nommen, mit  dessen  Ergebniss  Herr  y.  Bach  sich  einverstanden 
erklärt  hat.'*')     Herr  Schule  fand,  dass  die  Beziehung 

e  «=  aö"»  (24) 

„die  gesuchte  Gesetzmässigkeit  innerhalb  des  für  die  ausfüh- 
rende Technik  in  Betracht  kommenden  Spannungsgebietes  be- 
friedigend zum  Ausdruck  bringt.^'  Die  Coiistanten  a  und  m 
wurden  aus  zahlreichen  Versuchen  Bachs  für  eine  Reihe  von 
Materialien  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ermittelt. 
Für  Zug-  und  Druckelasticität  sind  beide  Constanten  geson- 
dert bestimmt.  Ich  erwähne  hier  nur,  dass  für  ein  bestimmtes 
Gusseisen 

für  Zug     :     «  =  138^700^     m  =  1,0663, 
für  Druck :     a  =  ^^3^^^^,     m  =  1,395 

gefunden  wurden.  Die  Spannungen  0  in  Gl.  (24)  sind  in  atm 
auszudrücken.  Für  den  Elasticitätsmodul  im  Sinne  von  Gl. 
(21)  erhält  man  aus  Gl.  (24) 

do  ^         1 

ferner  im  Sinne  von  Gl.  (22) 

o  1 


S  ..  -m  —  1 


und  im  Sinne  von  GL  (23) 

je;  =  oo- 

*)  Zeitschr.  d.  Vereins  Deutscher  Ingenieure,  Jahrg.  1897,  S.  249. 
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Eine  andere  Interpolationsformel  ist  von  Herrn  Lang*) 
vorgeschlagen  worden.  Diese  gibt  E  als  Function  von  6  an, 
berücksichtigt  auch  die  kleinen  Veränderungen,  die  durch 
Temperaturänderungen  des  Körpers  im  elastischen  Verhalten 
hervorgebracht  werden.  Sieht  man  von  diesen  ab,  so  lautet 
die  Lang'sche  Formel 

E^E^  —  C6.  (25) 

Der  Elasticitätsmodul  E  ist  dabei  anscheinend  im  Sinne 
von  Gl.  (21)  genommen. 

Beide  Formeln  werden  den  Erfahrungsthatsachen  inso- 
ferne  gerecht,  als  sie  ein  rascheres  Anwachsen  der  Deh- 
nungen als  der  Spannungen  anzeigen.  Welche  von  ihnen  als 
Interpolationsformel  den  Vorzug  verdient,  ist  einstweilen  nicht 
zu  entscheiden.  Dazu  wäre  es  nöthig,  auch  die  Constanten 
der  Lang*schen  Formel  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrat- 
summen aus  den  Zahlenwerthen  der  Bach'schen  Versuche  zu 
bestimmen  und  die  üebereinstimmung  beider  Formeln  mit 
diesen  Zahlen  zu  vergleichen. 

Ein  theoretisches  Bedenken  lässt  sich  gegen  die  Schüle'sche 
Formel  indessen  nicht  unterdrücken.  Es  besteht  darin,  dass 
die  Constante  a  in  GL  (24)  eine  Grösse  ist,  von  der  man  von 
vornherein  gar  nicht  wissen  kann,  welche  physikalische  Dimen- 
sion ihr  beizulegen  ist.  Von  der  Dimension  cm^kg.,  wie  ein 
Dehnungscoefficient,  kann  sie  natürlich  nur  dann  sein,  wenn 
m  =  1  ist.  Wollte  man  diese  Bedeutung  von  a  ein  für  alle 
Male  festhalten,  so  wäre  Gl.  (24)  überhaupt  nicht  mehr 
homogen  in  Bezug  auf  die  Dimensionen,  hätte  also  keinen 
physikalischen  Sinn.  Nachdem  der  Exponent  m  bestimmt  ist, 
der  selbstverständlich  nur  eine  absolute  Zahl  sein  kann,  folgt 
zwar  die  Dimension  von  a,  sie  lässt  sich  aber  nur  in  ge- 
brochenen Potenzen  der  Längen-  und  Krafteinheit  ausdrücken 
und  «  kann  dann  mit  anderen  physikalischen  Grössen  nicht 
verglichen  werden.  Das  Bedenklichste  dabei  ist,  dass  die 
Dimension  von  a  von  einer  Materialsorte  zur   anderen  wech- 


*)  Deutsche  Bauzeitung,  Jahrgang  1897,  S.  68. 
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sein  würde.  —  Auch  die  andere  Folgerung,  dass  für  ^  =  0 
der  Elasticitätsmodul  unendlich  gross  würde,  ist  bedenklich 
genug.  Ein  Material,  für  das  61.  (24)  streng  zutreffen  würde, 
müsste  sich  .akustisch  ganz  anders  verhalten,  als  die  Erfahrung 
dies  lehrt.  Ausserdem  genügt  auch  ein  Blick  auf  die  Abb- 
(10)  und  (11),  um  sich  zu  überzeugen,  dass  ein  senkrechter 
Durchschnitt  der  Curven  mit  der  Abscissenaxe  kaum  an- 
nehmbar ist. 

61.  (24)  kann  daher  jedenfalls  nur  die  Bedeutung  einer 
Interpolationsformel  in  Anspruch  nehmen ;  als  allgemeine  6rund- 
lage  für  die  mathematische  Theorie  der  Elasticität  solcher 
Körper  eignet  sie  sich  nicht.  Eher  könnte  dies  von  der  Lang'- 
schen  Formel  zutreffen.  In  ihr  ist  der  Goefficient  c  eine  ab- 
solute Zahl.  Lang  gibt  auf  6rund  eines  Vergleiches  seiner 
Formel  mit  zahlreichen  ihm  bekannten  Versuchen  an,  dass 
dieser  Coefficient  bei  Steinen  bis  auf  200  anwachsen  kann; 
für  Körper,  die  dem  Hooke'schen  öesetze  gehorchen,  ist  c  =  0 
zu  setzen.  Für  6  ist  übrigens  in  61.  (25)  der  Absolutwerth 
einzusetzen,  so  dass  also  auch  für  Druckspannungen  E  mit 
wachsender  Beanspruchung  abnimmt.  —  Unter  der  Voraus- 
setzung, dass  Herr  Lang  unter  E  den  im  Anschluss  an 
61.  (21)  definirten  Elasticitätsmodul  versteht,  folgt  übrigens 
aus  Gl.  (25)  durch  Integration 

während  im  anderen  Falle,  d.  h.  im  Anschlüsse  an  61.  (22) 

folgen  würde. 

Weitergehende  Schlüsse  sind  bisher  in  der  Festigkeits- 
lehre immer  nur  an  das  Hooke'sche  6esetz  und  nicht  an  das 
durch  die  Abb.  (10)  u.  (11)  oder  durch  die  Schüle'sche  oder 
die  Lang'sche  Formel  dargestellte  Elasticitätsgesetz  geknüpft 
worden.  Wenn  man  dies  überhaupt  ausführen  wollte,  würde 
man  übrigens  die  genannten  Formeln  auch  noch  in  der  Weise 
ergänzen  müssen,  dass  man  noch  eine  Angabe  über  die  Quer- 


f"/ 
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contraction   oder  Querdehnung  machte   (denn   auch   die  Pois- 

son'sche  Verhältnissziflfer  —   ist    bei    solchen  Materialien   ver- 

m 

änderlich)  und  dass  man  femer  festsetzte,    was   an   die  Stelle 

des    Superpositionsgesetzes    treten    soll,    wenn    zwei    lineare 

Spannungszustände  mit  verschiedener  Hauptrichtung  zusammen 

wirken. 

Indessen  erscheint  es  ziemlich  aussichtslos,  auf  einem 
solchen  Wege  jemals  zu  genaueren  Aufschlüssen  über  das  Ver- 
halten jener  Eorper  zu  gelangen.  Schon  bei  den  einfachsten 
Betrachtungen  häufen  sich  die  blossen  Bechenschwierigkeiten 
in  solchem  Masse,  dass  die  Arbeit  nicht  mehr  lohnend  er- 
scheint. Es  wird  sich  daher  auch  für  die  Folge  am  meisten 
empfehlen,  die  allgemeineren  Untersuchungen  nur  unter  der 
Voraussetzung  der  Gültigkeit  des  Hooke'schen  Gesetzes  durch- 
zuführen. Man  muss  dabei  eingedenk  sein,  dass  die  erlangten 
Resultate  für  Gusseisen,  Steine  u.  s.  f.  nicht  genau  zutreffen 
werden  und  muss  nachträglich  —  am  besten  durch  einen  un- 
mittelbaren Versuch  oder,  wenn  dieser,  nicht  durchführbar  ist, 
durch  Benutzung  der  Schüle'schen  oder  der  Lang'schen  Formel 
u.  s.  f.  —  festzustellen  suchen,  wie  weit  die  Wirklichkeit  von 
den  errechneten  Resultaten  abweicht. 

Dass  ein  zweckmässig  angelegter  und  sorgfältig  durch- 
geführter Versuch  mehr  Beweiskraft  hat,  als  eine  theoretische 
Entwickelung,  soll  hier  noch  ausdrücklich  ausgesprochen  werden. 
Man  hat  dies  in  technischen  Kreisen  lange  Zeit  hindurch 
verkannt,  die  Anstellung  von  Versuchen  unterlassen  und  nur 
auf  die  herkömmliche  Berechnung  vertraut.  Heute  hat  sich 
das  Blatt  gewendet;  es  ist  aber  ebenso  imgerechtfertigt,  wenn 
man,  wie  es  nun  zuweilen  geschieht,  die  theoretischen  Be- 
trachtungen geringschätzig  beurtheilt.  In  der  That  kann  viel- 
mehr ein  Versuch  nur  von  Jenem  zweckmässig  angelegt  und 
richtig  gedeutet  und  verwerthet  werden,  der  die  Theorie  be- 
herrscht. 
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§  8.    Einfache  Längsspannnng  und  einfache  Schubspannnng. 

Für  ein  Material^  das  dem  Hooke'schen  Gesetze  gehorcht, 
haben  wir  nach  dem  Vorhergehenden  einen  Zusammenhang 
zwischen  elastischer  Formänderung  und  Spannungszustand,  der 
für  die  beiden  einfachsten  Fälle  hier  ^^^dy 

noch  einmal  übersichtlich  angegeben  d^  * 

werden  soll.  —  Für  den  Fall  der  ein-  <^x  -< — 

fachen  Längsspaoonung  (linearer  Span-  ^ ^_ 

nungszustand)  geht  ein  in  der  Haupt-  "^      ä^    *^Adx 

richtung    herausgeschnittenes    unend-  ^^^'  ^** 

lieh  kleines  Parallelepiped  in  die  durch  punktirte  Linien  in 
Abb.  12  angedeutete  Gestalt  über  und  mit  Rücksicht  auf  die 
in  diese  Abbildung  eingeschriebenen  Bezeichnungen  hat  man 

l\dx  =  adx6x=  ^dx6:c  (28) 

oder  auch,  unter  Einführung  der  specifischen  Dehnung  e^ 


Adx 
*^          dx 

''  E' 

(29) 

Zugleich  tritt  eine  Querverkürzung 
scbnittsrichtung  gleich  ist  und 

By  auf, 

die  nach 

jeder 

Quer- 

By^ 

Ady 
dy 

1      ^x 

m   E 

% 

(30) 

gesetzt 

werden  kann. 

- 

Wenn  sich  das  Material,  wie  seither  schon  stillschweigend 
überall  vorausgesetzt  wurde,  nach  allen  Richtungen  gleich  ver- 
hält, oder  wenn  es,  wie  man  in  diesem  Falle  sagt,  isotrop 
ist,  hat  E  für  jede  Längsrichtung  und  m  für  jede  Querrich- 
tung den  gleichen  Werth.  Das  elastische  Verhalten  des  Stoffes 
wird  daher  durch  diese  beiden  Constanten  vollständig  be- 
schrieben. Ein  solches  Verhalten  zeigen  nicht  alle  Natur- 
körper. Ein  Krystall  verhält  sich  nach  verschiedenen  Rich- 
tungen im  Allgemeinen  verschieden.  Der  Werth  von  E  oder 
von  m  hängt  hier  auch  wesentlich  von  der  Lage  der  Haupt- 
richtung  des   Spannungszustandes    gegen   die   krystallographi- 
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sehen  Axen  ab.  Wer  also  z.  6.  die  elastischen  Eigenschaften 
des  Steinsalzes  studiren  will,  darf  sich  mit  dem  voraus- 
gehenden einfacheren  Ansätze  nicht  begnügen ,  sondern  mnss 
ihn  unter  Berücksichtigung  des  genannten  Umstandes  ent- 
sprechend yerallgemeinern.  Im  allgemeinsten  Falle  sind  die 
beiden  elastischen  Constanten  E  und  m  für  die  anisotropen 
Körper,  die  im  üebrigen  dem  Hooke'schen  Gesetze  gehorchen^ 
durch  21  von  einander  verschiedene  Constanten  zu  ersetzen. 
Dadurch  werden  die  Gleichungen  der  Elasticitätslehre  für  solche 
Körper  sehr  verwickelt.  Wenn  aber  auch  der  Physiker,  der 
sich  mit  solchen  Fragen  beschäftigt,  die  Erörterung  dieser 
umständlicheren  Gleichungen  nicht  umgehen  kann,  darf  der 
Techniker  davon  absehen,  da  die  wichtigsten  Baustoffe  ge- 
wöhnlich als  nahezu  isotrop  angesehen  werden  können.  Eine 
Ausnahme  macht  namentlich  das  Holz.  Für  Gonstructions- 
theile  aus  Holz  sind  aber  in  der  Regel  nur  ganz  einfache  Auf- 
gaben zu  lösen,  die  ein  tieferes  Eingehen  auf  diese  Unter- 
schiede nicht  nöthig  machen,  üeberdies  ist  auch  das  elastische 
Verhalten  des  Holzes  durch  mancherlei  zufällige  Umstände  — 
durch  eingewachsene  Aeste,  den  Einfluss  des  Standortes,  die 
Lage  des  Stabes  im  Baume  u.  s.  f.  —  so  erheblichen  Schwan- 
kungen unterworfen,  dass  jede  feinere  Berechnung,  die  auf  den 
Unterschied  der  elastischen  Eigenschaften  nach  verschiedenen 
Richtungen  eingehen  wollte,  gegenstandslos  würde. 

Ausser  den  Aenderungen  der  Kantenlängen  kann  man 
auch  die  Aenderung  imtersuchen,  die  das  Volumen  des  un- 
endlich kleinen  Parallelepipeds  bei  der  einfachen  Längsspan- 
nung erfahrt.  Die  senkrecht  zur  Papierfläche  der  Abb.  12 
stehende  Kante  sei  mit  dz  bezeichnet.  Dann  entsteht  aus  dem 
Volumen  dxdydz  in  Folge  der  Formänderung  das  Volumen 

dx{l  +  B:)dy{l  +  By)dz{\  +  e;)' 

Beim  Ausmultipliciren  braucht  man  auf  die  Producte  der 
s  nicht  zu  achten,  da  die  s  alle  sehr  kleine  Brüche  sind, 
deren  Producte  neben  ihnen  selbst  nicht  m  Betracht  kommen ; 
man  erhält  daher 

dxdydz[\  +  «x  +  «y  +  b,)  • 
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Die  Summe  der  drei  a  gibt  daher  das  Verhältniss  der 
Volumenzunahme  zum  ursprünglichen  Volumen  an.  Wir  nennen 
diese  Yerhältnisszahl  die  kubische  Ausdehnung  und  be- 
zeichnen sie  mit  e^  also 

Diese  Betrachtung  gilt  allgemein.  Für  den  linearen  Span- 
nungszustand erhält  man  mit  Bücksicht  auf  61.  (30);  und  da 
Sz  =  Sy  ist, 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  auch  ein  Schluss  auf  die 
Grösse  ziehen,  die  man  für  die  Verhältnisszahl  m  mindestens 
anzunehmen  hat.  Es  lässt  sich  nämlich  nicht  erwarten,  dass 
das  Volumen  des  Parallelepipeds  durch  einen  Zug  vermindert 
würde,  also  e  negativ  würde.  Mindestens  muss  daher  m  =  2 
angenommen  werden.  In  diesem  Falle  nennen  wir  den  elasti- 
schen Korper  incompressibel,  denn  bei  jedem  beliebigen 
Spannungszustand  bleibt  sein  Volumen  constant.  In  der  That 
ist  aber,  wie  schon  vorher  erwähnt  wurde,  m  in  der  Regel 
grösser;  gewöhnlich  liegt  es  zwischen  3  und  4. 

Durch  üebereinanderlagerung  von  zwei  oder  im  allgemein- 
sten Falle  von  drei  linearen  Spannungszuständen,  deren  Haupt- 
richtungen senkrecht  aufeinander  stehen,  kann  man  jeden  be-, 
liebigen  anderen  Spannungszustand  ableiten  und  die  voraus- 
gehenden Gleichungen  genügen  daher  stets  zur  Berechnung 
der  elastischen  Formänderungen  isotroper  Körper,  die  dem 
Hooke'schen  Gesetze  gehorchen.  Für  *  die  Anwendung  ist  es 
aber  bequem,  den  häufig  vorkommenden  Fall  der  reinen 
Schubbeanspruchung  noch  besonders  zu  betrachten. 

Auf  die  Seitenfläche  des  in  Abb.  13  gezeichneten  Parallel- 
epipeds mögen  nur  die  Schubspannungen  r  einwirken.  Die 
Kanten  erfahren  dabei  keine  Längenänderungen,  dagegen  ändern 
sich  die  Winkel.  Die  Aenderung  des  ursprünglich  rechten 
Winkels  sei  mit  y  bezeichnet.  Wir  denken  uns  y,  wie  über- 
haupt alle  Winkel,  mit  denen  wir  hier  zu  thun  haben,  wenn 
nichts  anderes  gesagt  wird,   in  Bogenmass  ausgemessen,   also 
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so^  dass  y  eine  Yerhältnisszahl  ist^  deren  Multiplication  mit 
dem  Radius  den  zugehörigen  Bogen  liefert.  Da  die  elastischen 
Formänderungen  immer  als  sehr  klein  angesehen  werden  können^ 

ist  y  ein  sehr  kleiner  echter  Bruch. 
Der  Cosinus  eines  sehr  kleinen  Win- 
kels weicht  nur  um  eine  Grösse 
höherer  Ordnung  von  der  Einheit 
ab;  wir  können  daher  die  Form- 
änderung auch  so  beschreiben,  dass 
sich  die  obere  Seite  des  Rechtecks 
der  Abb.  13  längs  ihrer  Richtungs- 
linie verschiebt.  So  ist  die  Figur  auch  in  der  That  gezeichnet, 
obschon  in  ihr  der  Winkel  y  der  Deutlichkeit  wegen  grösser 
angenommen  werden  musste.  Wenn  der  Winkel  y  diese 
Grösse  wirklich  erreichte,  müsste  man  auch  darauf  achten, 
dass  sich  die  obere  Rechteckseite  etwas  senkte.  So  aber 
kommt  diese  Senkung  nicht  in  Betracht,  und  wir  können  daher 
sagen,  dass  sich  bis  auf  Grössen  höherer  Ordnung  genau  das 
Volumen  des  Parallelepipeds  bei  der  reinen  Schubbeanspruchung 
nicht  ändert. 

Wenn  das  Hooke'sche  Gesetz  gilt,  ist  die  Formänderung 
der  Spannung  proportional,  und  wir  können  daher 

y  =  ^r  =  -J  (33) 

setzen.  Hier  tritt  eine  neue  elastische  Gonstante  des  Materials 
G  auf.  Sie  heisst  der  Schubelasticitäts-Modul,  ihr  reci- 
proker  Werth  j3  der  Schiebungscoefficient.  Aus  Gl.  (33), 
in  der  y  eine  absolute  Zahl  ist,  erkennt  man,  dass  Gr  eine 
Grösse  von  derselben  Art  wie  x  ist.  Der  Schubelasticitäts- 
modul  hat  daher  ebenso  wie  der  Zugelasticitätsmodul  die 
Dimensionen  einer  specifischen  Spannung  und  ist  in  atm  oder 
in  Kilogrammen  auf  1  qcm  anzugeben.  Der  numerische  Werth 
von  G  muss  ebenfalls,  wie  Gl.  (33)  lehrt,  ein  sehr  beträcht- 
licher sein.  Deshalb  rechnet  man  besser  mit  ihm  als  mit  seinem 
reciproken  Werthe  /3,  dem  Schiebungscoefficienten,  der  immer 
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ein  sehr  kleiner  Bruch  ist  und  daher  unbequem  anzuschreiben 
ist,  wenn  man  in  den  üblichen  Einheiten  rechnet. 

Aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  folgt  schon,  dass 
G  durch  die  Werthe  von  E  und  m,  die  für  sich  schon  ge- 
nügen, das  elastische  Verhalten  eines  Materials  vollständig  zu 
beschreiben,  mitbestimmt  sein  muss.  Wir  wollen  jetzt  die 
Gleichung  ableiten,  die  diesen  Zusammenhang  ausspricht. 
Dazu  erinnern  wir  uns,  dass  nach  den  Untersuchungen  in  §  6 
der  Fall  der  „reinen  Schubspannung"  einem  ebenen  Spannungs- 
zustande entspricht,  dessen  Hauptspannungen  in  Schnittrich- 
tungen auftreten,  die  Winkel  von  46®  mit  der  Schnittrichtung 
der  Schubspannung  bilden.  Beide  Hauptspannungen  sind  der 
Schubspannung  der  Grösse  nach  gleich  5  die  eine  ist  eine  Zug-, 
die  andere  eine  Druckspannung. 

Wir  denken  uns  nun  einen  Würfel  in  den  Richtungen 
der  Hauptspannungen  herausgeschnitten.  Die  zur  Z-Axe  senk- 
rechte   Ansichtsfläche    des    Würfels  < a-h/ia — > 

geht  unter  dem  Einflüsse  dieser 
Hauptspannungen  in  ein  Rechteck 
über,  das  in  Abb.  14  gezeichnet  ist. 
Mit  Aa  ist  die  elastische  Aenderung 
der  Würfelkante  a  bezeichnet.  Längs 
der  Diagonalebenen  des  Würfels  tritt  ^^^'  ^** 

die  Schubspannung  r  auf  und  die  Aenderung  des  Winkels 
zwischen  den  Diagonalen  kann  entweder  mit  r  in  Beziehung 
gebracht  und  nach  Gl.  (33)  festgestellt  oder  aus  den  Aende- 
rungen  der  Seitenlangen  berechnet  werden.  Die  Gleich- 
setzung der  beiden  auf  diesen  Wegen  gefundenen  Ausdrücke 
liefert  die  gesuchte  Beziehung  zwischen  den  elastischen  Con- 
stanten. 

Wenn  nur  die  eine  Hauptspannung  vorhanden  wäre,  könnte 
man  das  von  ihr  bewirkte  Aa  nach  Gl.  (28)  sofort  berechnen; 
man  erhielte 

^aOx    oder   ^at^ 


a-^ct 


da  ^a-  =  r  zu  setzen  ist.     Dazu  kommt   aber  noch  die  Quer- 
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dehnung,  die  von  der  anderen  Hauptspannung  herrrülart,  und 

die  —  des  vorigen  Betrages  ausmacht.     Im  Ganzen  ist  also 

A  m  + 1 

Aa=    ^j^  ax. 

Wenn  die  Winkel  zwischen   den  Diagonalen   um   y  von 
einem    Rechten    abweichen,    unterscheidet    sich    der    Winkel 

zwischen  einer  Diagonale  und  einer  Seite  um   -~    von    einem 

halben  Rechten.     Diese    Grössenbezeichnung  ist   auch  in  die 
Abbildung  eingetragen.     Man  hat  jetzt 

oder,  wenn  man  die  Tangente  der  Winkelsumme  nach  einer 
bekannten  goniometrischen   Formel  entwickelt  und  dabei  für 

tgy  den  Winkel  ^  selbst  einsetzt,  was  zulässig  ist,  weil  der 

Winkel  nur  sehr  wenig  von  Null  abweicht,  auch 

^   2  a  + Ag 

y         a  —  Aa' 


woraus  sofort 


_^Aa        2(m+l)^ 
Ä  — -  —  ^j —  z 


folgt.    Andererseits  ist  aber  nach  Gl.  (33)  auch 


T 


und  der  Ve?säeich  beider  Werthe  liefert 

\     ff  =  ^7-^-B.  (34) 

Für    m  =  4    wird    G  =  0,4  E    und    für    m  =  3    wird 

Q 

G  =^  -^  E,  was  hier  noch  besonders  angemerkt  werden  mag. 

Die  Messung  des  Schubelasticitätsmoduls  durch  einen  un- 
mittelbaren Versuch  ist  nicht  wohl  ausführbar.  Man  kann  ihn 
aber,  wie  wir  später  sehen  werden,  aus  Torsionsversuchen  be- 
rechnen.    Der  so  gefundene  Werth  stimmt  nicht  immer  gut 
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mit  GL  (34)  überein.  Andererseits  ist  aber  Gl.  (34)  aus  einer 
Betrachtung  gefunden^  die  ftir  ein  Material;  das  dem  Hooke'- 
schen  Gesetz  bezw.  dem  Superpositionsgesetz  allgemein  ge- 
horcht; unbedingt  gültig  sein  muss.  Abweichende  Ergebnisse 
von  Torsionsversuchen  müssen  daher  nothwendig  —  soweit 
sie  nicht  von  Messungsfehlem  herrühren  —  entweder  dadurch 
bedingt  sein,  dass  das  untersuchte  Material  jenem  Elasticitäts- 
gesetze  nicht  gehorcht  oder  dass  die  zur  Berechnung  aus  dem 
Torsionsversuche  angewendete  Formel  unrichtig  ist.  Wer  Ver- 
suche über  die  Yerdrehungselasticität  anstellt,  sollte  dies  stets 
im  Auge  behalten. 

§  9.    Elasüsohe  Dehnungen  in  verschiedenen  Biohtungen. 

Wir^  denken  uns  im  ursprünglichen  Zustande  des  Körpers 
eine  unendlich  kleine  Eugel  aus  ihm  abgegrenzt.  Nehmen  wir 
zunächst  an,  dass  der  Körper  hierauf  einem  linearen  Spannungs- 
zustande unterworfen  wird,  so  muss  diese  Kugel  in  ein  Rota- 
tionsellipsoid übergehen.  Denn  bezeichnen  wir  die  Coordinaten 
eines  Punktes  der  Kugel  mit  xyz  und  legen  die  X-Axe  in  die 
Hauptrichtung,  so  wird  jedes  x  nach  Gl.  (28)  in  demselben 
Verhältnisse  vergrössert  und  jedes  y  und  z  nimmt  ab  in  einem 

Verhältnisse,  das  —  des  vorigen  beträgt,  wenn  wir  uns  63.  po- 

sitiv  denken.  Drücken  wir  hiemach  die  ursprünglichen  Werthe 
von  xyz  in  den  geänderten  aus  und  setzen  sie  in  die  Kugel- 
gleichung ein,  so  geht  diese  in  die  Gleichung  eines  Ellipsoids 
über.  Wenn  zwei  oder  drei  zu  einander  rechtwinklige  lineare 
Spannungszustände  übereinander  gelagert  werden,  wodurch  wir 
zu  den  allgemeineren  Fällen  aufsteigen,  ändert  sich  immer 
noch  jedes  x  in  demselben  Verhältnisse,  jedes  y  in  einem  an- 
deren Constanten  Verhältnisse  und  jedes  z  in  einem  dritten. 
Daraus  schliessen  wir  wie  vorher,  dass  die  Kugel  in  ein 
Ellipsoid  und  zwar  jetzt  in  ein  dreiaxiges  übergegangen  ist. 
Femer  folgt  daraus  auch,  dass  die  grössten  oder  kleinsten 
Werthe  der  Dehnungen  oder  überhaupt  der  specifischen  Längen- 
änderungen in  den  Hauptrichtimgen   des   Spannungszustandes 
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auftreten.  Man  bezeichnet  diese  Dehnungen  auch  als  die 
Haupt  dehnun  gen. 

Für  den  Fall  des  ebenen  Spannungszustandes  soll  die 
Dehnung  in  einer  beliebigen  Richtung,  die  in  der  XF- Ebene 

enthalten  ist,  noch  näher  berechnet 
^  werden.  Die  Coordinatenaxen  sollen 
mit  den  Hauptrichtungen  zusammen- 
fallen. Ein  in  der  Ebene  des  Span- 
nungszustandes enthaltenes  Rechteck 
geht    in    ein    anderes    über,     das    in 

X  Abb.  15  durch  gestrichelte  Linien*)  an- 

^^        ^^       *^ij?      gegeben  ist.   Wir  berechnen  die  kleine 
^^^'  ^^'  elastische  Aenderung  ^ds  der  Diago- 

nale dSy  die  den  Winkel  9  mit  der  X-Axe  bildet.  Zu- 
nächst ist 

ds  «=  ydx^  -|-  dy* , 

und  wir  finden  daraus  A(?5  am  einfachsten,  indem  wir  durch 
partielle  Differentiation  von  ds  nach  dx  und  dfy  den  Zuwachs 
berechnen,  der  den  Aenderungen  ^dx  und  ^dy  entspricht. 
Wir  erhalten 

Vdx*  +  dy^  ds  ^    ds        ^' 

woraus  die  specifische  Dehnung  f^  in  der  Richtung  q)  durch 
Division  mit  ds  gefunden  wird,  also 

Ads        ldx\^  Adx    .    Idy\^  Ady  9      ,         .0      /oc\ 

und  dies  wird  in  der  That,  wie  schon  vorher  gezeigt  war,  zu 

einem  Maximum  oder  Minimum  für  9  =  0  und  für  g)  «=  -  • 

An  Stelle  dieser  Ableitung  kann  man  übrigens  ^d$  und 
hiermit  £^  auch  aus  einer  geometrischen  Betrachtung  an  Hand 
der  Abb.  15  leicht  entnehmen. 

*)  Die  obere  Rechteckseite  ist  in  der  Abbildung  aas  Versehen  nicht 
gestrichelt,  sondern  ausgezogen  worden. 
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§  10.    Die  Anstrengung  des  Materials. 

Die  Ausführung  von  Festlgkeitsberechnungen  verfolgt  den 
Zweck,  ein  ürtheil  über  die  Bruchgefahr  zu  gewinnen.  Um 
die  Rechenergebnisse  in  diesem  Sinne  deuten  zu  können,  muss 
man  aber  wissen,  in  welchem  Zusammenhange  die  Gefahr 
eines  Bruches  mit  dem  Spannungs-  oder  Formänderungs- 
zustande des  Materials  steht.  Für  den  einfachsten  Fall,  näm- 
lich für  den  linearen  Spannungszustand,  ist  darüber  kein 
Zweifel  möglich.  Man  weiss  aus  der  Erfahrung,  wie  gross  die 
Spannung  werden  darf,  ohne  dass  entweder  die  Elasticitäts- 
grenze  überschritten  oder  ohne  dass  sofort  ein  Bruch  herbei- 
geführt wird.  Von  dieser  gefährlichen  Spannung  wird  nun  ein 
gewisser  Bruchtheil  als  zulässig  angesehen.  Früher  war  es 
üblich,  die  zulässige  Spannung  nach  der  Bruchbelastung  zu 
bemessen  und  das  Verhältniss  zwischen  beiden  Werthen  wurde 
als   der   Sicherheitscoefficient   bezeichnet.     Für  gewalztes 

Eisen  wurde  dieser  etwa  =^  --,  für  Holz  =  —  gewählt  u.  s.  f. 

Heute  ist  man  von  dieser  Art  der  Abschätzung  zurückgekommen 
und  zwar  namentlich  deshalb,  weil  sich  herausstellte,  dass 
man  den  Bruch  schon  durch  viel  kleinere  Belastungen  herbei- 
führen kann,  wenn  man  diese  öfters  aufbringt  und  wieder 
entfernt.  Die  Glieder  in  den  Constructionen  des  Ingenieurs 
sind  aber  meistens  in  dieser  Weise  beansprucht  und  dadurch 
hat  der  frühere  Begriff  der  Bruchbelastung,  also  jener  Be- 
lastung, die  bei  nur  einmaligem  Aufbringen  den  Bruch  herbei- 
führt, sehr  an  Bedeutung  verloren;  man  würde  sich  einer 
unter  Umständen  sehr  gefährlichen  Täuschung  hingeben,  wenn 
man  diese  Belastung  zum  Ausgangsprmkte  für  die  Bemessung 
der  zulässigen  Beanspruchung  machen  wollte.  In  der  That 
wäre  ja  nicht  wohl  abzusehen,  weshalb  man  sich  damit  be- 
gnügen sollte,  nur  den  fünften  Theil  der  Festigkeit  des  Eisens 
auszunutzen;  ein  kühner  Constructeur  könnte  -durch  diese  Art 
der  Abschätzung  leicht  dazu  verleitet  werden,  mit  der  Be- 
anspruchung viel  höher  hinaufzugehen. 

Föppl,  Festigkeitslehre.  5 
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Versuche  über  den  Einfluss  der  oft  wiederholten  Be- 
lastung sind  zuerst  von  Wöhler  angestellt  worden,  und  an 
diese  hat  sich  dann  später  eine  ganze  Fluth  von  Schriften 
und  Abhandlungen  geschlossen,  in  denen  die  wenigen  Er- 
fahrungsziflfem  Wöhlers  zur  Ableitung  von  Formeln  und  Ge- 
setzen für  die  Wahl  der  zulässigen  Beanspruchung  verwerthet 
wurden.  Es  ist  unnöthig,  hier  näher  darauf  einzugehen;  da- 
gegen werde  ich,  um  einen  üeberblick  über  die  thatsächlichen 
Verhältnisse  zu  geben,  hier  die  später  von  Bauschinger  an 
acht  verschiedenen  Eisensorten  gewonnenen  Ergebnisse  mit- 
theilen. Zugleich  sollen  dabei  einige  heute  gebräuchliche 
Bezeichnungen  (von  Weyrauch  eingeführt)  angeführt  werden. 
Unter  „Tragfestigkeit"  versteht  man  die  vorher  als  Bruch- 
belastung schlechtweg  bezeichnete  specifische  Spannung,  die 
den  Bruch  unmittelbar  zur  Folge  hat.  Als  „ürsprungs- 
festigkeit"  wird  dagegen  jene  Spannung  bezeichnet,  die  im 
Wechsel  mit  dem  spannungslosen  Zustande  gerade  noch  be- 
liebig oft  ertragen  wird.  Eine  Spannung,  die  über  der  Ur- 
sprungsfestigkeit liegt,  führt  bei  öfterem  Wechsel  schliesslich 
den  Bruch  herbei  und  zwar  um  so  eher,  je  näher  sie  der 
Tragfestigkeit  kommt.  Die  Zahl  der  Wechsel,  die  erforder- 
lich sind,  wenn  die  Spannung  nicht  sehr  viel  über  der  Ur- 
sprungsfestigkeit liegt,  beläuft  sich  gewöhnlich  auf  Millionen. 
Unter  der  „Schwingungsfestigkeit'^  endlich  ist  jener  grösste 
Werth  der  specifischen  Spannung  zu  verstehen,  der  bei  Wechsel 
zwischen  Zug  und  Druck  (beide  von  der  gleichen  Grösse)  ge- 
rade noch  beliebig  oft  ertragen  wird.  Die  Schwingungsfestig- 
keit ist  gewöhnlich  etwas  niedriger  als  die  Ursprungsfestig- 
keit, nach  den  zuverlässigsten  Versuchen,  die  von  Bauschinger 
herrühren,  ist  der  Unterschied  aber  viel  geringer,  als  man 
früher  auf  Grund  der  wenigen  Ergebnisse  Wöhlers  an- 
genommen hatte.  Ich  gebe  die  Ziffern  Bauschinger's  in  der 
nachstehenden  Tabelle  wieder. 
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No 


Uisenaorte. 


TragfoBtig-    Unprnogs 


keit  (auf 
Zog.) 


festigkeit 
(fftr  Zug.) 


Schwin- 

gungsfe«tig- 

keit. 


1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 


Schweisseisen 

Flusseisen 

Nicht  näher  bezeichnet 
desgl. 

Thomasstahl    

Schienenstahl 

Kesselblech- Flusseisen 
Nicht  Daher  bezeichnet 


1   8480 

2000 

4360 

2400 

4060 

2200 

4020 

2400 

6120 

3000 

5940 

2800 

4050 

2400 

3350 

2200 

1770 
1980 
1980 
2260 
3000 
2800 
1900 
1600 


Alle  Festigkeitsziffern  sind  in  Atmosphären  angegeben. 
Die  niedrigsten,  in  der  Spalte  für  die  Schwingungsfestigkeit, 
stimmen  ungefähr  mit  der  Lage  der  Elasticitätsgrenze  bei 
den  betreffenden  Materialien  überein.  Daraus  ist  der  Schluss 
zu  ziehen ;  dass  die  Elasticitätsgrenze  für  die  Sicherheit  der 
Constructionen  weit  massgebender  ist,  als  die  durch  einen 
Zugversuch  ermittelte  Tragfestigkeit.  Man  erhält  daher  ein 
viel  zutreffenderes  Urtheil  über  den  heute  üblichen  Sicherheits- 
grad der  eisernen  Tragconstructionen,  wenn  man  sagt,  dass 
ungefähr  die  Hälfte  der  Belastung  an  der  Elasticitätsgrenze 
oder  auch  etwas  darüber  als  zulässig  angesehen  wird,  als 
wenn  man  sich  auf  die  Tragfestigkeit  bezieht. 

Mit  diesen  Bemerkungen  ist  die  Frage  für  den  linearen 
Spannungszustand,  so  weit  als  sie  hier  überhaupt  erörtert 
werden  kann,  erledigt.  Um  die  Bruchgefahr  für  einen  anderen 
Spannungszustand  bemessen  zu  können,  reichen  die  angegebenen 
Erfahrungsziffern  aber  nicht  aus,  und  in  der  That  ist  auch 
noch  nicht  endgültig  festgestellt,  wovon  sie  hier  abhängt. 
Vielmehr  sind  drei  verschiedene  Ansichten  hierüber  aufgestellt 
worden,  von  denen  zwar  die  eine  (die  ich  auch  selbst  auf 
Grund  meiner  Erfahrungen  als  die  zutreffendste  halte)  die 
meisten  Anhänger  zählt,  ohne  dass  es  aber  bisher  gelungen 
wäre,  eine  durchaus  einwandfreie  Entscheidung  zu  treffen. 

Die  erste  Ansicht  geht  dahin,  dass  die  Bruchgefahr  durch 
die  grösste  ELauptspannung  bedingt  sei,   während  die  beiden 
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anderen  nicht  die  Spannungen,  sondern  die  von  ihnen  ver- 
ursachten Formänderungen  als  ausschlaggebend  annehmen. 
Nach  der  schon  von  Coulomb  aufgestellten  und  später  nament- 
lich von  Tresca  vertretenen  Ansicht  soll  die  Bruchgefahr  von 
der  grössten  Winkeländerung  y  abhängen,  die  bei  der  Form- 
änderung zu  Stande  kommt,  während  die  dritte  von  Poncelet 
und  de  Saint-Venant  vertheidigte  und  in  Deutschland  beson- 
ders durch  Grashof  eingeführte  Anschauung  die  grösste  speci- 
fische  Dehnung  s  als  massgebend  betrachtet.  Die  letzte  An- 
sicht hat  heute  die  meisten  Vertreter  und  sie  soll  in  diesem 
Buche  überall,  wo  es  darauf  ankommt,  zu  Grunde  gelegt 
werden. 

Beim  linearen  Spannungszustande  fallen  die  unterschiede 
der  drei  Meinungen  fort,  denn  hier  wachsen  Spannung,  grösste 
Winkeländerung  und  Hauptdehnung,  so  lange  die  Proportio- 
nalitätsgrenze nicht  überschritten  ist^  proportional  mit  einander. 
Bei  anderen  Spannungszuständen  trifft  dies  aber  keineswegs 
zu.  Man  erkennt  dies  am  deutlichsten  an  einem  extremen 
Falle.  Ein  Sandsteinwürfel,  dessen  Druckfestigkeit  etwa  500  at 
betragen  möge,  sei  an  der  Oberfläche  mit  einem  Firniss  über- 
strichen, der  ein  Eindringen  des  Wassers  verhindert  und  dann 
an  einer  tiefen  Stelle  in  das  Meer  versenkt.  Nach  der  ersten 
Ansicht,  die  nur  auf  die  Grösse  der  Hauptspannungen  Rück- 
sicht nimmt,  müsste  er  durch  den  Wasserdruck  zertrümmert 
werden,  sobald  er  in  etwa  5000  m  Tiefe  gelangt  wäre.  Nach 
der  Coulomb'schen  Ansicht  dagegen  könnte  er  überhaupt  durch 
keinen  noch  so  hohen  Wasserdruck  zerstört  werden,  da  sich 
der  Stein  bei  allseitigem  Drucke  geometrisch  ähnlich  bleibt, 
Winkeländerungen  also  überhaupt  nicht  vorkommen.  Nach  der 
dritten  Ansicht  endlich  würde  er  zwar  nicht  bei  5000  m  Tiefe, 
wohl  aber  bei  einer  grösseren  Tiefe  zerdrückt  werden  können. 
Die  specifische  Verkürzung  wächst  nämlich  wegen  des  Ein- 
flusses der  Querdehnung  bei  allseitigem  Drucke  langsamer  als 
bei  linearer  Druckspannung.  Es  könnte  sogar  auch  nach  der 
dritten  Ansicht  eine  Zertrümmerung  des  Steiues  ausgeschlossen 
sein,  wenn  nämlich  für  diesen  Stein  m  =  2  wäre,   oder  doch 
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bei  wachsendem  Druck  allmählich  dieser  Grenze  sich  näherte. 
Denn  bei  Steinen  ist  in  der  That,  wie  man  weiss,  m  eben- 
falls mit  dem  Spannungs-  und  Formänderungszustande  ver- 
änderlich. 

Ich  vermag  nicht  sicher  anzugeben,  was  in  Wirklichkeit 
geschehen  wird,  wenn  man  den  Versuch  —  nicht  im  Meere, 
sondern  etwa  in  einer  starken  hydraulischen  Presse  —  wirklich 
ausführt.  Versuche  ähnlicher  Art  hat  der  Physiker  Herr  Voigt 
in  Göttingen  angestellt,  ohne  aber  bisher  die  streitigen  Fragen 
nach  dem  richtigen  Maasse  für  die  Anstrengung  des  Materials 
damit  endgültig  entscheiden  zu  können. 
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Wenn  man  auch  die  specifische  Dehnung  s  als  Mass  der 
Anstrengung  des  Materials  ansieht,  ist  man  darum  noch  nicht 
genöthigt,  überall  unmittelbar  mit  dieser  Grösse  zu  rechnen. 
Dies  wäre  oft  sehr  unbequem.  Im  Verlauf  meiner  Unter- 
suchungen über  die  Festigkeit  von  Steinen  habe  ich  es  zwar 
z.  B.  ganz  zweckmässig  gefunden,  zu  sagen,  dass  ein  gewisser 
Granit  eine  specifische  Dehnung  von  etwa  60  •  10~  ^,  eben  noch 
erträgt,  ehe  er  bricht,  und  es  gibt  wohl  auch  ein  anschauliches 
Bild,  wenn  man  hinzufügt,  dass  diese  Bruchdehnung  bei  einem 
ganz  weichen  Sandstein  zu  etwa  40  10""^,  also  nicht  viel  ge- 
ringer als  bei  dem  harten  Granit  zu  veranschlagen  ist.  Da- 
gegen wäre  es  für  die  wirkliche  Berechnung  einer  Steincon- 
struction  unbequem,  wenn  man  daraus  die  Forderung  ableiten 
wollte,  dass  die  specifische  Dehnung  etwa  den  zehnten  Theil 
der  angegebenen  Werthe  nicht  überschreiten  dürfe.  Denn  in 
der  That  liefert  die  Festigkeitsberechnung  zunächst  immer  nur 
die  Spannungen,  und  es  bedürfte  erst  noch  einer  besonderen 
Umrechnung,  um  daraus  die  Dehnungen  abzuleiten.  Zu  dieser 
Umrechnung  müsste  auch  der  Elasticitätsmodul  bekannt  sein, 
den  man  für  viele  Materialien  in  der  Praxis  nur  ganz  annähernd 
kennt  oder  über  den  man  sich  auch  oft  ganz  im  Unklaren 
befindet. 
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Um  solchen  Umständlichkeiten  aus  dem  Wege  zu  gehen, 
hat  mau  ein  sehr  einfaches  Auskunftsmittel  gefunden.  Man 
vergleicht  irgend  einen  beliebigen  Spannungszustand,  dessen 
Zulässigkeit  untersucht  werden  soll,  mit  einem  linearen  Span- 
nungszustande, dessen  specifische  Dehnung  gleich  der  grössten 
Hauptdehnung  bei  jenem  ist.  Nach  der  Annahme,  von  der 
wir  ausgehen,  ist  das  Material  in  beiden  Fällen  in  gleichem 
Masse  angestrengt,  und  wir  können  daher  diese  Anstrengung 
in  jedem  Falle  durch  eine  einzige  Ziffer  zum  Ausdruck  bringen, 
indem  wir  die  specifische  Spannung  des  gleichwerthigen  linearen 
Spannungszustandes  angeben.  Diese  Spannung  wird  als  die 
reducirte  Spannung  bezeichnet  und  sie  wird  praktisch  stets 
als  Maass  für  die  Anstrengung  des  Materials  genommen. 

Für  den  Fall  des  ebenen  Problems  seien  öi  und  6n  die 
beiden  Hauptspannungen  (Zug  wie  immer  positiv,  Druck  negativ 
gerechnet).  Für  die  Hauptdehnungen  erhält  man-  dann  nach 
dem  Hooke'schen  Elasticitätsgesetze,  das  hier  als  gültig  voraus- 
gesetzt wird. 

Die  reducirte  Spannung  muss  entweder  so  gewählt  werden, 
dass  die  von  ihr  hervorgebrachte  Dehnung  mit  sj  oder  mit  €u 
übereinstimmt,  jenachdem  der  eine  oder  der  andere  Werth 
grösser,  oder  (bei  verschiedenen  Vorzeichen)  gefährlicher  für 
den  Bestand  des  Materials  ist.     Daraus  folgt,  dass 

<?red  =  ^I  -  ^11        oder        Öred  =  ^11 (fi  (36) 

zu  setzen  ist,  mit  dem  Vorbehalte,  dass  von  beiden  Werthen 
der  ungünstigere  zu  nehmen  ist. 

Beim  allgemeinsten  Spannungszustande  mit  den  Haupt- 
spannungen 6i  011  (?iii  erhält  man  ebenso 

1/1  1        \ 

und  daraus 

^red  =  ^i  —  ^  (^u  +  ^ni) .  (37) 
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Eigentlich  wären  wieder  drei  Werthe  anzugeben,  aus  denen 
man  wie  vorher  den  ungünstigsten  auszuwählen  hätte.  Anstatt 
dessen  kann  man  aber  auch  die  eine  Formel  (37)  beibehalten, 
wenn  man  nur  hinzufügt,  dass  die  Bezeichnungen  öi  öu  ^iii  so 
auf  die  drei  Hauptspannungen  zu  vertheilen  sind,  dass  in  61.  (37) 
der  gefährlichste  Werth  für  die  reducirte  Spannung  heraus- 
kommt. In  praktisch  vorkommenden  Fällen  sieht  man  ge- 
wöhnlich auf  den  ersten  Blick,  welche  der  drei  Hauptspannungen 
man  zu  diesem  Zwecke  als  (?i  in  Gl.  (37)  einsetzen  muss. 

Eine  ihrer  bekanntesten  Anwendungen  findet  diese  Be- 
trachtung auf  die  Berechnung  des  zulässigen  Betrages  von  r 
bei  der  einfachen  Schubbeanspruchung.  Wenn  man  mit  (?zui 
den  zulässigen  Betrag  der  einfachen  Zug-  oder  Druckbean- 
spruchung (wenn  beide  von  einander  verschieden  sind,  den 
kleineren  von  beiden)  bezeichnet,  kaun  man  die  zulässige 
Schubbeanspruchung  Tjui  daraus  in  folgender  Weise  berechnen. 
Die  Hauptspannungen  bei  der  reinen  Schubbeanspruchung  sind 
bekanntlich  von  gleicher  Grösse  mit  r  selbst  und  im  Vorzeichen 
einander  entgegengesetzt.  Nun  soll  r  so  gewählt  werden,  dass 
die  Anstrengung  des  Materials  grade  mit  der  zulässigen,  d.  h. 
dass  <yred  in  Gl.  (36)  mit  (Taui  übereinstimmt.  Dies  gibt,  wenn 
man  (Ji  =  +  Tzui  und  Ou  =  —  raui  einsetzt,  die  Gleichung 

woraus 

gefunden  wird. 

Gl.  (36)  kann  femer  dadurch  umgestaltet  werden,  dass 
man  6\  und  ^n  in  den  auf  ein  beliebig  gerichtetes  Coordinaten- 
system  der  X  Y  bezogenen  Spannungscomponenten  0x  <5y  x  aus- 
drückt und  diesen  Werth  in  die  Formel  einführt.  Dies  soll 
hier  nur  noch  für  den  besonderen  Fall  weiter  ausgeführt  werden, 
dass  <yy  =  0  ist.  Dieser  Fall  kommt  nämlich  bei  den  praktischen 
Anwendungen  öfters  vor,  z.  B.  bei  einer  Welle,  die  gleichzeitig 
gebogen  und  verdreht  wird.  Die  Biegung  erzeugt  Spannungen 
senkrecht  zum  Querschnitt,  also  etwa  6^^  und  die  Verdrehung 
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bringt  Schubspannungen  t  hervor,  während  Normalspannungen 
6y  oder  Og  zwischen  den  einzelnen  Fasern  des  Stabes  nicht 
vorkommen.  Man  fahrt  die  Berechnung  in  solchen  Fällen 
immer  derart  durch,  dass  man  zuerst  ö^  und  r  berechnet  — 
und  zwar  nach  den  später  dafür  erst  noch  aufzustellenden 
Lehren,  worauf  es  aber  an  dieser  Stelle  nicht  ankommt  — 
und  dann  daraus  die  reducirte  Spannung  ^red  ermittelt.  Es 
ist,  da  solche  Fälle  öfters  vorliegen,  nützlich,  diese  Umrechnung 
hier  ein  für  alle  Male  vorzunehmen.  Dazu  sind  also  6x  und  r 
als  bereits  bekannt  vorauszusetzen. 

Aus  Gl.  (12)   S.  31   erhält   man   für  dy  =  0  die   Haupt- 
spannungen 

Durch  Einsetzen  in  Gl.  (36)  folgt  daraus 

0.ed  =  V  ^  «»-  +  *^  ^  Vi^~^^'  .  (39) 

2m  —      2w'^  I*  \/ 

Man  erhält  das  obere  oder  das  untere  Wurzelvorzeichen,  je-  * 
nachdem  man  den  einen  oder  den  anderen  der  beiden  in 
Gl.  (37)  für  ^red  angegebenen  Werthe  nimmt.  Nach  den  vor- 
hergehenden Bemerkungen  muss  man  immer  jenes  Vorzeichen 
wählen,  das  den  ungünstigsten  Werth  für  (^red  liefert.  Auf  der 
Zugseite  einer  zugleich  gebogenen  und  verdrehten  Welle  wird  * 
man  daher  das  positive,  auf  der  Druckseite  das  negative  Vor- 
zeichen zu  nehmen  haben  u.  s.  f. 

Mit  m  =  4  geht  Gl.  (39)  über  in 

Öred  ==  I  ^a:  +  I  V^t^  +  Oj^ 

und  in  dieser  Form  wird  sie  gewöhnlich  angeschrieben.     Da- 
gegen wird  für 

m  =  3    :    ^red  =  3  ^a.  ±  I  l/4r2  -f-  ^% 

m  =  3|:    ^,ed  =  0,35  6^  ±  0,65  yu^  +  ö} . 
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§  12.    Die  speoiflsohe  Formänderungsarbeit. 

Man  denke  sich  wieder  ein  unendlich  kleines  Parallelepiped 
in  den  Hauptrichtungen  herausgeschnitten.  Die  Spannungen 
am  Umfang  sind  für  diesen  Theil  des  Körpers  als  äussere 
Kräfte  anzusehen,  die  bei  der  Formänderung  eine  Arbeit  leisten, 
da  sie  längs  eines  gewissen  Weges  wirken.  Dadurch  wird 
dem  Körperelemente  eine  Energiemenge  zugeführt,  die  darin 
aufgespeichert  wird  und  bei  der  ümkehrung  des  Vorgangs 
wieder  daraus  gewonnen  werden  kann.  Man  bezeichnet  diese 
Energie  auch  als  die  potentielle  Energie  des  gespannten 
Körpers  oder  auch  als  das  Potential  der  elastischen 
Kräfte.  Wir  wollen  anstatt  dessen  an  der  in  der  Technik 
üblicheren  Bezeichnung  „Formänderungsarbeit"  festhalten.  Wird 
die  Formänderungsarbeit  auf  die  Volumeneinheit  des  Körpers 
an  der  betreffenden  Stelle  bezogen,  so  soll  dies  durch  die 
nähere  Bezeichnung  „specifische"  Formänderungsarbeit  ausge- 
drückt werden. 

Für  den  linearen  Spannungszustand  ist  die  gesammte 
Formänderungsarbeit  des  Körpers  schon  in  61.  (17)  angegeben. 
Wenn  der  Korper  dem  Hooke'schen  Gesetze  gehorcht,  ist  die 
Kraft  P  in  jedem  Augenblicke  der  zugehörigen  Längenänderung 
proportional.     In  Gl.  (17) 


A  =fPdx 


können  wir  daher,  wenn  der  der  gesammten  Längenänderung 
^l  entsprechende  Werth  von  P  mit  P'  bezeichnet  wird, 

setzen  und  die  vorige  Gleichung  geht  damit  über  in 

A^^J'xdx==\rM.  (40) 

0 

Die  specifische  Formänderungsarbeit  wird  hieraus  gefunden, 
wenn  wir  diese  Gleichung  auf  einen  Würfel  anwenden,  dessen 
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Seite  gleich  der  Längeneinheit  ist.  Dann  geht  P'  über  in  ö 
und  Jl  m  By  also,  wenn  die  spezifische  Formänderungsarbeit 
mit  A  bezeichnet  wird, 

A=^-tf5  =  i^.«  =  ^4  (41) 

Für  den  Fall  des  ebenen  Problems  mit  den  Haupt- 
spannungen 6x  und  Oy  finden  wir  A  auf  demselben  Wege.  Die 
Dehnungen  in  den  Hauptrichtungen  werdien 

Auf  die  Dehnung  in  der  dritten  Hauptrichtung  kommt  es  nicht 
an,  da  die  ihr  entsprechende  Hauptspannung  Null  ist.  Auf 
die  Rechtecke  von  den  Kantenlängen  dy  dz  wirken  die  Kräfte 
6x  dy  dß  in  entgegengesetzter  Richtung.  Wenn  sich  der  Ab- 
stand dx  zwischen  beiden  Rechtecken  um  Sx  dx  vergrössert, 
leisten  die  beiden  Kräfte  zusammengenommen  eine  Arbeit,  die 
gleich  diesem  Wege  multiplicirt  mit  dem  Mittelwerthe  der 
Kräfte  während  des  allmählichen  Anwachsens  des  Spannungs- 
zustandes ist.  Dieser  Mittelwerth  ist,  wie  im  vorausgehenden 
Falle,  gleich  der  Hälfte  der  zuletzt  erreichten  Grösse,  die 
Arbeit  daher 

-  0a:  dy  dz  •  Ex  dx      oder        -^  {oj^  ~  w  ^*  ^V  ^^  ^^  ^^  * 

Dazu  kommt  der  ebenso  zu  bildende  Ausdruck  für  die  Arbeit 
der  Hauptspannung  in  der  F- Richtung.  Addirt  man  beide 
Beträge  und  streicht  man  den  Factor  dx  dy  dz,  womit  die 
Arbeit  auf  die  Volumeneinheit  bezogen  wird,  so  erhält  man 

A  =  i(--t--^«<»^)-    .  (42) 

Für  den  allgemeinsten  Fall  mit  drei  von  Null  verschiedenen 
Hauptspannungen  würde  man  ebenso  erhalten 

A  =  i  ("''  ^  Y  "*"  "•'  -  ~  iP^^y  +  ff»«^  +  «,«0)  •     (43) 

Auch  bei  diesen  Betrachtungen  ist  es  wieder  nützlich,  den 
Fall  der  reinen  Schubbeanspruchung  gesondert  zu  untersuchen. 
Am  Umfange  des  in  Abb.  13  S.  60  herausgezeichneten  Körper- 
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elementes  wirken  nur  die  Schubspannungen  r.  Wenn  wir  uns 
die  Formänderung  so  vorgenommen  denken,  wie  es  durch 
punktirte  Linien  in  Abb.  13  angedeutet  ist  —  also  ohne 
weitere  Verschiebung  oder  Drehung  des  Volmnenelementes^  die 
auf  die  ganze  geleistete  Arbeit  keinen  Einäuss  haben  kann, 
da  die  Spannungen  am  Umfange  ein  Gleichgewichtssystem  mit 
einander  bilden  —  kommt  nur  die  Arbeit  der  Schubspannungen 
an  der  oberen  Seite  in  Betracht,  da. sich  die  untere  Seite  über- 
haupt nicht  verschiebt,  während  die  Verschiebungen  der  anderen 
Seiten  senkrecht  zur  Kraftrichtung  stehen.  Der  Mittelwerth 
der  Kraft  während  der  Formänderung  ist  aus  denselben  Gründen 
wie  vorher  gleich  der  Hälfte  des  zuletzt  erreichten  Werthes  zu 
setzen^  also  gleich 

—  r  dx  dz 

und  der  Weg,  der  in  der  Richtung  der  Kraft  zurückgelegt 
wird,  gleich  ydy.     Die  Formänderungsarbeit  ist  daher 

\trdxdyd.. 

Die  specifische  Formänderungsarbeit  wird  daraus  durch  Streichen 
des  Factors  dx  dy  dfSy  der  das  Volumen  des  betrachteten 
Parallelepipeds  angibt,  gefunden,  also  mit  Berücksichtigung 
von  Gl.  (33) 

A  =  iry  =  i(?y^  =  ^.  (44) 

Der  Ausdruck  (44)  muss  mit  dem  in  Gl.  (42)  angegebenen 
Werthe  übereinstimmen,  wenn  man  in  diesem  die  Haupt- 
spannungen 6g.  und  0y  gleich  -f-  %  bezw.  —  x  setzt.  Die  so  er- 
haltene Gleichung 

liefert  nach  ihrer  Auflösung  nach  G  wieder  die  in  §  8  auf 
ganz  anderem  Wege  abgeleitete  Beziehung 

G  =  ^r-, — i — -r  JE 

2  (m  4-  1) 

zwischen  den  drei  Elasticitäts-Coefficienten. 
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Ein  feineres  Empfinden  wird  in  diesen  Schlüssen  noch 
eine  gewisse  Lücke  herausfühlen.  Es  ist  nämlich  noch  nicht 
darauf  hingewiesen  worden,  dass  die  Formänderungsarbeit  für 
ein  beliebig  gestaltetes  Volumenelement  dem  Volumen  pro- 
portional, von  der  besonderen  Gestalt  des  Elementes  aber  un- 
abhängig ist.  Bis  zu  einem  gewissen  Grade  lässt  sich  dies 
zwar  schon  daraus  entnehmen,  dass  die  potentielle  Energie  an 
den  materiellen  Inhalt  des  Elementes  gebunden  ist  und  dass 
man  in  der  That  nur  auf  Grund  einer  solchen  Vorstellung  von 
einer  specifischen  Formändevungsarbeit  sprechen  kann.  Ein 
directer  Nachweis  bleibt  aber  immerhin  wünschenswerth.  Diesen 
kann  man  dadurch  fuhren,  dass  man  sich  das  Volumenelement 
in  Elemente  höherer  Ordnung  zerlegt  denkt,  deren  Kanten  nach 
den  Hauptrichtungen  orientirt  sind.  Summirt  man  die  Arbeits- 
leistungen aller  Spannungen  auf  den  Seitenflächen  dieser  Ele- 
mente höherer  Ordnung  über  das  ganze  ursprünglich  gegebene 
Volumenelement,  so  heben  sich  alle  Glieder  gegeneinander  auf, 
die  auf  Flächen  kommen,  in  denen  zwei  Elemente  höherer 
Ordnung  aneinander  grenzen,  da  die  Kräfte  nach  dem  Gesetze 
der  Action  und  Reaction  einander  entgegengesetzt,  die  Wege 
aber  die  gleichen  sind.  Die  Summe  ist  daher  gleich  den 
Arbeitsleistungen  der  Spannungen  am  Umfange  des  Elementes 
erster  Ordnung,  woraus  der  Satz  folgt. 

Aufgaben. 

4.  Aufg,  Ein  Zugstab  aus  Flusseisen  werde  mit  1000  atm 
gespannt;  wie  gross  ist  die  grösste  in  ihm  auftretende  Winkeländerung 

y  in  Secunden  ausgedrückt,  wenn  E  ^  2200000  atm  und  m  =  3— 

gesetzt  wird? 

Lösung.  In  §  5  folgte  aus  den  Gleichungen  (15),  dass  die 
grösste  Schubspannung  beim  linearen  Spannungszustande  gleich  der 
Hälfte  der  Hauptspannung,  hier  also  gleich  500  atm  ist.  Der 
Schubelasticitätsmodul  berechnet  sich  nach  61.  (34)  hier  zu 

4 

G  =  — 5-7- .  2  200  000  =  846  000  atm 
und  damit  die  Winkelftnderung  y  nach  Gl.  (33) 


Aufgaben. 
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600  atm 


=  591  •  10-6 


^  °^  846  000  atm 
und  da  l"  »=  4,86  •  10"  ^  in  Bogenmass  ist, 

y=122"  =  2'2". 

Hierzu  bemerke  ich  noch,  dass  61.  (33)  zunächst  für  den  Fall 
der  reinen  Schabspanntmg  abgeleitet  wurde,  der  hier  allerdings 
nicht  vorliegt.  Die  Formel  bleibt  aber  auch  hier  gültig,  weil 
Normalspannungen,  die  zu  den  Schubspanmingen  noch  hinzu- 
kommen, für  sich  genommen  keine  Winkeländerungen  bewirken, 
und  weil  man  nach  dem  Superpositionsgesetze  die  ganze  Form- 
änderung immer  aus  den  einzelnen  Aenderungen  zusammensetzen 
kann,  die  den  verschiedenen  Componenten  irgend  eines  Spannungs- 
zustandes  entsprechen. 

Die  berechnete  Winkeländerung  tritt  zwischen  zwei  auf  der 
Oberfläche  des  Stabes  unter  45^  zur  Stabaxe  gezogenen,  auf  ein- 
ander senkrecht  stehenden  Linien  ein.  Ich  habe  früher  einmal 
versucht,  sie  unmittelbar  mit  Hülfe  eines  besonders  dazu  con- 
struirten  Spiegelapparates  zu  messen,  konnte  aber  zu  keinem  zu- 
verlässigen Ergebnisse  gelangen,  weil  es  zu  schwierig  -ist,  zwei 
Spiegel  genügend  dauerhaft  mit  einem  Stabe  so  zu  verbinden,  dass 
jeder  von  ihnen  stets  einer  von  jenen  beiden  Linien  parallel  bleiben 
muss.  Wenn  es  später  noch  gelingen  sollte,  einen  Apparat  zu 
bauen,  der  dieser  Forderung  hinreichend  genau  entspricht,  könnte 
man  durch  einen  einfachen  Zugversuch  gleichzeitig  beide  Elasticitäts- 
moduln  E  und  G  bestimmen,  womit  auch  m  bekannt  wäre.  Diese 
directe  Bestimmung  hätte  manche  Vorzüge  gegenüber  der  Ableitung 
von  G  aus  Verdrehungsversuchen;  leider  ist  zur  Zeit  wenig  Aus- 
sicht zu  ihrer  Verwirklichung. 

5.  Aufg,  Ein  Granittoürfel  von  6  cm. 
Seite  wird  in  der  Prüfungsmaschine  mit  24  t 
heiastet.  Wie  gross  ist  die  Beanspruchung  auf 
Schuh  und  vm  gross  ist  die  Winkeländerung  y, 
wenn  E  =  300  000  atm  und  m  =  4  ge- 
setzt wird? 

Lösung,  Man  findet  wie  in  voriger  Auf- 
gabe  r  =  333  atm,   G  =  120000  atm   und 

y  =  300=00  9' 30". 

Bemerkung,     Die  Frage   steht  in  Ver- 
bindung mit  einer  Ansicht,   die  früher  über 
die  Art,  wie   der  Bruch   eines  solchen  Stein- 
würfels   erfolge,    sehr   verbreitet   war.      Der    Steinwürfel    zerfallt 
nämlich  so  in  Bruchstücke,  dass  zwei  oft  sehr  schön  ausgebildete 
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Pyramiden  entstehen,  die  in  Abb.  16  durch  horizontale  Schraffirong 
hervorgehoben  sind.  Die  Seitenflächen  der  Pyramiden,  also  die 
Hauptbrnchflächen,  folgen  ungefähr  jenen  Schnittrichtungen,  fttr 
die  T  den  grössten  Werth  annimmt.  Man  schloss  daraus,  dass  bei 
dem  Druckversuch  in  Wirklichkeit  die  Schubfestigkeit  überwunden 
würde.  —  Wahrscheinlicher  ist  indessen  die  folgende  Erklärung 
dieser  Erscheinung.  Beim  Zusammendrücken  des  Würfels  tritt 
gleichzeitig  eine  Querdehnung  ein.  Nun  ist  Steinmaterial  im  Stande, 
nur  eine  gewisse  specifische  Dehnung  zu  ertragen,  Oranit,  wie 
früher  angeführt,  etwa  60-  10""*,  bevor  eine  dauernde  Trennung 
eintritt.  Dabei  ist  es  wahrscheinlich  gleichgültig,  ob  diese  Dehnung 
durch  einen  Zug  in  der  einen  Richtung  oder  durch  einen  Druck 
in  der  Querrichtung  zu  Stande  kommt.  Der  Bruch  wäre  also  dann 
dadurch  zu  erklären,  dass  sich  auf  den  vier  freien  Seitenflächen 
Stücke  loslösen,  so  dass  die  Pyramiden  übrig  bleiben.  Bei  manchen 
Druckversuchen  hat  in  der  That  Bauschinger  keine  Pyramiden, 
sondern  Prismen  als  Biiichstücke  erhalten,  deren  Kanten  der 
Hauptrichtung  parallel  gingen,  was  unmittelbar  auf  die  gegebene 
Erklärung  hinweist.  —  Zur  Erklärung  der  pyramidalen  Gestalt 
muss  aber  noch  auf  einen  anderen^  wichtigen  Umstand  geachtet 
werden.  Die  Druckflächen  des  Steines  sind  nämlich  durch  die 
Reibung  zwischen  ihnen  und  den  Druckplatten  der  Prüfungs- 
maschine gehindert,  sich  der  Quere  nach  auszudehnen.  Dadurch 
kommt  in  der  Nähe  der  Druekflächen  überhaupt  kein  linearer 
Spannungszustand  heraus.  Auch  die  benachbarten  Stellen  Werden 
an  der  freien  Querdehnung  gehindert;  man  muss  daher  erwarten, 
dass  der  Bruch  in  der  Mitte  beginnt,  bis  wohin  sich  diese  Hemmung 
der  Querdehnung  am  wenigsten  erstreckt.  Beachtet  man,  dass  die 
Druckflächen  durch  die  Reibung  an  jeder  Querdehnung  gehindert 
sind,  dass  also  ein  auch  über  sie  sich  erstreckender  Riss  kaum  zu 
erwarten  ist,  so  wird  die  nahezu  pyramidenförmige  Oestalt  der 
Hauptbruchreste  leicht  verständlich.  Zugleich  gibt  diese  Be- 
trachtung auch  Rechenschaft  über  eine  andere  Erscheinung,  die 
man  bei  der  Prüfung  von  Steinen  auf  Druckfestigkeit  beobachtet. 
Man  findet  nämlich  die  Festigkeit  abhängig  von  dem  Verhältnisse 
der  Höhe  des  Probekörpers  zur  Grundfläche;  je  höher  es  ist,  desto 
geringer  ist  gewöhnlich  die  Festigkeit.  Da  sich  der  Einfluss  der 
durch  Reibung  festgehaltenen  Grundflächen  bei  höheren  Prismen 
in  der  Mitte  nicht  mehr  so  fühlbar  machen  kann,  als  bei  niederen, 
erklärt  sich  diese  Erscheinung  ganz  ungezwungen.  —  Es  ist  üblich, 
die  Druckfestigkeit  von  Steinen  immer  nur  an  Probekörpern  in 
Würfelform  zu  ermitteln.  Bei  der  Deutung  der  so  erhaltenen 
Ziffern  ist  auf  die  vorausgehenden  Darlegungen  wohl  zu  achten. 
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6.  Au  fg.  Em  Cylinder  von  nachgiebigerem  Material  (kleinem  E) 
ist  in  den  cyUndrischen  Hohlraum  einer  ihn  auf  dem  Mantel  dicht 
umscMiessenden  (nahem)  starren  Masse  eingepasst  und  wird  der 
Längsrichtung  nach  mit  200  atm  zusammengedrückt.  Wie  gross 
isi,  der  Druck,  den  er  am  Mantel  auf  die  ihn  umscMiessende  Masse 
ausübt  a)  wenn  m  »=  4,   h)  wenn  m  =  2  gesetzt  wird? 

Lösung,  Man  hat  hier  Oi  =  200  und  öjx  =  öm  =  iP.  Di© 
Unbekannte  x  muss  so  gewählt  werden,  dass  £ii  =  fm  «=  0 
wird,  also 

cn  =  ;|(<yn  —  i  ((^i  +  M)  =  ^  ;       rc  —  i  (a;  +  200)  =0. 

2 

Für  w  =  4  folgt  daraus  a;  =  66—  atm  und  für  w  =  2  wird 

X  s=a  200  atm.  Im  letzten  Falle  ist  der  Seitendruck  genau  so 
gross,  als  wenn  der  cylindrische  Hohlraum  von  einer  Flüssigkeit 
ausgefüllt  wäre. 

7.  Aufg,  Wie  gross  ist  die  reducirte  Spannung  für  den  in 
Äufg.  3,  S.  38  angegebenen  Fall,  wenn  m  =  4  gesetzt  wird? 

Lösung.     Für  w=  4  ist  nach  §  11 

3  .     5 


tfred  =  ^  Cy*  +  -^  ]/  4t*  +  tf; 


8      '     '      8 


2 

X     1 


und  hier  ist  Cx  =  300,  t  =  400  atm  zu  setzen.    Setzt  man  dies 
ein,  so  wird  tfred  =  646  atm. 

8,  Äufg,  Eine  an  beiden  Enden  durch  starke  Böden  ge- 
schlossene cylindrische  Bohre  stehe  unter  einem  inneren  Ueberdrucke, 
Die  Zugspannung  der  Bohrwand  in  tangentialer  Bichtung  betrage 
800  atm,   die  in  der  Längsrichtung  400  atm.      Wie  gross  ist  die 

reducirte  Spannung  für  m  =  S—? 

Lösung,     Nach  61.  (36)  hat  man 

a^^  =  800 ?-  .  400  =  680  atm. 

9.  Äufg,  Eine  sich  von  einem  Ende  zum  anderen  gleich- 
massig  verjüngende  Zugstange  von  den  Endquerschnitten  JP\  und  F^ 
und  der  Länge  l  wird  mit  der  Kraft  P  centrisch  gezogen.  Wie 
gross  ist  die  Formänderungsarbeit? 

Lösung,  Der  Querschnitt  F  im  Abstände  x  von  jenem  Ende, 
an  dem  der  Querschnitt  =  JF\  ist,  berechnet  sich  auf 

F-F.  +  '^iF.^F,),    ^rr'  :   .    ,.. 


V 


] 


80  Zweiter  Abschnitt. 

Für    die  Eormän(lerniig8arbeit  dÄ  in    einem  Abschnitte    der 

Stange  von  der  Länge  dx,  also  von  dem  Volumen  Fdx,  erh&lt 

man  nach  Gl.  (41) 

(T*  F*     dx 

dÄ  =  Fdx  ^e^Ve'^' 

und  die  Formänderungsarbeit  A  der  ganzen   Stange  wird  daraus 
durch  Integration  nach  x  gefunden,  also 

P«      /*  dx 

A  = 


x^ 


+  ^  (F.  -  F,) 


l 


Mit  Benutzung  der  Integralformel 


X 


Ä^^.  -^-^— arctg  y-^ — ^  • 


0  ^ 

geht  dies  über  in 

P« l 

2F  y-F;{Fi^'T\) 

Falls  sich  JF\  und  F^  nur  wenig  von  einander  unterscheiden, 
kann  man  den  Bogen  gleich  der  Tangente  setzen,  also  das 
Zeichen  arctg  streichen;  dann  erhält  man  näherungsweise 

~  2EF^  ' 

und  dies  ist  der  Ausdruck  für  die  Formänderungsarbeit  einer 
Stange  von  dem  konstanten  Querschnitt  P^ . 

10.  Aufg,  Firne  cm  beiden  Enden  festgehaltene  Zugsta/nge 
war  ursprünglich  mit  600  atm  gespan/nt  Dan/n  wird  sie  um 
bO^  C  ahgeMhlt.  Um  wie  viel  erhöht  sich  die  spedfische  Form- 
änderu/ngsarheit,   wenn   JE7  =  2  •  10^  atm    und  der  Ausdehnwngsco- 

efficient  des  FHsens  =      ^      für  1®  C  gesetzt  wird? 

Lösung.  Wenn  die  Enden  der  Stange  frei  wären,  hätte  die 
Abkühlung  eine  specifische  Verkürzung  £  zur  Folge,  die 

—     ^Q     _  _J_ 
^  ■""  80  000  ~  ieöö 

wäre.  Um  diese  Verkürzung  zu  verhindern,  muss  eine  Zug- 
spannung in  der  Stange  auftreten,  die  für  sich  genommen  eine 
specifische  elastische  Dehnung  von  demselben  Betrage  zu  Stande 
bringt.     Diese  Spannung  a  ist  nach  Gl.  (18) 
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<y  =  ^£  =  2  •  10«  •  j^  =  1250  atm. 

Durch  die  Abkühlung  wird  also  die  Zugspannung  von  ur- 
sprünglich 600  atm  auf  1850  atm  erhöht.  Bei  vielen  Eisen- 
sorten liegt  dies  schon  über  der  Proportionalitätsgrenze,  wir  wollen 
indessen  annehmen,  dass  dies  hier  nicht  zutrifft,  da  wir  die  Form- 
ändemngsarbeit  nicht  mehr  genau  berechnen  können,  sobald  jene 
Grenze  überschritten  ist. 

Nach  Ol.  (41)  ist  im  ursprünglichen  Zustande 

g'    _    600'       kg   ^Q(.ncmkg 
'^"^  2J^^  ~4.108     cm»         "'^^    cm»   * 

Die  im  letzten  Ausdrucke  gegebene  Bezeichnung  der  Dimensionen 
weist  darauf  hin,  dass  A  eine  Arbeitsleistung  (cm kg)  bezogen  auf 
ein  EinheitsYolumen  (cm^)  darstellt.  —  Setzt  man  an  Stelle  von 
600  atm  jetzt  1850  atm  in  den  vorstehenden  Ausdruck  ein, 
so  wird 

A  =  i?5g  =  0,856^. 
4  •  10®  '  cm* 

Die  Formänderungsarbeit  hat  sich  daher  um  0,766  erhöht. 
Diese  potentielle  Energie  ist  nicht  durch  Aufwand  von  Arbeit 
äusserer  Kräfte  hervorgebracht  worden,  kann  sich  aber  gleichwohl 
jederzeit  in  solche  verwandeln.  Sie  hat  ihren  Ursprung  in  einem 
Theile  der  dem  Stabe  bei  der  Temperaturerhöhung  zugeführten 
Wärme,  der  in  mechanische  Energie  umgewandelt  wird.  Man  er- 
kennt daraus,  dass  die  specifische  Wärme  des  Stabes  im  gespannten 
und  im  ungespannten  Zustände  etwas  verschieden  sein  muss,  und 
dass  überhaupt  ein  Zusammenhang  zwischen  dem  elastischen  Form- 
änderungszustande und  dem  Wärmezustande  bestehen  muss.  Die 
weitere  Erörterung  dieses  Zusammenhanges  ist  eine  Aufgabe  der 
mechanischen  Wärmetheorie;  in  der  Festigkeitslehre  sind  diese  Er- 
scheinungen ohne  Bedeutung,  und  man  kann  sie  daher  hier  gewöhn- 
lich vollständig  vernachlässigen.  Es  möge  nur  noch  bemerkt 
werden,  dass  ein  Stab,  der  ohne  Zufuhr  oder  Ableitung  von  Wärme 
gedehnt  wird,  sich  dabei  ein  wenig  abkühlt.  In  der  Festigkeits- 
maschine bemerkt  man  diese  Abkühlung  nicht,  da  sie  sich  nur  auf 
Tausendstel  Grade  beläuft.  Dies  gilt  indessen  nur  so  lange  als 
die  Elasticitätsgrenze  nicht  überschritten  wird.  Von  da  ab  wird 
die  äussere  Arbeit  nicht  mehr  ausschliesslich  in  Form  von  poten- 
tieller Energie  aufgespeichert,  sondern  zum  Theil  in  Wärme  um- 
gewandelt, die  beim  Abreissen  eines  Stabes  eine  recht  beträchtliche 
Temperaturerhöhung  bewirkt. 


F  ö  p  p  1 ,  Festigkeitslehre. 


Dritter  Abschnitt. 
Biegung  des  geraden  Stabes. 


§  13.    Begriff  der  Biegung.    Willkürliche  Annahmen  von 

Bernouilli  und  Navier. 


In   der  That   besteht   der   erste   Schritt  zur  Berechnung 
der  Spannungen,  die  in  einem  Querschnitte  übertragen  werden, 


i 


f 


An  einem  stabförmigen  Körper  mögen  sich  beliebig  ge- 
gebene äussere  Kräfte  das  Gleichgewicht  halten.  Ich  denke  j 
mir  den  Stab  an  irgend  einer  Stelle  durchschnitten.  Ad  jedem 
der  beiden  Theile  des  Stabes  müssen  die  Spannungen,  die  in 
dem  Querschnitte  übertragen  werden,  im  Gleichgewichte  mit 
den  äusseren  Kräften  stehen,  die  an  diesem  Theile  angreifen. 
Um  hierauf  die  Gleichgewichtsbedingungen  der  gewöhnlichen 
Statik  anwenden  zu  können,  brauchen  wir  übrigens  nicht  ge-  t 
nauer  zu  wissen,  wie  sich  die  äusseren  Kräfte  am  einen  Theil  '^ 
des  Stabes  vertheilen;  es  genügt  dazu,  wenn  wir  eine  Resul-  | 
tirende  oder  überhaupt  ein  äquivalentes  Kräftesystem  dafür  an-  ' 
geben  können.  r 


I 

) 

V 


I 


immer  darin,  dass  man  die  äusseren  Kräfte  am  einen  Theile  | 
des  Stabes  nach  den  Regeln  über  die  Zusammensetzung  von 
Kräften  zusammenfasse  Man  denkt  sich  jede  äussere  Kraft 
nach  einem  bestimmten  Punkte  hin  parallel  verlegt,  und  zwar 
wählt  man  dazu  am  besten  den  Schwerpunkt  des  Querschnitts. 
Bei  dieser  Parallelverlegung  tritt  jedesmal  noch  ein  Kräfte- 
paar auf.  Dann  setzt  man  alle  Kräfte  am  Querschnittsschwer- 
punkte zu  einer  Resultirenden  und  ebenso  alle  Kräftepaare  zu 


1 


\ 


§  13.    Begriff  der  Biegung  etc.  83 

einem  resitltirenden  Paare  zusammen.  Die  äusseren  Kräfte 
sind  dann  zu  einer  Einzelkraft^  die  durch  den  Schwerpunkt 
des  Querschnitts  geht  und  zu  einem  Kräftepaare ,  das  man  in 
seiner  Ebene  oder  parallel  zu  ihr  beliebig  verschieben  kann^ 
zusammengesetzt,  und  man  weiss ,  dass  die  im  Querschnitte 
übertragenen  Spannungen ,  um  Gleichgewichte  herzustellen, 
eine  Einzelkraft  und  ein  Kräftepaar  liefern  müssen,  die  jenen 
genau  entgegengesetzt  sind. 

Je  nach  dem  Ergebniss  der  yorhergehenden  Kräftezusam- 
mensetzung unterscheidet  man  verschiedene  Beanspruchungs- 
arten des  Stabes.  Weim  das  resultirende  Kräftepaar  ver- 
schwindet und  die  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnitts 
gehende  Resultirende  in  der  Richtung  der  Stabaxe  geht,  haben 
wir  den  schon  wiederholt  besprochenen  Fall  der  einfachen 
Zug-  oder  Druckbelastung.  Ist  das  Kräftepaar  immer  noch 
Null,  die  Resultirende  aber  senkrecht  zur  Stabaxe  gerichtet, 
so  ist  der  Stab  auf  Abscheeren  belastet.  Dieser  Fall  wird 
aber  immer  nur  bei  einzelnen  Querschnitten  eintreten.  Sobald 
'  man  deu  Querschnitt  ein  wenig  verrückt,  kommt  zu  der  Scheer- 

kraft  noch  ein  Ejräftepaar,  das  der  Parallelverlegung  der  vorher 
gefundenen  Resultirenden  nach  dem  Schwerpunkte  des  neuen 
Querschnitts  entspricht. 

Wenn  sich  andererseits  alle  äusseren  Kräfte  am  einen 
Theile  des  Stabes  auf  ein  Kräftepaar  zurückführen  lassen,  die 
vorher  erwähnte  Resultirende  also  zu  Null  wird,  so  liegt  der 
Fall  der  reinen  Biegungsbeanspruchung  vor,  falls  die 
Ebene  des  Kräftepaars  durch  die  Stabaxe  geht  (oder  parallel 
zu  ihr  ist).  Steht  dagegen  diese  Ebene  senkrecht  zur  Stab- 
axe, so  haben  wir  den  Fall  der  ausschliesslichen  Beanspruchung 
auf  Torsion  (auf  Verdrehung  oder  auf  Verwindung).  Wenn 
die  Ebene  des  Kräfkepaars  einen  beliebigen  Winkel  mit  der 
Stabaxe  einschliesst,  ist  das  Kräftepaar  in  zwei  Componenten 
zu  zerlegen,  von  deren  Ebenen  die  eine  parallel,  die  andere 
I  senkrecht   zur  Stabaxe    steht.      Der   Stab  wird    dann   gleich- 

1  zeitig  von  dem  einen  Kräftepaare  auf  Biegung  und  von  dem 

L  anderen  auf  Verwindung  beansprucht.   Nach  dem  Gesetze  der 


i 
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Superposition^  das  für  die  meisten  Materialien  gültig  ist  (für 
Steine  und  Gusseisen  aber  nicht),  genügt  es,  den  Spannungs- 
zustand, der  durch  jedes  dieser  Kräftepaare  hervorgerufen 
wird,  für  sich  zu  ermitteln,  denn  man  erhält  den  wirkUch 
eintretenden  Spannungszustand  durch  Uebereinanderlagerung 
jener  beiden  Spannungszustände.  Wie  diese  Zusammensetzung 
auszuführen  ist,  habe  ich  schon  in  den  vorausgehenden  Ab- 
schnitten gezeigt;  es  wird  sich  also  jetzt  nur  noch  darum 
handeln,  den  Spannungszustand  für  jeden  einfachen  Belastungs- 
fall zu  erforschen.  Für  Körper,  bei  denen  das  Superpositions- 
gesetz ungültig  ist,  vermag  man  Aufgaben  dieser  Art  über- 
haupt nicht  genau  zu  lösen.  Man  behilfk  sich  damit,  dass 
man  sie  so  wie  die  anderen  berechnet  und  dabei  in  Erinnerung 
behält,  dass  die  Lösung  nur  ungefähr  richtig  sein  kann. 

Auch  dann,  wenn  weder  die  Resultirende  im  Schwerpunkte 
des  Querschnitts  noch  das  resultirende  Kräftepaar  verschwindet, 
wird  der  Körper  auf  zusammengesetzte  Festigkeit  —  wie 
man  zu  sagen  pflegt  —  beansprucht.  Dies  gilt  also  auch  für 
den  Fall,  dass  die  Resultirende  im  Schwerpunkte  senkrecht  zur 
Stabaxe  steht  und  die  Ebene  des  resultirenden  Kräftepaars 
durch  die  Stabaxe  geht;  wir  haben  dann  gleichzeitig  Belastung 
auf  Abscheeren  und  auf  Biegung.  Indessen  kommt  dieser  Fall 
so  häufig  vor,  dass  er  geradezu  die  Regel  bei  den  praktischen 
Anwendungen  der  Theorie  bildet,  imd  man  ist  daher  überein- 
gekommen, ihn  von  vornherein  als  den  allgemeinsten  Fall  der 
Biegungsbeanspruchung  zu  bezeichnen.  Von  zusammengesetzter 
Festigkeit  pflegt  man  also,  insofern  ein  biegendes  Kräftepaar 
dabei  betheiligt  ist,  nur  dann  zu  reden,  wenn  ausserdem  noch 
eine  Zug-  oder  Druckbelastung  oder  eine  Verwindung  hinzu- 
tritt, d.  h.  wenn  die  Resultirende  im  Querschnittsschwerpunkte 
nicht  senkrecht  zur  Stabaxe  steht  oder  wenn  die  Ebene  des 
resultirenden  Kräftepaars  nicht  parallel  zur  Stabaxe  ist. 

Für  die  Gleichgewichtsbedingungen  der  äusseren  Ejäfte 
mit  den  im  Querschnitte  übertragenen  Spannungen  kommt 
von  den  Kräftepaaren  ausser  der  Ebene,  in  der  sie  wirken, 
nur  noch  die  Grösse  und  der  Sinn  ihres  statischen  Momentes 
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in  Betracht.  Insofern  es  sich  um  ein  Eräftepaar  handelt,  das 
eine  Biegung  hervorbringt^  dessen  Ebene  also  durch  die  Stab- 
axe  geht,  bezeichnet  man  dieses  statische  Moment  als  das 
Biegun^smoment,  während  das  Moment  eines  Eräftepaars, 
dessen  Ebene  senkrecht  zur  Stabaxe  steht,  als  Torsions- 
moment (Verdrehungs-  oder  Verwindungsmoment)  bezeich- 
net wird. 

Auch  die  beiden  Componenten  der  im  Schwerpunkte  des 
Querschnittes  angreifenden  Resultirenden  werden  durch  beson- 
dere Namen  unterschieden.  Die  in  die  Richtung  der  Stabaite 
fallende  wird  im  Allgemeinen  als  axiale  Belastung  (oder 
mit  Hervorhebung  des  Vorzeichens  als  Zug-  oder  Druck- 
\  belastimg)  und  die  senkrecht  zu  dieser  Richtung  stehende  als 

Scheerkraft  bezeichnet. 

Für  den  allgemeinen  Fall  der  Biegung,  wie  er  vorher  be- 
S  schrieben  wurde,  genügt  es  hiemach,  wenn  man  für  jeden 
;         Querschnitt,   den  man  in  Betracht  ziehen  will,   das  Biegungs- 

(moment  und  die  Scheerkrafb  angeben  kann.  Man  braucht  sich 
dann  nicht  weiter  darum  zu  kümmern,  wie  sich  die  äusseren 

\  Eräfte  im  üebrigen  über  den  Stab  vertheilen.  Natürlich  ist 
es  auch  gleichgültig,  ob  man  diese  beiden  Grossen  far  den 
einen   oder   den   anderen   der   beiden   Theile   des    Stabes,    die 

i        durch   den   betreffenden  Querschnitt  getrennt   sind,   aufsucht. 

1  Nimmt  man  den  anderen  Theil,  so  kehren  sich  die  Richtungen 
beider  Grössen  um,  da  alle  äusseren  Eräfte  des  ganzen  Stabes 
nach  Voraussetzung  im  Gleichgewichte  mit  einander  stehen. 
Gleichzeitig  kehren  sich  dann  aber  auch  die  Richtungen  aller 
Spannungen  im  Querschnitte  um,  so  dass  es  in  der  That 
einerlei  ist,  ob  man  das  Gleichgewicht  des  einen  oder  des 
anderen  Stabtheiles  untersucht.  Es  geschieht  nur  aus  Bequem- 
lichkeit^ dass  man  von  dem  in  horizontaler  Lage  gezeichneten 
Stab  immer  das  Gleichgewicht  der  Eräfte  an  dem  links  vom 
Querschnitte  liegenden  Theile  betrachtet. 

Fast  immer  liegen  bei  Biegungsaufgaben  alle  Eräfte,  die 
am  Stabe  angreifen,  in  derselben  Ebene  (gewöhnlich  in  einer 
lothrechten);   namentlich  liegt  aber,   wenn  dies    auch  einmal 
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nicht  zutreffen  sollte,  wenigstens  die  Scheerkraft  in  derselben 
Ebene  mit  dem  biegenden  Eräftepaare.  Wir  wollen  dies  daher 
ein  für  alle  Male  voraussetzen.  Wenn  es  ausnahmsweise  nicht 
zutrifft,  kann  man  übrigens  die  Rechnung  auf  Grund  der  hier 
gegebenen  Betrachtungen  ebenfalls  ohne  jede  Schwierigkeit 
durchführen. 

Das  Biegungsmoment  wird  hier  immer  mit  M  bezeichnet; 
es  soll  positiv  gerechnet  werden,  wenn  in  der  Zeichnung  des 
Stabes  (die  von  irgend  einer  der  beiden  Äusichtsflächen  aus 
aufgenommen  sein  kann)  das  Eräftepaar  der  äusseren  Eräfte 
für  sich  genommen  den  linken  Theil  des  Stabes  im  Sinne  des 
Uhrzeigers  zu  drehen  sucht.  Die  Scheerkraft  wird  stets  mit 
V  bezeichnet  und  sie  gilt  als  positiv,  wenn  sie  am  linken 
Theile  des  Stabes  in  der  Zeichnung  nach  oben  hin  gerichtet 
ist.  Diese  Festsetzungen  sind  in  der  technischen  Mechanik 
ganz  allgemein  eingeführt  und  man  muss  sich  daher,  «obschon 
sie  an  sich  willkürlich  sind,  daran  halten. 

Die  nächste  Aufgabe,  die  uns  gestellt  ist,  besteht  darin, 
die  Spannungen  zu  berechnen,  die  in  den  einzelnen  Theilen 
des  Querschnitts  auftreten,  wenn  M  und  V  gegeben  sind.  Wir 
wollen   sie   zuerst   noch   dadurch   vereinfachen,   dass    wir   den 

Fall    der    reinen    Biegung    voraus- 
<^^>      inv  ^     ^       setzen,  also  F  =  0  annehmen.    Auf 

Tp  I  j»|       fp    den  allgemeineren  Fall   werden  wir 


il 
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Abb.  17. 


dann  leicht  dadurch  gelangen,  dass 
wir  die  durch  V  fiir  sich  bewirkten 
Spannungen  hinzufügen.  Der  Fall 
der  reinen  Biegung  (ohne  Scheer- 
beanspruchung)  liegt  z.  B.  im  mitt- 
leren Theile  einer  Eisenbahnwagenaxe  vor  oder  auch  bei  der 
in  Abb.  17  schematisch  gezeichneten  Belastung  des  Stabes. 
Für  den  Querschnitt  mw,  der  irgendwo  im  mittleren  Ab- 
schnitte des  Stabes  gezogen  sein  kann,  reduciren  sich  alle 
äusseren  Kräfte  am  linken  Theile  des  Stabes  auf  ein  Eräfte- 
paar, dessen  Moment  =  Fp  und  das  nach  den  vorausgehenden 
Vorzeichenbestimmungen  positiv  zu  rechnen  ist. 
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Die  Aufgabe,  die  Spannungen  zu  berechnen,  ist  statisch 
unbestimmt.  Wenn  wir  auf  die  elastischen  Formänderungen 
keine  Bücksicht  zu  nehmen  hätten^  konnten  wir  jede  beliebige 
Yertheilung  der  Spannungen  über  den  Stabquerschnitt  als 
gleich  gut  möglich  ansehen  ^  wenn  sie  nur  zu  einem  Eräffce- 
paare  vom  Momente  M  führte. 

üeber  die  elastische  Formänderung^  die  der  Stab  unter 
dem  Einflusss  der  in  Abb.  17  angegebenen  Kräfte  erfährt, 
lässt  sich  zunächst  nur  aussagen^  dass  sich  die  Angriffspunkte 
der  Kräfte  im  Sinne  dieser  Kräfte  relativ  gegen  einander  etwas 
yerschieben  müssen.  Denkt  man  sich  diese  Angriffspunkte  alle 
auf  der  Stabaxe  gelegen,  so  werden  die  Verbindimgslinien  der 
aufeinanderfolgenden  Angriffspunkte  nach  der  Formänderung 
einen  Linienzi^  bilden,  der  nach  oben  hin  hohl  ist.  Wegen 
der  Stetigkeit  des  Zusammenhangs  kann  aber  die  Stabaxe 
selbst  an  keiner  Stelle  einen  Knick  erfahren;  die  ursprünglich 
gerade  Stabaxe  wird  daher  in  eine  flache  Gurve  übergehen. 
Diese  Curve  heisst  die  elastische  Linie  des  gebogenen 
Stabes. 

Diese  allgemeinen  Bemerkungen  sind  noch  zu  unbestimmt, 
um  ein  Urtheil  über  die  Vertheilung  der  Spannungen  über 
den  Querschnitt  darauf  gründen  zu  können,  um  diese  Un- 
bestimmtheit zu  heben,  nimmt  man  an,  dass  jeder  Querschnitt, 
der  senkrecht  zur  Stabaxe  gezogen  wurde,  nach  der  Form- 
änderung eben  bleibt.  Diese  Annahme  wird  zunächst  rein  will- 
kürlich eingeführt;  sie  ist  zuerst  von  Bemouilli  aufgestellt 
worden  und  dient  seit  den  Arbeiten  von  Nayier  allgemein  als 
Ausgangspunkt  der  Biegungslehre  in  der  technischen  Mechanik. 

Gegen  die  Einführung  einer  solchen  Annahme  ohne  jede 
weitere  Begründxmg  ist  natürlich  ein  ernstes  Misstrauen  am 
Platze.  In  der  That  wird  man  sich  durchaus  nicht  befriedigt 
fühlen  können,  wenn  diese  Annahme,  wie  es  oft  genug  ge- 
schieht, in  der  Form  eines  Axioms  eingeführt  wird.  Besser 
ist  es,  sie  als  einen  Satz  hinzustellen,  der  seine  Rechtfertigung 
dadurch  findet,  dass  die  aus  ihm  gezogenen  Folgerungen  im 
Einklänge  mit  der  Erfahrung  sind. 
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In  einem  späteren  Abschnitte  werden  wir  sehen,  dass  man 
die  Zulässigkeit  der  Bemouilli'schen  Annahme  auch  noch  einer 
strengeren  Prüfung  unterwerfen  kann.  Für  Körper,  die  dem 
Hooke'schen  Gesetze  gehorchen,  werden  wir  sie  bei  jener  Ge- 
legenheit wenigstens  für  den  Fall  der  reinen  Biegung  bestätigt 
finden.  Für  andere  Körper  kann  indessen  nur  durch  eine 
unmittelbare  Beobachtung  festgestellt  werden,  ob  und  bis 
zu  welchem  Grade  der  Genauigkeit  sie  in  Wirklichkeit  er- 
füllt ist. 

Eine  solche  Prüfung  habe  ich  auf  folgende  Weise  vor- 
genommen. Ein  Steinbalken  von  20  X  30  cm  Querschnitt 
wurde  auf  150  cm  Spannweite  frei  aufgelagert  und  in  der 
Mitte  belastet.  Die  Lastebene  war  parallel  der  grösseren 
Querschnittsseite.  Auf  den  Ansichtssachen  des  Balkens  Hess 
ich  mehrere  Reihen  von  kleinen  Stiften  einkitten,  auf  die  man 
Spiegel  aufschraubte.  Wenn  der  Balken  belastet  wurde,  drehten 
sich  diese  Spiegel  zusammen  mit  dem  Theile  des  Balkens,  an 
dem  sie  befestigt  waren.  Die  kleine  Drehung  der  Spiegel 
wurde  mit  Hülfe  eines  Femrohrs  beobachtet.  Dabei  zeigte 
sieh,  dass  alle  Spiegel,  die  zu  demselben  Querschnitte  ge- 
hörten, ziemlich  genau  dieselbe  Drehung  ausführten.  Das  ist 
aber  in  der  That  nur  möglich,  wenn  der  Querschnitt  —  mit 
dem  gleichen  Grade  der  Annäherung  —  eben  bleibt.  Zum 
mindesten  ist  zu  schliessen,  dass  die  Umfangsseiten  des  Quer- 
schnittsumrisses gradlinig  geblieben  sind.  Denn  wenn  sich 
eine  dieser  Seiten  merklich  krümmen  sollte,  müssten  ver- 
schiedene Linienelemente  der  Seite  verschiedene  Winkel  mit 
der  Anfangslage  bilden  und  die  verschiedene  Drehung  hätte 
sich  bei  der  Beobachtung  der  Spiegel  verrathen  müssen. 

Es  kann  daher  als  nachgewiesen  gelten,  dass  auch  selbst 
bei  solchen  Materialien,  die  dem  Hooke'schen  Gesetze  nicht 
gehorchen,  die  Bernouilli'sche  Annahme  als  hinreichend  genau 
zutreffend  angesehen  werden  kann,  unter  „hinreichend  genau" 
ist  hier  ein  solcher  Grad  der  Annäherung  zu  verstehen,  der 
die  weiteren  Schlüsse  aus  der  Bemouilli'schen  Annahme  vor 
den  gröbsten  Fehlern  schützt;   namentlich  ist  die  Krümmung 
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der  Querschnitte  im  AUgemeinen   nicht   erheblich   gegenüber 
der  Krümmung,  die  die  Stabaxe  erfährt. 

Für  den  Fall  der  reinen  Biegung  (Scheerkraft  V  =  0) 
haben  wir  keine  Veranlassung,  ein  Auftreten  von  Schub- 
spannungen im  Querschnitte  zu  vermuthen.  Zum  mindesten 
müssten  alle  Schubspannungen  unter  sich  im  Gleichgewichte 
mit  einander  stehen.  Wenn  der  Querschnitt  in  der  That  genau 
eben  bleiben  soll,  können  aber  überhaupt  keine  Schubspan- 
nungen übertragen  werden,  denn  diese  hätten  Winkelände- 
rungen y  zur  Folge,  die  an  verschiedenen  Stellen  nicht  nur 
von  verschiedener  Grösse,  sondern  auch  von  entgegengesetztem 
Vorzeichen  sein  müssten.  Es  handelt  sich  dabei  um  die  ur- 
sprünglich rechten  Winkel  zwischen  der  Querschnittsebene 
und  den  zur  Stabaxe  parallel  gezogenen  Linien.  Wenn  sich 
diese  an  verschiedenen  Stellen  um  verschiedene  Beträge 
änderten,  könnte  der  Querschnitt  offenbar  nicht  eben  bleiben. 

Wir  werden  also  festhalten,  dass  für  delt  Fall  V==0 
auch  die  Schubspannungen  t  überall  im  Querschnitte  gleich 
Null  zu  setzen  sind.  Daraus  folgt  dann  sofort  weiter,  dass 
der  Querschnitt  nach  der  Formänderung  senkrecht  zur  elasti- 
schen Linie  steht. 

Man  betrachte  jetzt  ein  Längenelement  des  Stabes,    das 
zvrischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Querschnitten  liegt.    Nach 
der   Formänderung    schneiden    sich    die   beiden   Querschnitts-    / 
ebenen   in   einer  Geraden,   die   durch  den   Krümmungsmittel-   I 
pimkt  der  elastischen  Linie  geht.   Jedem  Flächenelemente  dF 
des  Querschnitts  entspricht  ein  Theil  des  Stabes,  den  wir  als 
eine  Faser  bezeichnen  wollen.    Die  zwischen  den  aufeinander- 
folgenden Querschnitten  liegenden  Fasern  waren  ursprünglich 
gleich  lang;   nach  der  Formänderung   sind  aber  die  auf  der 
Hohlseite  der  elastischen  Linie  liegenden  kürzer  als  die  auf  / 
der  convexen  Seite  —  und  zwar  verhalten  sich  die  Längen  un-  Y 
mittelbar  wie  die  Abstände  der  Fasern  vom  Krümmungsmittel-  ) 
punkte  der  elastischen  Linie.   Den  Längenänderungen^  die  diese 
Fasern  erfuhren,  entsprechen  nach  dem  Elasticitätsgesetze  die 
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Normalspannuiißen  tf,  die  in  den  Querschnittselementen  über- 


tragen  werden.     ' 

Wir  wissen  schon^  dass  sich  die  Normalspannungen  6  zu 
einem  Eräftepaare  vom  Momente  M  zusammensetzen  müssen. 
Daraus  folgt ^  dass  im  Querschnitte  sowohl  Zug-  als  Druck- 
spannungen übertragen  werden.  Die  Fasern  auf  der  convexen 
Seite  sind  also  jedenfalls  länger  geworden  ^  als  sie  ursprüng- 
lich waren  und  die  auf  der  Hohlseite  haben  sich  verkürzt. 
Dazwischen  liegt  eine  Faserschicht,  die  sich  weder  verkürzt 
noch  verlängert  hat.  Die  ihr  im  Querschnitte  entsprechende 
Linie  wird  die  neutrale  Axe  oder  auch  die  Nulllinie  des 
Querschnitts  genannt. 

Proportional  mit  dem  Abstände  von  der  neutralen  Axe 
wachsen  die  elastischen  Längenänderungen  der  Fasern.  Wenn  .das 
Hooke'sche  Gesetz  gilt,  müssen  wir  daher  schliessen,  dass  auch 
die  Normalspannungen  ö,  die  im  Querschnitte  übertragen 
werden,  ihrem  Abstände  von  der  neutralen  Axe  proportional 
zu  setzen  sind.  Diesen  wichtigen  Schluss  hat  zuerst  Navier 
aus  der  Bemouilli'schen  Annahme  gezogen. 

Diese  ganze  Betrachtung  lässt  sich  auch  noch  durch  eine 
andere  ersetzen.  Ohne  uns  auf  die  an  sich  willkürliche  Ber- 
nouilli'sche  Annahme  zu  stützen,  können  wir  davon  ausgehen, 
dass  im  Querschnitte  jedenfalls  sowohl  Zug-  als  Druckspan- 
nungen übertragen  werden  müssen.  Die  Normalspannung  ö 
in  irgend  einem  Punkte  des  Querschnitts  kann  dann  als  eine 
zunächst  unbekannte  Function  der  Coordinaten  dieses  Punktes 
in  Bezug  auf  zwei  im  Querschnitte  rechtwinklig  zu  einander 
gezogene  Coordinatenaxen  der  y  und  z  betrachtet  werden.  Wir 
setzen  also 

Immer  wenn  man  keinen  bestimmten  Anhaltspunkt  für 
die  Form  einer  solchen  unbekannten  Function  hat,  versucht 
man  zunächst,  mit  den  einfachsten  Annahmen  dafür  auszu- 
kommen. Dass  6  nicht  constant  sein  kann,  hat  uns  schon 
die  oberflächlichste  Betrachtung  der  elastischen  Formänderung 
gelehrt.      Die   hiemach    noch    mögliche   einfachste   Annahme 
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bestellt  darin;  dass  6  eine  Function  ersten  Grades  der  Quer- 
schnittscoordinaten  ye  ist.  Das  ist  aber  gerade  die  von 
Nayier  vorausgesetzte  oder  aus  der  Bernouilli'schen  Voraus- 
setzung gefolgerte  Spannungsvertbeilung. 

Diese  Art  der  Begründung  unseres  Ansatzes  hat  den  Yor- 
zug;  dass  sie  nicht  den  Anschein  erweckt,  als  ob  es  sich  dabei 
um  ein  streng  gültiges  Naturgesetz  handle;  wir  treten  in  die 
weitere  Untersuchung  sofort  mit  dem  Bewusstsein  ein^  dass 
unsere  Biegungstheorie  nur  angenäherte  Gültigkeit  hat  und 
werden  dadurch  vor  dem  häufig  vorkommenden  Fehler  be- 
wahrty  alle  Folgerungen;  die  daraus  fliessen,  als  buchstäblich 
genau  anzusehen.  Der  fortwährende  Vergleich  unserer  Rech- 
nungen mit  den  Beobachtungsthatsachen  allein  kann  uns 
zeigen ;  wie  weit  wir  diesen  Rechnungen  vertrauen  dürfen. 
Mit  dem  blossen  Nachgrübeln  ist  es  hier  nicht  gethan.  In 
anderen  Gebieten  der  Mechanik;  die  ausschliesslich  auf  streng 
gültigen  Naturgesetzen  beruhen,  ist  man  damit  —  wenn  man 
dies  so  auffassen  will  —  in  günstigerer  Lage.  Man  kann  dort 
unter  Umständen  die  wichtigsten  Entdeckungen  bloss  am 
Schreibtische  machen.  In  der  Festigkeitslehre  müssen  aber  die 
theoretisch  abgeleiteten  Folgerungen  immer  erst  durch  den 
Versuch  geprüft  werden,  ehe  man  volles  Vertrauen  in  sie  setzen 
darf.  Glücklicherweise  liegt  eine  solche  Bestätigung  durch 
den  Versuch  indessen  in  fast  allen  wichtigeren  Fällen  schon 
vor  und  man  braucht  daher  die  Besorgniss  gegen  die  theore- 
tischen Lehren  auch  nicht  zu  übertreiben. 

Eine  Function  ersten  Grades  wird  auch  als  eine  lineare 
Function  bezeichnet,  weil  sie  durch  das  Bild  einer  geraden  Linie 

—  oder  bei  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  durch  eine  Ebene 

—  zur  Darstellung  gebracht  werden  kann.  Denken  wir  uns  also 
in  jedem  Punkte  des  Querschnitts  die  dort  auftretende  Normal- 
spannung ö  durch  eine  in  deren  Richtung  gezogene  Strecke 
in  einem  beliebigen  Maassstabe  dargestellt,  so  liegen  die  End- 
punkte aller  dieser  Strecken  nach  Navier  auf  einer  Ebene,  die 
die  ^uerschnittsebene  in  der  Nulllinie  schneidet.  In  Anleh- 
nung an  jenen  Sprachgebrauch  bezeichnet  man  das  Navier'sche 
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Spannungsvertheiluiigsgesetz  auch  als  das  lineare  oder  als  das 
Gradliniengesetz.  Die  Bezeichnungen  „lineare  Spannungs- 
vertheilung^'  und  „linearer  Spannungszustand"  dürfen  nicht  ver- 
wechselt werden.  Bei  der  letzten  denkt  mau  nur  an  die 
Spannungen,  die  in  demselben  Punkte  nach  verschiedenen  Rich- 
tungen hin  auftreten;  bei  der  ersten  handelt  es  sich  nur  um 
Spannungen  für  dieselbe  Schnittrichtung,  die  aber  in  ver- 
schiedenen Punkten  des  Querschnitts  vorkommen.  Im  Falle 
der  „reinen"  Biegungsbeanspruchung  ist  übrigens  auch  der 
Spannungszustand  in  jedem  Punkte  linear. 


§  14.    Folgerungen  aus  dem  Gradliniengesetz. 

Wir    denken    uns    die    Coordinatenaxen   der  y   und  z  im 
Querschnitte  so  gelegt,  dass  die  Z-Achse  mit  der  Nulllinie  zu- 

« 

sammenf  ällt.  Dann  ist  a  überall  unabhängig  von  0^  und  da  es 
zu  Null  wird  für  f/  =  0,  verschwindet  auch  das  constante 
Glied,  das  in  der  linearen  Function  im  Allgemeinen  auftritt. 
Bezeichnen  wir  die  Spannung  in  irgend  einem  bestimmten 
Punkte,  der  den  Abstand  i/q  von  der  Nulllinie  hat,  mit  (Jq,  so 
hat  man  fiir  jeden  anderen  Pimkt  nach  dem  Gradliniengesetz 

—  z=l.    oder  6  =  y  '  ^'  (45) 

Im  Falle  der  reinen  Biegung  müssen  die  Normalspannungen 
ein  Kräftepaar  liefern;  die  Summe  der  Zugspannungen  muss 
daher  gleich  der  Summe  der  Druckspannungen  sein.  Dabei  ist 
zu  beachten,  dass  Gl.  (45)  die  Spannung  ö  auch  schon  dem 
Vorzeichen  nach  richtig  angibt,  indem  die  nach  verschiedenen 
Seiten  der  Nulllinie  gerichteten  Abstände  y  mit  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen  zu  rechnen  sind.  Wir  können  daher 
auch  einfacher  sagen,  dass  die  algebraische  Summe  aller  Nor- 
malspannungen für  den  ganzen  Querschnitt  gleich  Null  sein 
muss.     In  Form  einer  Gleichung  heisst  dies 


j6dF=0, 
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wenn  die  Summirung  über  den  ganzen  Querschnitt  ausgeführt 
wird.     Nach  Einsetzen  von  6  aus  Gl.  (45)  wird  daraus 

/  ^  ydF  =  -^  /  ydF  =  0     oder    i ydF  =  0 .        (46) 

Die  SnxmaefydF  stellt  aber  das  statische  Moment  der  Quer- 
schnittsfläche in  Bezug  auf  dieZ-Axe  dar,  und  die  Bedingung, 
dass  dieses  Moment  Null  sein  muss,  lehrt  uns,  dass  die  mit 
der  Z'Axe  zusammenfallende  Nulllinie  durch  den 
Schwerpunkt  des  Querschnitts  geht. 

Femer  muss  das  statische  Moment  des  aus  den  Spannungen 
gebildeten  Eräftepaars  gleich  dem  Biegungsmomente  M  sein. 
Dabei  genügt  es  indessen  nicht,  dass  beide  nur  der  Grösse 
nach  einander  gleich  sind;  beide  Eräftepaare  müssen  vielmehr 
auch  in  derselben  Ebene  liegen  —  und  wir  werden  nachher 
sehen,  dass  diese  letzte  Bedingung  ebenso  wichtig  ist,  als  die 
andere.  Wenn  der  Querschnitt  des  Stabs,  wie  es  sehr  häufig 
bei  den  Anwendungen  der  Fall  ist,  symmetrisch  gestaltet  ist 
und  alle  äusseren  Kräfte  in  der  Symmetrieebene  liegen,  ist 
diese  Bedingung  freilich  von  selbst  erfüllt,  sobald  man  die 
Nulllinie,  w.e  es  wegen  der  Syuimetrieeigenschaften  nicht 
anders  sein  kann,  senkrecht  zur  Symmetrieebene  annimmt. 
Wir  wollen  hier  zunächst  den  einfachsten  Fall  behandeln, 
nämlich  den  Fall,  dass  die  Nulllinie  in  der  That  senkrecht 
zur  Ebene  des  Kräffcepaars  M  steht.  Dagegen  wollen  wir  nicht 
gerade  von  vornherein  annehmen,  dass  der  Querschnitt  sym- 
metrisch gestaltet  sei;  vielmehr  wollen  wir  ganz  allgemein 
untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  dieser  einfachste  Fall 
eintritt. 

Die  Momentengleichung  für  die  Nulllinie  (oder  die  Z-Axe) 

liefert  r  j-ci         Ti>r 

jadFy  =  M 

oder,  wenn  man  ö  aus  Gl.  (45)  einsetzt, 

^Jy^dF=M.  (47) 
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Die  über  den  ganzen  Qaerschnitt  ansgedelinte  Summen- 
gr'öaseJy^dF  ist  nur  nocli  von  der  Gestalt  des  Quersclinittes 
abhängig  und  kann^  wenn  diese  gegeben  ist,  entweder  durch 
Ausführung  der  Integration  oder,  wenn  diese  zu  viel  Schwie- 
rigkeit machen  sollte,  durch  eine  mechanische  Quadratur  immer 
leicht  berechnet  werden.  Sie  wird  das  Trägheitsmoment 
des  Querschnitts  für  die  Z-Axe  genannt.  Bezeichnet  man  dieses 
mit  @,  so  folgt  aus  GL  (47) 

^0  -  f  yo-  (48) 

Damit  ist  die  Aufgabe  gelost ,  für  irgend  einen  vorher 
in's  Auge  gefassten  Punkt  des  Querschnitts  mit  dem  Abstände 
t/Q  von  der  Z-Axe  die  Spannung  a^  zu  berechnen.  Mit  Rück- 
sicht auf  Gl.  (45)  kann  man  auch  die  Zeiger  0  in  Gl.  (48) 
nachträglich  noch  streichen. 

Gewöhnlich  will  man  die  grösste  Spannung  a  berechnen, 
die  überhaupt  im  Querschnitte  auftritt.  Man  hat  dann  unter 
j/q  in  Gl.  (48)  den  grössten  Abstand  von  der  Nulllinie  zu  ver- 
stehen, der  im  Querschnitte  vorkommt.  In  diesem  Falle  kann 
man  die  beiden  nur  von  der  Querschnittsgestalt  abhängigen 
Grössen  in  Gl.  (48)  zu  einer  einzigen  zusammenfassen,  indem 

man  setzt  ^i 

^=W.  (49) 

Die  Grösse  W  wird  das  Widerstandsmoment  des 
Querschnitts  genannt.     Hiermit  geht  Gl.  (48)  über  in 

ff  =  #,  (50) 

wobei  der  Zeiger  der  Einfachheit  wegen  weggelassen  ist,  ob- 
schcto  man  sich  wohl  zu  erinnern  hat,  dass  diese  Spannung  6 
nur  an  der  äussersten  Kante  auftritt.  Aus  der  Bedeutung  von 
@  folgt,  dass  es  eine  Grösse  von  der  Dimension  cm*  ist,  d.  h. 
dass  es  die  vierte  Potenz  einer  Länge  darstellt.  Die  Dimen- 
sion von  W  ist  cm^.  In  den  von  den  Hüttenwerken  heraus- 
gegebenen Verzeichnissen  der  von  ihnen  gewalzten  Eisenträger 
ist  zur  Bequemlichkeit  des  Benutzers   für  jedes  Profil  sowohl 
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®  als  TT  angegeben.  Gewöhnlicli  beziehen  sieb  diese  Angaben 
auf  1  mm  als  Längeneinheit;  will  man  in  cm  rechnen,  wie  es 
hier  immer  geschieht^  so  muss  man  denmach  bei  @  vier  und 
bei   W  drei  Stellen  abschneiden. 

Um  uns  zu  überzeugen,  dass  61.  (48)  den  Dimensionen 
nach  richtig  ist,  setzen  wir  die  Dimensionen  der  auf  der 
rechten  Seite  vorkommenden  Grossen  ein,  indem  wir  die  zu- 
gehörigen Zahlenwerthe  unbeachtet  lassen.  Wir  erhalten  dann, 
da  3f  in  cm  kg  anzugeben  ist, 

cm  kff  kff 

f  •  cm=  -^, 

cm*  cm*' 

und  dies  ist  in  der  That  die  Dimension  einer  specifischen 
Spannung. 

Die  vorausgehenden  Gleichungen  gelten  aber  nur  unter 
der  Voraussetzung,  von  der  aus  sie  abgeleitet  sind,  dass  näm- 
lich die  Nulllinie  senkrecht  zur  Ebene  des  Biegungsmoments 
M  steht.  Ob  und  unter  welchen  Umständen  diese  Voraus- 
setzung zutrifft,  lehrt  uns  eine  zweite  Momentengleichung, 
die  ausspricht,  dass  die  Ebene  des  aus  den  Spannungen  a  zu- 
sammengesetzten Kräftepaars  mit  der  Ebene  des  Biegungs- 
moments zusammenfällt.  Dazu  bilden  wir  die  statischen 
Momente  in  Bezug  auf  die  Y-Achse  des  Querschnitts.  Diese 
Axe  sei  in  der  Ebene  des  Biegungsmoments  angenommen, 
also  durch  den  Querschnittsschwerpunkt  senkrecht  zur  Null- 
linie gezogen,  und  das  statische  Moment  der  äusseren  Kräfte 
ist  daher  für  sie  gleich  Null.  Dasselbe  muss  also  auch  von 
dem  statischen  Momente  der  Spannungen  zutreffen.  Wir 
haben  also 

f6dF0  =  0       oder  f0ydF  =-  0 ,  (51) 

wobei  die  letzte  Form  der  Gleichung  wieder  durch  Einsetzen 
von  6  aus  Gl.  (45)  aus  der  vorhergehenden  gefunden  wird. 

Auch  die  Summengrösse  JyzdF  hängt  nur  von  der  Ge- 
stalt des  Querschnitts  und  von  der  Richtung  der  Schwer- 
punktsaxe  ab,  die  mit  der  Nulllinie  zusammenfällt.  Alle 
Summengrössen,  die  über  den  Querschnitt  zu  erstrecken  sind 
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und  die  Producte  aus  den  Flächenelementen  uind  den  Quer- 
schnittscoordinaten  enthalten^  bezeichnet  man  als  Momente  und 
bemisst  deren  Grad  nach  der  Zahl  der  Querschnittscoordinaten^ 
die  als  Pactoren  in  jenen  Producten  auftreten.  Wie  das  Träg- 
heitsmoment ist  daher  a,\ich.Jy0dF  als  ein  Moment  zweiten 
Grades  des  Querschnitts  zu  bezeichnen.  Man  hat  ihm  noch  die 
besonderen  Namen  „Centrifugalmoment"  oder  auch  „De- 
viationsmoment'^  gegeben.  Es  soll  mit  O  bezeichnet  werden, 
wobei  die  besonderen  Axenrichtungen  durch  angehängte  Zeiger 
kenntlich   gemacht   werden   können.     Gl.  (51)  kann   hiernach 

auch  in  der  Form  ^  r^  /^on 

Oy.^O  (52) 

ausgesprochen  werden.  Damit  ist  die  gesuchte  Bedingung  ge- 
funden; nur  dann,  wenn  das  Centrifugalmoment  des 
Querschnitts  für  ein  durch  den  Schwerpunkt  gelegtes 
rechtwinkliges  Axenkreuz,  von  dem  eine  Axe  in  die 
Ebene  des  Moments  der  äusseren  Kräfte  fällt,  gleich 
Null  ist,  können  die  Spannungen  nach  den  einfachen 
Formeln  (48)  oder  (50)  berechnet  werden. 

Ein  Trägheitsmoment  kann  nie  zu  Null  werden,  da  es 
sich  aus  lauter  positiven  Gliedern  zusammensetzt.  Dagegen 
tragen  alle  Flächentheile  des  Querschnitts,  die  im  ersten  und 
dritten  Quadranten  des  Axenkreuzes  liegen,  positive,  alle  im 
zweiten  und  vierten  Quadranten  negative  Glieder  zum  Centri- 
fugalmomente  bei.  Das  Centrifugalmoment  kann  daher  ebenso- 
wohl negativ  als  positiv  oder  gleich  Null  werden.  Der  letzte 
Fall  wird,  wie  man  ohne  Weiteres  einsieht,  immer  bei  sym- 
metrischen Querschnitten  eintreten,  wenn  eine  Axe  des  Axen- 
kreuzes mit  der  Symmetrieaxe  zusammenfällt,  denn  die  Bei- 
träge von  je  zwei  spiegelbildlich  zu  einander  liegenden 
Flächentheilen  heben  sich  gegen  einander  gerade  auf. 

Ehe  wir  die  Berechnung  der  Spannungen  auf  den  Fall 
ausdehnen,  dass  Oy^  nicht  gleich  Null  ist,  müssen  wir  einige 
geometrische  Betrachtungen  über  die  Momente  zweiten  Grades 
einschalten. 
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§  15.    TiSgheits-  und  Oentrifagalmomente  von  Qner- 
Bohnlttsflilohen. 

Wir  wollen  uns  zunächst  die  Aufgabe  stellen,  die  Ttäg- 
heitsmomente  eines  Querschnitts  fUr  alle  Äzen,  die  man  in 
der  QuerBchuittsebeue  ziehen  kann,  unter  einander  zu  ver- 
gleichen. In  Abb.  la  gebe  die 
schraffitte  Fläche  eine  Quer- 
achnittsfläche  von  beliebiger  Qe- 
stalt  an;  AÄ  sei  die  Axe,  für 
die  man  das  Tri^heitsmoment  -{ 
berechnen  soll  nnd  S  sei  der 
Schwerpunkt  der  Fläche.  Mao 
ziehe  durch  S  eine  zweite  Axe, 
die  zu  AA  parallel  ist.  Das 
Trägheitsmoment  für  diese 
Schwerponktsaxe  sei  einlach  mit  &,  das  fQr  die  Axe  AA,  die 
den  Abstand  a  von  S  hat,  mit  &a  bezeichnet.  Der  Abstand 
eines  Flächenelementes  dF  von  der  Schwerpunktsaxe  sei  gleich 
y,  das  positiv  oder  negativ  gerechnet  werden  soll,  je  nachdem 
es  in  entgegengesetzter  oder  in  gleicher  Richtung  mit  a  liegt 
Dann  hat  man 

&a=J{y  +  aydF=Jy'dF  +  2aßriF  +  a'  JdF. 

Das  erste  Glied  gibt  das  Trägheitsmoment  ®  ftir  die 
Schwerpunktsaxe  an.  Das  zweite  Glied  ist  gleich  Null,  denn 
JydF  ist  das  statische  Moment  der  Querschnittsfläche  für  eine 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  Axe  und  dieses  verschwindet 
für  alle  Schwerlinien.  Im  dritten  (rliede  kann  man  JdF  zur 
ganzen  Querschnittsfläche  F  zusammenfassen.  Die  vorige  Glei- 
chung vereinfacht  sich  daher  zu 

&^  =  &-\-a'-F.  (53) 

Man  kann  hiernach  auf  sehr  ein&che  Weise  fOr  alle 
übrigen  Axen  die  Tt^heitsmomeute  angeben,  sobald  man  sie 
für  alle  Schwerpunktsaxen  kennt.  Dieser  Satz  wird  häufig 
gebraucht,  um  das  Tr^heitsmoment  eines  Querschnitts  zu  be- 

FOppl,  F»ilgkellal«hn.  7 
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rechnen,  der  sich  aus  yersciliedenen  Flächen  von  einfacher 
Gestalt,  z.  B.  aus  lauter  Rechtecken,  wie  der  I-fÖrmige  Quer- 
schnitt, zusammensetzt,  wovon  bei  den  Aufgaben  noch  weiter 
die  Rede  sein  wird. 

Es  handelt  sich  jetzt  nur  noch  darum,  die  Tr^heits- 
momente  f9r  die  in  verschiedenen  Richtungen  durch  den 
Schwerpunkt  gezogenen 
Äxen  mit  einander  zu 
vei^leichen.  Wir  legen 
in  Abb.  19  durch  den 
Schwerpunkt  in  belie- 
-^"- '  biger  Richtung  ein 
rechtwinkl^es  Axen- 
—  '  kreuz  der  TZund  ziehen 
noch  eine  dritte  Schwer- 
linie AAf  die  mit  der 
Y-Richtung  den  belie- 
bigen Winkel  k  bildet. 
Die  Coordinaten  eines 
Flächenelementes  dF 
seien  mit  ys,  der  Abstand  zwischen  dF  und  AA  mit  v  und 
der  Abschnitt,  den  v  auf  AA  von  S  an  gerechnet  bildet,  mit 
u  bezeichnet.     Dann  ist 

«  ^  ycOäa  -f-  :Ssina 
V  ^  —  y  sina  -{-  e  cos« . 
Für  das  Tr^heitsmoment  ®„  in  Bezug  auf  die  Aie  AA 
erhalten  wir 

&„  =  Jv^dF  =f(Bcosa  —yaiaaydF. 
Beim  Ausquadriren  geht  dies  über  in 

@„=L  cos*aj2"rf-F+  sin*«  Jy^dJ"—  ^BvaaaoauJyedF. 
Die  hier  noch  vorkommenden  SummengrÖssen  bilden  aber 
die  Momente  zweiten  Grades  für  die   Coordinateoaxen   der  y 
und  z.    Versteht  man  unter  0^  das  Trägheitsmoment  in  Bezug 
auf  die   Y-Axe,  also 
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und  entsprechend  bei  den  anderen  Momenten^  so  hat  man  auch 
@„  =  008*'^«  ®y  4"  sin*«  @,  ■—  sin  2«  9y, .  (54) 

Wir  bilden  sofort  auch  das  Centrifugalmoment  Oa  für 
die  Axe  AA  und  eine  zu  ihr  senkrecht  gezogene.  Nach  der 
Definition  des  Centrifugalmoments  ist 

Oa  =  fuv  dF  =  f(y  eoaa  -\-  issina)  ( — ysina  +  0CO8a)dF. 

Nach   Ausmultipliciren    und   Einsetzen    der   Werthe    fär    die 
dabei  aufkretenden  Summengrossen^  geht  dies  über  in 

0a  =  -^ — -  sin  2«  +  Qy»  cos  2« .  (55) 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (54)  und  (55)  vermögen  wir 
die  Momente  zweiten  Orades  für  alle  anderen  Schwerpunkts- 
axen  anzugeben  ^  wenn  sie  für  irgend  zwei  zu  einander  senk- 
rechte Axen  bereits  bekannt  sind.  Wir  wollen  jetzt  unter- 
suchen^ für  welche  Richtungen  der  Schwerpunktsaxe  das 
Trägheitsmoment  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  wird. 
Dazu  differentiiren  wir  0a  nach  a  und  erhalten 

-^ —  =  —  2  cosa  sin«  ©y  +  2sina  cosa  0,  —  2cos 2«  Oy, 
=  (@,  —  @y)  sin 2«  —  2cos  2«  Oy, 

=  -  20a. 

Für  ein  Maximum  oder  Minimum  von  &a  muss  der  Dif- 
ferentialquotient verschwinden  und  wir  sehen  ^  dass  dies  bei 
jenen  Axen  zutrifft,  für  die  das  Centrifagalmoment  verschwin- 
det. Durch  Auflösen  der  Gleichung  Oa  =  0  erhalten  wir  für 
diese  ausgezeichneten  Richtungen 

tg2«  =  ^^-  (56) 

Welchen  Werth  auch  der  Bruch  auf  der  rechten  Seite 
haben  möge,  man  kann  immer  zwei  zwischen  0  und  2jr  lie- 
gende Winkel,  die  sich  um  zwei  Rechte  von  einander  unter- 
scheiden, angeben,   deren  Tangente  gleich  diesem  Werthe  ist. 

7* 
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Es  gibt  also  auch  immer  zwei  zwischen  0  und  %  liegende  Win- 
kel«, von  denen  der  eine  um  einen  Rechten  grösser  ist,  als  der 
andere,  für  die  das  Centrifugalmoment  zu  Null  wird  und  0 
einen  grössten  oder  kleinsten  Werth  annimmt.  Ob  der  eine 
oder  der  andere  Fall  vorliegt,  vermag  man  leicht  mit  Hülfe 
des  zweiten  DifiPerentialquotienten  zu  entscheiden.  Es  genügt 
aber  auch,  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  sich  %  stetig 
ändert,  wenn  man  die  Axe  AA  eine  Umdrehung  ausführen 
lässt,  und  dass  daher  von  den  beiden  ausgezeichneten  Werthen 
nothwendig  der  eine  ein  Maximum,  der  andere  ein  Minimum 
sein  muss.  Die  beiden  zu  einander  senkrechten  Richttingen, 
die  durch  Gl.  (56)  bestimmt  sind,  werden  die  Hauptaxen 
des  Querschnitts  genannt. 

Jeder  beUebig  gestaltete  Querschnitt  hat  also  immer  min- 
destens zwei  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Hauptaxen. 
War  zufällig  cp^^  ==  0,  so  sind  die  Coordinatenaxen  nach  Gl. 
(56)  selbst  die  Hauptaxen.  Es  kann  aber  auch  vorkommen, 
dass  jede  Schwerpunktsaxe  des  Querschnitts  zugleich  eine 
Hauptaxe  ist,  nämlich  dann,  wenn  cp^^^  =  0  und  zugleich 
®z  =  ®y  ist.     Der  Bruch  auf  der  rechten  Seite  von  GL  (56) 

nimmt  dann  die  unbestimmte  Form  —  an;  wir  erkennen  aber 

aus  Gl.  (55),  dass  in  diesem  Falle  ^a  für  jede  Axe  ^^  zu 
Null  wird  und  aus  Gl.  (54)  folgt,  dass  dann  alle  Trägheits- 
momente 0a  unter  einander  gleich  sind.  Dieser  Fall  liegt 
z.  B.  bei  einem  Quadrate  oder  überhaupt  bei  jedem  regel- 
mässigen Vielecke  vor. 

Um  die  Centrifugalmomente  brauchen  wir  uns  in  der 
Folge  nicht  weiter  zu  kümmern.  Dagegen  wollen  wir  noch 
eine  geometrische  Darstellung  ableiten,  mit  deren  Hülfe  man 
die  in  den  vorausgehenden  Formeln  ausgesprochenen  Gesetz- 
mässigkeiten leicht  zu  überblicken  vermag.  Zu  diesem  Zwecke 
können  wir  uns  die  Coordinatenaxen  der  y  und  z  von  vorn- 
herein in  die  Richtungen  der  Hauptaxen  gelegt  denken. 
Gl.  (54)  vereinfacht  sich  unter  dieser  Voraussetzung  zu 

@^  :=  cos^aÖy  -j-  sin^a  @^.  (57) 
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An  Stelle  der  Trägheitsmomente  selbst  wollen  wir  in 
diese  Gleichung  die  Trägheitsradien  einfahren.  Dividirt 
man  nämlich  jedes  Trägheitsmoment  durch  die  Fläche  des 
Querschnitts^  so  erhält  man  eine  Grosse^  die  das  Quadrat  einer 
Länge  darstellt.     Setzt  man  also 

«  =  5,  (58) 

so  bedeutet  ta  den  quadratischen  Mittelwerth  der  Abstände 
aller  Flächenelemente  des  Querschnitts  von  der  Axe.  Dieser 
Mittelwerth  wird  als  Trägheitshalbmesser  bezeichnet;  man 
rechnet,  da  er  eine  Strecke  bildet^  mit  ihm  oft  viel  bequemer 
als  mit  dem  Trägheitsmomente  selbst.  Durch  Division  mit  F 
geht  Gl.  (57)  über  in 

tl  =  cos»a  ^/  +  sin»«  ^,^  (59) 

um  ta  als  Funktion  des  Richtungswinkels  a  geometrisch 
darzustellen^  würde  es  am  nächsten  liegen^  die  Grösse  von  ta 
auf  jeder  Schwerpunktsaxe  abzutragen  und  alle  Endpunkte 
durch  eine  Curve  zu  verbinden.  Wenn  auch  gegen  diese  Dar- 
stellung nichts  einzuwenden  ist,  so  wäre  sie  doch  nicht  be- 
quem^ da  die  erhaltene  Curve  vom  vierten  Grade  wäre  und  über 
deren  Eigenschaften  nichts  als  bekannt  vorausgesetzt  werden 
könnte.  Mau  muss  bei  solchen  Darstellungen  immer  suchen^  mit 
wohlbekannten  Curven,  also  namentlich  mit  Curven  zweiten 
Grades  auszukommen.  Dies  ist  hier  auch  leicht  möglich^  wenn 
man  auf  jeder  Schwerpunktsaxe  nicht  ta  selbst,  sondern  eine 
Strecke  abträgt,  die  ihr  umgekehrt  proportional  ist.  Zu  diesem 
Zwecke  wähle  man  eine  beliebige  Strecke  m  und  bilde  zu 
jedem  Trägheitshalbmesser  t  den  Werth 


m* 


r-=^.  (60) 


Setzt  man  den  Werth  von  t  aus  dieser  Gleichung  in 
Gl.  (59)  ein,  so  geht  sie  nach  einer  einfachen  Umformung 
über  in  ,  v  •      y      •      v  9 

, » {^y+  (!^)'  (61) 
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und  dies  ist,  wenn  r«  als  Radiusvektor  auf  jedem  Strahl  a 
abgetragen  wird,  die  Mittelpunktsgleichung  einer  Ellipse^  auf 
der  die  Endpunkte  der  Radienvektoren  enthalten  sind.  Der 
Massstab  ^  in  dem  die  Ellipse  gezeichnet  ist^  hängt  von  der 
Wahl  des  beliebigen  Faktors  m  in  Gl.  (60)  ab. 

Noch   etwas  übersichtlicher   wird   die  Darstellung^   wenn 
man   sich  einer   bekannten  Eigenschaft   der  Ellipse   erinnert. 


Abb.  80. 

Zieht  man  nämlich  in  Abb.  20  zu  dem  Durchmesser  AA  einer 
Ellipse  eine  parallele  Tangente  TT,  so  ist  das  Perpendikel  p 
Yom  Mittelpunkt  auf  die  Tangente  durch  die  Gleichung 

p^  «=  a^  sin^  a  ■\-h^  cos^ «  (62) 

gegeben  und  aus  dem  Vergleiche  mit  GL  (59)  folgt,  dass  p 
den  ZM  AA  gehörigen  Trägheitshalbmesser  angibt,  wenn  man 
die  Halbaxe  a  ==  t,  und  b  =  ty  macht.  Die  auf  diese  Art  er- 
haltene Ellipse  ist  übrigens  unter  jenen  enthalten,  die  bei  der 
vorigen   Darstellung   gefanden  wurden.     Es  ist  nämlich  jene, 

gewählt  wird,  denn  beide  stimmen  sowohl  in  den  Richtungen 
als   in  den  Grössen  der  Hauptaxen  mit  einander  überein.     Es 


\ 
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ist  zweckmässig,  auch  wenn  man  an  der  ersten  Darstellung 
festhalten  will,  m  stets  in  dieser  Grösse  zu  wählen.  Die  so 
bestimmte  Ellipse  heisst  allgemein  die  Trägheitsellipse. 
Man  kann  nämlich  die  ganze  vorausgehende  Betrachtung  mit 
geringer  Aenderung  auch  für  alle  Strahlen  durchführen,  die 
nicht  durch  den  Schwerpunkt,  sondern  durch  einen  anderen 
beliebig  gewählten  Punkt  des  Querschnitts  gezogen  sind;  ich 
habe  hier  davon  abgesehen,  da  ich  nicht  unnöthiger  Weise 
umständlicher  in  der  Darstellung  werden  wollte,  als  es  durch 
den  Zweck  geboten  ist.  Für  die  durch  den  Schwerpunkt 
gehenden  Axen  führt  die  Trägheitsellipse  den  besonderen  Namen 
Centralellipse. 

Man  kann  übrigens,  auch  ohne  von  dem  in  Gl.  (62)  aus- 
gesprochenen Satze  Gebrauch  zu  machen,  die  zweite  Dar- 
stellung aus  der  ersten  ableiten.  Zu  diesem  Zwecke  betrachte 
man  die  CentralellipsC;  die  zunächst  dadurch  definirt  sei,  dass 
auf  jedem  Strahle,  die  Strecke  r  nach  Gl.  (60)  (mit  w?  =  tyi^ 
abgetragen  ist,  als  Projection  eines  Kreises.  Um  diesen  Kreis 
denke  man  sich  eine  Anzahl  von  Quadraten  umschrieben,  die 
man  mit  projicirt.  Alle  diese  Quadrate  und  daher  auch  alle 
ihre  Projectionen  haben  gleichen  Flächeniphalt.  Daraus  folgt 
sofort,  wenn  |?  wieder  das  vorher  damit  bezeichnete  Perpen- 
dikel bedeutet,  dass  px  constant  und  zwar  gleich  Xy  x»  sein 
muss,  also 

y  z 

und  hiermit  'p  ^=^  t 

Wenn  die  Centralellipse  gegeben  ist,  findet  man  den  zu 
irgend  einer  Axe  gehörigen  Trägheitshalbmesser  immer  am 
einfachsten,  indem  man  eine  parallele  Tangente  an  die  Ellipse 
zieht  und  deren  Abstand  vom  Mittelpunkt  mit  dem  Zirkel  ab- 
misst.  Man  hat  dann  keine  Umrechnung  nöthig,  wie  sie  nach 
Gl.  (60)  erforderlich  wird,  wenn  man  von  dem  Radiusvektor  x 
ausgeht,  der  von  der  Centralellipse  auf  dem  Strahle  abge- 
schnitten wird. 

Die  Aufgabe,  das  Trägheitsmoment  für  irgend  eine  in  der 
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Querschnittsebene  enthaltene  Axe  möglichst  schnell  anzugeben^ 
ist  durch  die  vorausgehenden  Betrachtungen  als  gelöst  anzu- 
sehen, sobald  die  Gentralellipse  bekannt  ist.     Es  bleibt  noch 
übrig  zu  zeigen,  wie  man  diese  selbst  erhält.     Hat  der  Quer- 
schnitt eine  Symmetrieaxe,  so  kennt  man  sofort  die  Richtungen 
der  Hauptaxen  und  man  braucht  nur   die  Trägheitsmomente 
durch  unmittelbare  Ausführung  der  Summirung  aufzusuchen, 
um   die  Hauptträgheitsradien   und   damit   die  Hauptaxen  der 
CeDtralellipse  zu  erhalten.     Im  anderen  Falle  zieht  man  drei 
Schwerpunktsaxen   in    beliebigen   Richtungen,    berechnet    für 
diese    unmittelbar    die   Trägheitsmomente,    findet   daraus   die 
Trägheitsradien   und   zieht   dann  zu  beiden  Seiten  jeder  Axe 
eine  Parallele,  deren  Abstand  gleich  dem  Trägheitsradius  ge- 
macht wird.     Man   hat   damit   sechs  Tangenten   der  Gentral- 
ellipse gefunden.     Nach  dem  Satze  von  Brianchon  kann  man 
dann  noch  beUebig  viele  andere  Tangenten  in  einfachster  Weise 
construiren.     Die  Ellipse   selbst  wird  damit,  ebenfalls  als  die 
von  diesen  Tangenten  umhüllte  Gurve  bekannt.    Darin  besteht 
eben  der  Vortheil,  den  die  Darstellung  mit  Hülfe  einer  Gurve 
zweiten   Qrades   gewährt,    dass   man   bei  allen  weiteren  Gon- 
structionen   unmittelbar    an  bekannte  Eigenschaften   und    be- 
kannte Sätze  anknüpfen  kann.  —  Natürlich  kann  man  anstatt 
dieses  Verfahrens  auch  das  Gentrifugalmoment  neben  den  beiden 
Trägheitsmomenten  für  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Axen 
berechnen   und   die  Lage   der  Hauptaxen   nach   Gl.  (56)   be- 
stimmen. 

Für  die  in  der  Technik  viel  gebrauchten  Walzeisenprofile 
sind  die  Richtungen  der  Hauptaxen  und  die  zugehörigen  Träg- 
heitshalbmesser oder  Trägheitsmomente  ein  für  alle  Male  voraus- 
berechnet, und  in  den  in  allen  Zeichenstuben  zu  findenden 
Verzeichnissen  angegeben,  so  dass  man  in  der  Mehrzahl  aller 
Fälle  die  Gentralellipse  auf  Grund  dieser  Angaben  ohne  wei- 
teres auftragen  kann. 

Ich  habe  bisher  immer  nur  von  den  Trägheitsmomenten 
für  solche  Axen  gesprochen,  die  in  der  Querschnittsebene  selbst 
enthalten    sind.     Man   kann    diese    Untersuchung   leicht   auch 
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auf  solche  Fälle  ausdehnen,  bei  denen  die  Axe  einen  belie- 
bigen Winkel  mit  der  Querscbnittsebene  bildet  (oder  ihr 
parallel  ist).  In  der  Festigkeitslehre  kommt  indessen  nur 
noch  einer  von  diesen  Fällen  in  Frage,  nämlich  das  Trägheits- 
moment für  eine  zur  Querschnittsebene  senkrechte  Axe.  Dieses 
wird  als  das  polare  Trägheitsmoment  bezeichnet.  Ge- 
braucht man  daf&r  den  Buchstaben  0pj  so  ist  es  definirt  durch 
den  Ansatz  ^ 

wenn  r  der  senkrechte  Absfand  zwischen  dF  und  der  Axe  ist. 
Zieht  man  durch  den  Schnittpunkt  der  Axe  mit  der  Quer- 
schnittsebene wieder  zwei  Coordinatenaxen,  so  hat  man 

und  daher 

®p-=®y+®,.  (63) 

@p  ist  also  mit  gegeben,  wenn  man  die  Centralellipse  kennt. 
Bezeichnet  man  speciell  die  Hauptträgheitsmomente  mit  6^^ 
und  @2  ^^^  beachtet,  dass  die  Coordinatenaxen  jetzt  in  be- 
liebiger Richtung  gezogen  sein  durften,  so  erhält  man  aus 
61.  (63)  noch  die  einfache  Beziehung 

d.  h.  die  Summe  der  Trägheitsmomente  für  irgend  zwei  auf 
einander  rechtwinklige  Äxen,  die  in  der  Querschnittsfläche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  gezogen  sind,  ist  constant. 

§  16.    Berechnung  der  Spannungsvertheilung  bei  sohiefer  * 

Belastung. 


i  Schief  nennt  man  die  Belastung  ehies  auf  Biegung  be- 

I  .  anspruchten  Stabes,  wenn  die  Ebene  der  äusseren  Kräfte  oder 
die  Ebe^e  des  Biegungsmomentes  nicht  durch  eine  Hauptaxe 
des  Querschnitts  geht.  Wenn  die  Kräfte  alle  in  einer  ein- 
zigen Ebene,  der  Kraftebene,  enthalten  sind,  zerlegt  man  jede 
I  Kraft  in  zwei  Gomponenten  parallel  zu  den  beiden  Querschnitts- 

^  hauptaxen  und  setzt  die  Gomponenten  von  jeder  Richtung  zu 


1 
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einem  Biegungsmomente  zusammeD^  dessen  Ebene  dann  eben- 
falls durch  eine  Hauptaxe  gebt.  Im  anderen  Falle  kann  man 
wenigstens  nachträglich  das  Biegungsmoment  in  zwei  Kräfte- 
paare zerlegen,  deren  Ebenen  durch  die  Hauptaxen  gehen. 
Wird  der  Winkel,  den  die  Ebene  des  Biegungsmoments  M 
mit  einer  der  Hauptaxen  bildet,  mit  a  bezeichnet,  so  sind  die 
Momente  der  beiden  Componenten  gleich  Jf  cos«  und  gleich 
ikf  sin«.  Dann  berechnet  man  die  Spannungen,  die  durch  jede 
Componente  fQr  sich  genommen  im  Querschnitte  hervorgerufen 
werden,  nach  Gl.  (48)  oder  Gl.  (50),  die  hier  anwendbar  sind. 
Die  durch  das  Zusammenwirken  fceider  Componenten  ent- 
stehenden Spannungen  findet  man  daraus  durch  algebraische 
Summirung  der  beiden  Werthe.    Im  Ganzen  hat  man  daher 

a ^.y -{.-«.  (64) 

*  y 

Eine  einfache  Betrachtung  lässt  nachträglich  erkennen, 
an  welcher  Stelle  des  Querschnitts  6  seinen  grössten  Werth 
annimmt. 

Zur  Begründung  dieses  Verfahrens  kann  man  sich  ent- 
weder auf  das  Gesetz  der  Superposition  verschiedener  Span- 
nungszustände  berufen  oder  man  kann  auch  darauf  hinweisen, 
dass  '  die  durch  Gl.  (64)  angegebene  Spannungsvertheilung 
linear  ist  und  dabei  das  Gleichgewicht  zwischen  den  äusseren 
und  inneren  Kräften  hersteUt.  Bei  linearer  Spannungsver- 
theilung ist  ein  solches  Gleichgewicht  nur  auf  eine  einzige 
Art  möglich,  denn  die  Richtung  der  Nulllinie  bestimmt  ein- 
deutig die  Ebene  des  aus  den  Spannungen  resultirenden  Kräfte- 
paars und  die  Grösse  der  Spannung  in  einem  gegebenen  Ab- 
stände von  der  Nulllinie  bestinmit  ebenfalls  eindeutig  die 
Grosse  des  statischen  Moments  dieses  Kräftepaars.  —  Wenn 
das  Gesetz  der  Superposition  für  den  betreffenden  Stoflf  nicht 
gültig  ist,  verliert  die  zuerst  gegebene  Begründung  ihre  Be- 
deutung. In  diesem  Falle  ist  aber  auch  kaum  anzunehmen, 
dass  die  Spannungsvertheilung  linear  ist  und  die  andere  Be- 
gründung versagt  daher  ebenfalls.     In  der  That  darf  man  in 
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diesem  Falle  nicht  darauf  rechnen  ^  dass  Ol.  (64)  ziemlich 
genau  richtig  ist;  ihre  Anwendung  kann  vielmehr  zu  erheb- 
lichen Abweichungen  von  der  Wirklichkeit  führen.  Indessen 
gilt  dies,  wie  schon  öfters  bemerkt,  bei  allen  Festigkeits- 
berechnungen, die  sich  auf  solche  Stoffe  beziehen. 

Ein  einfaches  Beispiel  möge  noch  die  Anwendung  von 
Gl.  (64)  zeigen.  Ein  Holzbalken  sei  als  Dachpfette  verwendet^ 
so  dass  eine  Querschnittsseite  in  die 
Neigung  der  Dachfläche  fällt.  Der 
Querschnitt  des  BalkensSst  in  Abb. 
21  gezeichnet.  Nimmt  man  an,  dass 
die  Belastung  Q  des  ganzen  Balkens 
(sammt  Eigengewicht)  gleichmässig 
über  die  ganze  Spannweite  {  vertheilt 
ist;  so  hat  man  zunächst  für  das 
Biegungsmoment  in  der  Mitte,  wie 
man  leicht  findet, 
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Ol 

8 


K C 

1           1    ..y— 

^>i 

1           o^        :\              ; 

\                         —  ^X"" 

V-~  —  "  — 

"_=A    ; 

W..-^-s 

^'       M       \ 

Die  Ebene   von   M  steht    loth- 


Abb.  21. 


n 


recht  und  bildet  daher  Winkel  von  a  imd  -    —  "    °ii^   ^^^^ 

Hauptaxen.    Die  Componenten  von  M  in  den  durch  die  Haupt- 

axen  gelegten  Ebenen  sind  in  die  Abbildung  eingeschrieben. 

Das  Trägheitsmoment  6^«  eines  Rechtecks  folgt  aus 


12 


2 


und  das  Widerstandsmoment  Wz  daher 

Die  Momente  für  die  andere  Hauptaze  findet  man  daraus 
durch  Vertauschung  von  b  mit  A.  —  Durch  das  Axenkreuz 
der  Y  und  Z  wird  das  Rechteck  in  vier  Quadranten  zerlegt, 
von  denen  zwei  durch  die  Belastungscomponenten  Msinu  und 
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M  coB  cc  Spannungen  entgegengesetzten  Vorzeichens  er&hren, 
während  sich  bei  den  beiden  anderen  die  Spannungen  addiren. 
Man  erkennt  daraus,  dass  an  der  Ecke  A  die  grösste  Druck- 
und  bei  B  die  grosste  Zugspannung  auftritt  und  dass  beide 
von  einerlei  Grösse  sind.  Diese  grösste  Spannung  folgt 
daher  aus 

Die  in  Abb.  21  mit  c  bezeichnete  Breite  der  Horizontal- 
projection  des  Balkens  ist 

c  =»  &  cosa  +  Ä  sina 

und  man  kann  daher  für  den  vorausgehenden  Ausdruck  auch 
einfacher  « Mn 

*  =  W  (65) 

schreiben,  was  für  die  practische  Ausführung  der  Berechnung 
am  bequemsten  ist.  Für  M  hat  man  entweder  den  vorher 
angegebenen  Werth  einzusetzen,  oder  wenn  die  Belastung  nicht 
gleichförmig  vertheilt  sein  sollte,  das  anderweitig  in  der  Kraft- 
ebene  berechnete  Biegungsmoment.  Mit  c  =  &  geht  der  Fall 
in  den  einfacheren  über,  dass  die  zu  h  parallele  Symmetrie- 
axe  in  die  lothrechte  Kraftebene  fallt. 

§17.    Bxoentrisohe  Zug-  oder  Draokbelastung  eines  Stabes. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  die  äusseren  Kräfte  am  einen 
Theile  des  Stabes  sich  auf  eine  einzige  Kraft  zurückführen 
lassen,  die  senkrecht  zum  Querschnitte  steht,  dabei  aber  nicht 
durch  den  Schwerpunkt  geht.  Dieser  Belastungsfall  führt  die 
in  der  üeberschrift  angegebene  Bezeichnung.  Offenbar  handelt 
es  sich  hierbei  um  einen  Fall  der  zusammengesetzten  Festig- 
keit, nämlich  um  das  Zusammenwirken  einer  axialen  Be- 
lastung mit  einer  reinen  Biegungsbelastung.  Denn  nach  den 
früher  gegebenen  Vorschriften  ist  die  äussere  Kraft  zu  er- 
setzen durch  eine  ihr  gleiche  und  parallele,  die  im  Schwer- 
punkte  angreift    und    das    bei   dieser   Parallelverlegung    auf- 
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tretende  Kräftepaar^  dessen  Ebene  durch  die  Stabmittellinie 
geht.  Dieses  Eräftepaar  zerlegen  wir  noch^  wie  im  vorigen 
Paragraphen,  in  zwei  Componenten  nach  den  Richtungen  der 
Hauptaxen. 

In  Abb.  22  ist  von  dem  Querschnitt  nur  die  Central- 
ellipse  gezeichnet;  man 
kann  sich  den  Quer- 
schnittsumriss  beliebig 
hinzudenken.  A  sei  der 
Angriffspunkt  der  äus- 
seren Kraft  P  mit  den 
Coordinaten  u  und  v 
in  Bezug  auf  die  Haupt- 
axen. Dann  ist  noch 
irgend  ein  Flächenele- 
ment dF  des  Quer- 
schnitts mit  den  Coor- 
dinaten y  und  0  angegeben.  Die  Spannung  6  am  Orte  y0 
setzt  sich  aus  drei  Oliedem  zusammen,  nämlich 

P    ,    Pv       .    Pu 


Abb.  22. 
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Das  erste  Glied  rührt  von  der  axialen  Belastung  her;  im 
zweiten  Oliede  ist  Pv  das  Moment  des  Kräftepaars,  dessen 
Ebene  parallel  zur  Hauptaxe  Z  ist  und  ähnlich  im  dritten 
Gliede.  Durch  Einführung  der  Trägheitshalbmesser,  die  gleich 
den  Halbaxen  a  und  b  der  Centralellipse  sind,  an  Stelle  der 
Trägheitsmomente  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

••-?(i  +  r.  +  Ä-  CM) 

In  der  neutralen  Äxe  des  Querschnitts  muss  dieser  Aus- 
druck   verschwinden,   wir   erhalten   daher    als   Gleichung   der 

Nulllinie 

(67) 


a*  "^  6«  "~         ^  • 


Darin  sind  y   und   0   die  Coordinaten    von   Punkten    der 
Nulllinie,  die  selbstverständlich  —  nämlich  weil  dies  schon  bei 
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der  Aufstellung  der  Ausdrücke  für  die  Spannungen  voraus- 
gesetzt wurde  —  eine  gerade  Linie  ist.  Die  Coefficienten  von 
y  und  z  in  GL  (67)  hängen  von  den  Coordinaten  u  und  t;, 
also  von  der  Lage  des  Angriffspunktes  der  excentrischen  Be- 
lastung ab.  Jedem  Punkte  A  ist  durch  61.  (67)  eine  be- 
stimmte Nulllinie  zugeordnet.  Wir  wollen  uns  jetzt  die  Auf- 
gabe stellen^  diesen  Zusammenhang  näher  zu  untersuchen. 

Zu  diesem  Zwecke  sei  zunächst  angenommen^  der  Angriffs- 
punkt A  liege  auf  der  Centralellipse.  Die  Coordinaten  irgend 
eines  Punktes  dieser  Ellipse  seien  mit  i^£;  bezeichnet.  Dann 
hat  man  die  Ellipsengleichung 

S  +  f  =  l-  (68) 

Setzt  man  nun  u  =  ri  und  «;  =  £;,  so  wird  Gl.  (67)  be- 
friedigt, wenn  wir  «/  ==  —  iy  und  z  =  —  g  annehmen ,  denn 
diese  Gleichung  geht  dann  in  Gl.  (68)  über.  Wir  erkennen 
daraus  zunächst,  dass  die  Nulllinie  durch  den  dem  Angriffs- 
punkte diametral  gegenüberliegenden  Punkt  der  Centralellipse 
geht,  falls  der  Angriffspunkt  selbst  auf  der  Centralellipse  liegt. 
Weiter  folgt  aber  noch,  dass  die  Nulllinie  in  diesem  Falle 
die  Centralellipse  berührt.  Um  dies  zu  beweisen,  differentiiren 
wir  die  Gleichungen  beider  Linien.     Wir  finden 

a«  ^  6«  dy        ^^ 

-1  -I.  -^  -  J'  =  0 
a«     '    6«  dri  ' 

und  wenn  wir  in  die  erste  Gleichung  die  vorher  angenom- 
menen Werthe  von  u  und  v  einsetzen  und  die  zweite  Glei- 
chung auf  den  auf  der  Centralellipse  liegenden  Pimkt  der  Null- 
linie anwenden,  finden  wir  in  der  That,  dass  an  dieser  Stelle 

dz        dt 
dy         dri 

ist,  dass  also  die  Nulllinie  und  die  Centralellipse  an  dieser 
Stelle  gleich  gerichtet  sind.  Damit  ist  die  Lage  der  Nulllinie 
vollständig  bestimmt,  für  den  Fall,  dass  der  Angriffspunkt  der 
Belastung  auf  der  Centralellipse  enthalten  ist. 
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Wir  denken  uns  jetzt  den  Angriffspunkt  aus  seiner  ersten 
Lage  längs  des  durch  den  Schwerpunkt  gezogenen  Strahles 
verschoben.     Dann  ändern   sich  u  und  v  beide  in  .demselben 

Verhältnisse.     Auf  den  Werth  des  Differentialquotienten  ^, 

also  auf  die  Richtung  der  Nulllinie;  ist  dies  ohne  Einfluss. 
Die  Nulllinie  verschiebt  sich  also  dabei  parallel  zu  sich  selbst. 
Wenn  etwa  u  und  v  doppelt  so  gross  geworden  sind,  als 
vorher,  müssen  wir  y  und  12  überall  halb  so  gross  als  vorher 
annehmen,  um  Gl.  (67)  wieder  zu  befriedigen.  Qaraus  folgt;, 
dass  die'  Nulllinie  um  so  näher  an  den  Schwerpunkt  heran- 
rückt, je  weiter  sich  der  zugehörige  Angriffspunkt  entfernt 
und  zwar  so,  dass  das  Produkt  der  Abstände  beider  vom 
Schwerpunkt  constant  bleibt.  Die  Nulllinie  schneidet  die 
Centralellipse,  wenn  der  Angriffspunkt  ausserhalb  der  Ellipse 
liegt  und  sie  geht  aussen  vorbei  im  umgekehrten  Falle.  Wenn 
der  Angriffspunkt  in's  Unendliche  rückt,  geht  die  Nulllinie  zu- 
letzt durch  den  Schwerpunkt  selbst.  —  Dieses  Resultat  war 
schon  nach  dem  Früheren  zu  erwarten,  denn  in  diesem  Falle 
kommt  die  axiale  Belastung  gegenüber  dem  biegenden  Eräfte- 
paare  nicht  mehr  in  Betracht  und  wir  können  geradezu  den 
Fall  der  reinen  Biegung  als  jenen  Sonderfall  der  excentrischen 
Belastung  betrachten,  bei  dem  diese  Belastung  durch  eine  un- 
endlich ferne  und  dabei  unendlich  kleine  Kraft  von  endlichem 
Momente  hervorgebracht  wird.  Dies  führt  uns  nur  wieder 
auf  eine  aus  der  allgemeinen  Statik  bekannte  Deutung  eines 
Eräftepaars.  —  Wenn  umgekehrt  der  Angriffspunkt  mit  dem 
Schwerpunkt  zusammenfällt,  rückt  die  Nulllinie  in's  Unend- 
liche, d.  h.  wir  haben  eine  gleichförmige  Spannungsvertheilung 
über  den  ganzen  Querschnitt. 

Wir  sind  jetzt  im  Stande,  mit  Hülfe  der  Centralellipse 
für  jede  beliebige  Lage  des  Angriffspunktes  die  zugehörige 
NuUlinie  sofort  anzugeben.  Wir  brauchen  dazu  nur  einen 
Strahl  vom  Schwerpunkt  nach  dem  Angriffspunkte  zu  ziehen, 
uns  zuerst  den  Angriffspunkt  auf  dem  Schnittpunkte  dieses 
Strahles  mit  der  Centralellipse  zu  denken,   die  dazu  gehörige 
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diametral  gegenüberliegende  Tangente  zu  ziehen  und  diese 
schliesslich  parallel  zu  yerschieben,  bis  sich  ihr  Abstand  vom 
Mittelpunkte  im  umgekehrten  Verhältnisse  geändert  hat,  als 
der  Abstand  des  Angriffspunktes. 

Wir  wollen  aber  die  Untersuchung  noch  um  einen  Schritt 
weiter  führen.  Der  Angriffspunkt  soll  nämlich  jetzt  eine  be- 
liebige  gerade  Linie  beschreiben.  Zu  jeder  Lage  gehört  eine 
bestimmte  Nulllinie  und  es  fragt  sich,  wie  sich  die  Lage  der 
Nulllinie  ändert,  während  der  Angriffspunkt  längs  seiner  Bahn 
fortrückt.     Die  Gleichung  dieser  Bahn  sei 

V  =  au  -{-  ß y 

wobei  a  und  ß  beliebig  gegebene  constante  Grössen  sind.  Wir 
fassen  zunächst  irgend  zwei  Lagen  u^v^^  imd  u^v^  auf  dieser 
Bahn  in's  Auge,  suchen  die  zugehörigen  Nulllinien  auf  und 
ermitteln,  in  welchem  Punkte  beide  sich  schneiden.  Die  Glei- 
chungen beider  Nulllinien  sind  nach  Gl.  (67),  wenn  man 
v^  ==  «Wj  +  /J  setzt  und  ebenso  für  v^ 

'^+J^(««,  +  ^)  =  -l. 

Um  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  beider  Nulllinien 
zu  erhalten,  müssen  wir  diese  Gleichungen  nach  y  und  0  auf- 
lösen.    Wir  finden 

y  =  «'^;   ^--j,  (69) 

wie  man  sich  auch  nachträglich  leicht  durch  Einsetzen  dieser 
Werthe  in  die  Gleichungen  überzeugt.  Die  Abscissen  u^  und 
1*2  der  auf  der  Bahn  des  Angriffspunktes  beliebig  heraus- 
gegriffenen beiden  Punkte  sind  aus  den  gefundenen  Werthen 
vollständig  herausgefallen.  Daraus  folgt,  dass  es  gleichgültig 
ist,  welche  besonderen  Punkte  man  auf  der  Bahn  ausgewählt 
hat;  alle  Nulllinien,  die  zu  den  Angriffspunkten  auf  dieser 
Bahn  gehören,  schneiden  sich  gegenseitig  in  demselben  Punkte, 
dessen  Coordinaten  durch  die   Gl.  (69)  angegeben  sind.     Mit 
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anderen  Worten  heisst  dies:  wenn  sich  der  Angriffspunkt 
längs  einer  beliebigen  Graden  verschiebt,  dreht  sich 
die  Nulllinie  um  einen  dieser  Graden  zugeordneten 
Punkt. 

Die  Art  dieser  Zuordnung  stimmt  mit  jener  überein,  die 
wir  schon  vorher  kennen  lernten.  Denn  denkt  man  sich  jetzt 
umgekehrt  den  durch  die  Gl.  (69)  angegebenen  Punkt  als  An- 
griffspunkt,  setzt  also 

und  führt  diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Nulllinie  Gl.  (67) 
ein,  so  geht  diese  über  in 

Wenn  man  also  den  Punkt,  um  den  sich  vorher  die  Null- 
linie drehte,  nachher  als  Ajigriffspunkt  wählt,  so  fällt  die  ihm 
zugehörige  Nulllinie  mit  jener  Linie  zusammen,  die  vorher 
als  Bahn  des  Angriffspunktes  gedient  hatte. 

Wir  sehen,  dass  hierdurch  jedem  Punkte  der  Ebene  eine 
Grade  und  umgekehrt  eindeutig  zugeordnet  ist.  Dies  erinnert 
an  die  Lehre  von  den  Polaren  in  der  Geometrie  der  Kegel- 
schnitte. Nur  insofern  besteht  hier  ein  Unterschied,  als  nicht 
wie  bei  den  Polaren,  einer  den  Kegelschnitt  (die  „Ordnungs- 
curve'')  berührenden  Graden  der  Berührungspunkt,  sondern 
der  diametral  gegenüberliegende  Punkt  zugeordnet  ist  und 
ähnlich  in  jedem  anderen  Falle.  In  Anlehnung  an  den  Sprach- 
gebrauch in  der  Geometrie  der  Kegelschnitte  bezeichnet  man 
daher  die  einander  entsprechenden  Punkte  und  Graden  als  die 
Antipole  und  die  Antipolaren. 

Mit  diesen  Bezeichnungen  können  wir  die  vorausgehenden 
Ergebnisse  in  den  Sätzen  zusammenfassen: 

1)  Jedem  Pimkte  der  Querschnittsebene,  der  als  Angriffs- 
punkt der  Belastung  gedacht  wird,  ist  die  Antipolare  dieses 
Punktes  in  Bezug  auf  die  Centralellipse  als  Nulllinie  zu- 
geordnet, und  umgekehrt  entspricht  jeder  als  Nulllinie  beliebig 
gewählten  Graden  der  Querschnittsebene  der  Antipol  dieser 
Graden  als  Angriffspunkt  der  Belastung. 

Föppl,  Festigkeitalehre.  8 
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2)  Wenn  sich  der  Angriffspunkt  auf  einer  beliebigen 
Graden  verschiebt,  dreht  sich  die  zugehörige  Nulllinie  um  den 
Antipol  dieser  Graden. 

3)  Wenn  sich  die  Nulllinie  um  einen  beliebigen  Punkt 
dreht,  schreitet  der  zugehörige  Angriffspunkt  auf  der  Anti- 
polaren dieses  Punktes  weiter. 

Man  kann  noch  hinzufugen: 

4)  Wenn  der  Angriffspunkt  auf  einer  Curve  zweiter  Ord- 
nung fortschreitet,  hüllt  die  Nulllinie  einen  anderen  Kegel- 
schnitt ein  und  umgekehrt. 

Bei  der  Anwendung  dieser  Sätze  ist  es  gleichgültig,  ob 
die  NulUinie  die  Querschnittsfläche  durchschneidet  oder  ausser- 
halb verläuft.  Im  letzten  Falle  kommen  überhaupt  nur  Span- 
nungen 0  von  gleichem  Vorzeichen  im  Querschnitte  vor.  Man 
kann  sich  nun  noch  die  Aufgabe  stellen,  alle  Lagen  des  An- 
griffspunktes anzugeben,  bei  denen  nur  Spannungen  von 
einerlei  Vorzeichen  im  Querschnitte  auftreten.  Alle  diese  An- 
griffspunkte liegen  innerhalb  einer  Fläche,  die  als  der  Kern 
des  Querschnitts  bezeichnet  wird.  Um  den  Kern  des  Quer- 
schnitts zu  erhalten,  denke  man  sich  alle  möglichen  Linien 
gezogen,  die  den  Querschnittsumfang  entweder  berühren  oder 
überhaupt  mindestens  einen  Punkt  mit  ihm  gemeinsam 
haben,  ohne  in's  Innere  der  Fläche  einzutreten.  Wir  wollen 
den  Inbegriff  aller  dieser  Linien  den  den  Querschnitt  um- 
hüllenden Tangentenbüschel  nennen.  Jedem  Strahle  dieses 
Büschels  entspricht  ein  Punkt  des  Kernumrisses,  nämlich  der 
Antipol  des  Strahles.  Während  der  Strahl  alle  möglichen. 
Lagen  des  Tangentenbüschels  durchläuft,  beschreibt  der  Antipol 
den  Umfang  des  Kerns.  Denkt  man  sich,  nachdem  der  Kern- 
umfang construirt  ist,  den  Angriffspunkt  in  die  Fläche  des 
Kerns  gerückt,  so  rückt  die  zugehörige  Nulllinie  weiter  nach 
aussen  und  man  erkennt  daraus,  dass  in  der  That  nur  Span- 
nungen von  dem  gleichen  Vorzeichen  bei  dieser  Lage  des  An- 
griffspunktes auftreten  können.  Dies  gilt  auch  noch,  wenn  der 
Angriffspunkt  auf  dem  Umfange  des  Kernes  liegt;  dabei  sinkt 
nur  an  einer  oder  auch  an  einigen  Stellen   des  Querschnitts- 
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umfanges  die  Spannimg  bis  auf  Null  herab.  Sobald  aber  der 
Angriffspunkt  über  den  Kern  hinaus  gerückt  wird,  kommen 
Spannungen  von  entgegengesetztem  Vorzeichen  im  Quer- 
schnitte Yor. 

Diese  Betrachtungen  werden  nanjentlich  bei  der  Berech- 
nung von  Mauerpfeilern  angewendet.  Da  Mauerwerk  in  ge- 
wöhnlicher Ausfuhrung  wenig  widerstandsfähig  gegen  Zug- 
beanspruchung ist,  muss  man  diese  zu  vermeiden  suchen,  und 
man  stellt  daher  als  Regel  auf,  dass  der  Angriffspunkt  der 
Belastung,  die  in  einem  Querschnitte  des  Mauerpfeilers  über- 
tragen wird,  nicht  ausserhalb  des  Querschnittkernes  liegen  soll. 
Diese  Forderung  beruht  auf  der  allen  diesen  Untersuchimcren 
zu  Grunde  liegenden  Voraussetzung ,  dass  die  Spannungsver- 
theilung  linear  ist.  Man  kann  freilich  Bedenken  tragen,  ob 
diese  Voraussetzung  gerade  bei  Mauerwerk,  das  dem  Hooke- 
schen Gesetze  sicher  nicht  gehorcht,  hinreichend  genau  zu- 
trifft. Indessen  hat  sich  die  Regel,  so  viel  seither  bekannt  ist, 
ganz  wohl  bewährt  und  man  braucht  daher  kein  Bedenken 
gegen  ihre  Anwendung  zu  tragen.  Freilich  sollte  man  die 
hypothetische  Grundlage,  auf  der  sie  beruht,  wohl  im  Gedächt- 
nisse behalten,  um  nicht  in  den  Fehler  einer  Ueberschätzung 
der  theoretischen  Resultate  zu  verfallen. 

Schliesslich  soll  die  Aufsuchung  des  Kerns  noch  an 
einigen  einfachen  Beispielen,  zunächst  für  den  rechteckigen 
Querschnitt  erläutert  werden.  Die  Querschnittsseiten  seien, 
wie  in  Abb.  23  (S.  116)  angegeben,  mit  a  und  b  bezeichnet. 
Wie  schon  vorher  gefunden  (S.  107),  ist  das  Trägheitsmoment 
des  Rechtecks  für  die  zur  Seite  a  parallele  Hauptaxe  gleich 

die  andere  Hauptaxe  hat  man  nur  a  an  die  Stelle  von  b  zu 

setzen.      Wir   haben   damit    die   Halbaxen   der    Centralellipse 

gefunden,  tragen  diese  auf  den  Symmetrieaxen  des  Querschnitts 

auf  und  construiren  die  Ellipse.     Von  dem  Tangentenbüschel, 

der    den    Querschnitt   einhüllt,    kommen    vier    ausgezeichnete 

Lagen  in  Betracht,  nämlich  jene,  die  mit  je  einer  Querschnitts- 

8* 


,    der  Trägheitsradius   also  gleich  ■^^=  =  0,2887  6.      Für 
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Seite  zusammenfallen.    Bei  den  übrigen  Lagen  geht  der  Strahl 
durch  eine  der  Ecken   des  Rechtecks.     Aus  einer  Hauptlage 

geht  der  Strahl  daher 
in  die  nächste  über^ 
indem  er  sich  um  die 
dazwischen  liegende 
Ecke  dreht.  Dabei 
beschreibt  der  Anti- 
pol,  wie  wir  früher 
fanden ,  eine  gerade 
Linie.  Wir  erkennen 
daraus,  dass  der  Kern- 
umriss  ein  Viereck 
und  zwar,  der  Sym- 
metrie wegen,  ein 
Rhombus  ist.  Es  ge- 
nügt daher,  die  auf 
den  Hauptaxen  liegen- 
den Eckpunkte  aufzu- 
suchen. Dem  Strahle 
aa  des  Tangenten- 
büschels entspricht  der  Antipol  A.  Der  mit  0  bezeichnete 
Abstand   dieses  Punktes  vom   Schwerpunkte    multiplicirt   mit 

dem  Abstände  der  Linie  a«,  also  mit  —  ist  gleich  dem  Qua- 
drate  des  Trägheitsradius,  also 


0 


2 


12 


oder  0  =  —' 

o 


Jede  Diagonale  des  Eems  ist  daher  gleich  dem  dritten 
Theile  der  zu  ihr  parallelen  Rechteckseite.  Dies  entspricht  der 
Regel,  dass  bei  Mauerpfeilem  der  Angriffspunkt  der  Belastung, 
falls  er  in  einer  Symmetrieebene  enthalten  ist,  im  mittleren 
Drittel  der  Fuge  bleiben  soll.  —  Der  Kern  ist  in  Abb.  23 
durch  Schraffirung  hervorgehoben. 

Für  eine  kreisförmige  Querschnittsfläche  ist  der 
Kern  natürlich  selbst  wieder  ein  Kreis.     Um   das    Trägheits- 
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moment  einer  Kreisfläche  zu  beredmen,  geht  man  am  einfach- 
sten von  dem  polaren  Trägheitsmomente  aus.  Ein  Ring  vom 
Radius  r  und  der  Breite  dr  trägt,  da  alle  seine  Flächen- 
elemente gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  haben^  2%r^dr 
zu  Sp  bei.  Wird  der  Radius  des  Kreises  mit  a  bezeichnet^  ^o 
hat  man  daher  a 


0 

Für  alle  in  der  Querschnittsebene  enthaltenen  Axen  ist 
®  gleich  gross  und  nach  dem  in  Gl.  (63)  ausgesprochenen 
Satze  daher  halb  so  gross  als  0p.  Wir  haben  daher  für  & 
und  den  Trägheitsradius  t 


na^  ,     .         a 


@  =  — r-    und   t  = 

4  2 

Das  Product  aus  dem  Kemradius  z  und  dem  Abstände 
einer  den  Querschnittsumfang  berührenden  Tangente  ist  gleich 

dem  Quadrate  des  Trägheitsradius,    daher  z  =  -r  f  womit  die 

Aufgabe  gelost  ist. 

Ein  elliptisch  begrenzter  Querschnitt  wird  am  ein- 
fachsten als  Projection  eines  Kreises  aufgefasst.  Ist  a  die 
grosse,  b  die  kleine  Halbaxe  und  setzt  man  b  ==  acosuy  ver- 
steht also  unter  a  den  Neigungswinkel  jener  Kreisfläche  gegen 
die  Projectionsebene,  so  hat  man  für  das  Trägheitsmoment  0« 
in  Bezug  auf  die  grosse  Hauptaxe 

®a  =Jz^dF  =  cos^aJzj^dF^  =  cos^a  •  ^  =  ^^^  • 

Dabei  sind  unter  0^  und  dF^  jene  Grössen  zu  verstehen, 
deren  Projectionen  z  und  dF  bilden.     Ebenso  hat  man 

@^  =zJy^dF  '=='  cosajt//aFi  =  cosa—  =  —^, 

denn  hier  sind  die  Abstände  y^  und  y  einander  gleich,  da  y^ 
parallel  zur  Projectionsebene  geht.  Für  die  Trägheitsradien 
findet  man  hieraus  durch  Division  mit  dem  Flächeninhalte  der 
Ellipse  .         b         ,    ^        a 
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Die  Centralellipse  ist  daher  dem  Querschnittsumriss  ähnlich. 
Auch  der  Kern  ist  eine  hierzu  ähnliche  und  ähnlich  liegende  El- 
lipse, deren  Halbaxen,  die  sich  ganz  wie  beim  Kreise  berechnen 
lassen,  den  viertenTheil  jener  vom  Querschnittsumrisse  ausmachen. 

§  18.    Bereohnnng  der  Biegungsspannungen  mit  Hülfe 

des  Kerns. 

Schon  früher  wurde  darauf  hingewiesen,  dass  der  Fall  der 
reinen  Biegungsbeanspruchung  als  ein  Sonderfall  der  excentri- 

/  sehen    Belastung 

aufgefasst  werden 
kann.  Wir  kön- 
nen daher  die  Ent- 
wicklimgen  des 
letzten  Paragra- 
phen benutzen,  um 
noch  eine  andere 
Lösung  der  schon 
in  §  16  behandel- 
ten Aufgabe  dar- 
aus abzuleiten. 

In  Abb.  24  ist 
der  Querschnitt 
als  Rechteck  ge- 
wählt; er  könnte 
aber  ebenso  gut 
auch  irgend  eine 
andere  Gestalt 
haben.  Central- 
ellipse und  Quer- 
schnittskem  sind 
ebenso  wie  in 
Abb.  23  einge- 
tragen. Mit  BB 
ist  die  Spur  der 'Ebene  bezeichnet,  in  der  das  Kräftepaar  vom 
Biegungsmomente  M  liegen  möge.     Wir  fassen  dieses  Kräfte- 
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paar  als  eine  unendlich  kleine  und  unendlich  ferne  Kraft  auf^ 
deren  Angriffspunkt  daher  der  unendlich  ferne  Punkt  der 
Graden  BB  ist.  Die  zugehörige  Nulllinie  NN  ist  die  Anti- 
polare dieses  Punktes  und  sie  geht  daher  in  der  Richtung  des 
zu  BB  conjugirten  Durchmessers  der  Centralellipse.  Wir 
finden  diese  Richtung,  indem  wir  im  Durchschnittspunkte  von 
BB  mit  der  Centralellipse  eine  Tangente  construiren.  Zu 
dieser  geht  NN  parallel.  Die  grösste  Spannung  tritt  an  den 
Kanten  auf,  die  den  grössten  Abstand,  nämlich  den  Abstand  e 
von  der  Nulllinie  haben.  Um  diese  Spannimg,  die  mit  0q  be- 
zeichnet werden  soll,  zu  berechnen,  schreiben  wir  noch  die 
Bedingung  an,  dass  das  Moment  aller  Spannungen  gleich  dem 
Momente  des  biegenden  Kräftepaares  für  die  Momentenaxe  NN 
sein  muss.  Dass  die  Spannungen  ein  Kräftepaar  liefern,  das  in 
der  Ebene  der  äusseren  Kräfte  liegt,  ist  schon  durch  die  Fest- 
setzung der  richtigen  Lage  der  Nulllinie  verbürgt;  wir  brauchen 
uns  also  nur  noch  um  die  Grösse  der  Momente  zu  kümmern. 
Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  die  Nulllinie  NN  nicht 
senkrecht  zur  Ebene  des  Biegungsmoments  M  steht,  sondern 
einen  Winkel  a  mit  ihr  bildet.  Das  Moment  des  biegenden 
Krafbepaars  in  Bezug  auf  die  Axe  NN  ist  daher  nicht  gleich 
Jf,  sondern  gleich  Jf  sin«  zu  setzen.  Für  die  Spannung  in 
irgend  einem  Flächenelemente  dF,  das  den  Abstand  y  von 
NN  haben  möge,   können  wir  nach  dem  Navier'schen  Span- 

nungsvertheilungsgesetze  —  y   setzen    und    die   Momentenglei- 
chang  lautet  daher 

Jf  sin«  =  ^Jy^dF=^  ®,v, 

wenn  mit  ®j!f  das  Trägheitsmoment  für  die  Axe  NN  bezeich- 
net wird. 

Andererseits  ist  aber  nach  der  Definition  des  Kerns 

km  =  l^ , 

oder,  wenn  wir  an  Stelle  der  drei  auf  BB  liegenden  Strecken 
ihre  Projectionen  auf  eine  zu  NN  senkrechte  Linie  einführen, 
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K  sin«  •  c  =  r  =  -^  , 

denn  t  ist  nach  der  Definition  der  Centralellipse  der  zu  NN 
gehörige  Trägheitshalbmesser.  Setzt  man  den  hieraus  folgenden 
Werth  von  0^  in  die  erste  Gleichung  ein  und  löst  sie  nach 
6q  auf;  so  erhält  man  das  einfache  Resultat 

Man  kann  diesem  noch  eine  etwas  andere  Fassung  geben^ 
wenn  man  dem  durch  Gl.  (49)  zuerst  eingeföhrten  Begriffe 
des  Widerstandsmoments  W  eine  erweiterte  Bedeutung  ver- 
leiht ^  nämlich  darunter  das  Product  aus  der  Querschnitts- 
fläche F  und  der  „Kernweite"  Tc  versteht.  Diese  neue  Defini- 
tion steht  nämlich  nicht  im  Widerspruche  mit  der  durch 
Gl.  (49)  gegebenen,  die  nur  für  den  Fall  gültig  war,  dass  die 
Biegungsebene  durch  eine  Querschnittshauptaxe  geht.     In  der 

That    ist   in  diesem  Falle  ky^  «=  t^   und  daher  —  =  2^  .  ft. 

Im  Sinne  dieser  erweiterten  Definition  lässt  sich  Gl.  (70) 
auch  in  der  Form 

•^0  =  #  (71) 

schreiben  und  sie  stimmt  dann  genau  mit  der  für  die  gerade 
Belastung  abgeleiteten  Gl.  (50)  überein. 

Die  Berechnung  nach  diesen  Formeln  ist  an  sich  viel  ein- 
facher als  die  in  §  16  gegebene.  Indessen  wird  dabei  voraus- 
gesetzt, dass  der  Querschnittskem  bereits  bekannt  sei.  Wenn 
in  den  Profiltabellen  der  Hüttenwerke  der  Kern  in  jedes  Walz- 
eisenprofil eingezeichnet  wäre,  was  schon  öfters  vorgeschlagen 
wurde  und  nächstens  vielleicht  auch  einmal  ausgeführt  wird, 
würde  sich  die  Anwendimg  der  Gl.  (70)  oder  (71)  schnell  ein- 
bürgern. So  lange  der  Kern  aber  nicht  von  vornherein  ge- 
geben ist,  wird  man  mit  der  Rechnung  schneller  auf  dem 
früher  angegebenen  Wege  fertig. 

Mit  Hülfe  dieser  Betrachtung  kann  man  auch  leicht  be- 
urtheilen,  welche  Richtung  der  Biegungsebene  BB  die  grösste 


l 
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^  Gefahr  ftir  die  Festigkeit   des  Stabes  bedingt,   d.  h.  bei  wel- 

cher Richtung  die  Eantenspannnng  öq  den  grössten  Werth 
annimmt;  wenn  das  Biegongsmoment  M  ein  für  alle  Mal  ge- 
geben ist  (also  etwa  bei  gegebenen  Lasten).  Es  ist  jene  Rich- 
tung, zu  der  die  kleinste  Kern  weite  k  gehört,  beim  recht- 
eckigen Querschnitt  also  die  zu  einer  Diagonale  senkrechte 
Richtung.  Das  letzte  Resultat  geht  übrigens  auch  schon  aus 
der  in  §  16  gegebenen  Rechnung  hervor,  denn  die  in  Abb.  21 
mit  c  bezeichnete  Grösse,  die  in  Gl.  (65)  allein  als  von  der 
Richtimg  der  Biegungsebene  abhängiger  Factor  auftrat,  nimmt 
in  dem  bezeichneten  Falle  ihren  grössten  Werth  an;  sie  wird 
dann  gleich  der  Rechtecksdiagonale. 


§  19.    Bestimmimg  von  Trägheitsmomenten  mit  Hülfe  des 

Momentenplanimeters. 

Es  gibt  keinen  zweiten  Gegenstand  der  technischen  Mecha- 
nik, über  den  schon  so  viel  geschrieben  worden  wäre,  als 
über  die  Lehre  von  den  Trägheitsmomenten  und  die  damit  zu- 
sammenhängenden Betrachtungen,  von  denen  die  letzten  Para- 
graphen handeln.  Dahin  gehören  namentlich  auch  die  zahl- 
reichen Methoden,  die  zur  Bestinunung  der  Trägheitsmomente 
von  Querschnittsflächen  ausgearbeitet  wurden.  Es  ist  nicht 
möglich,  aber  auch  nicht  nöthig,  sie  hier  alle  vorzuführen;  es 
wäre  damit  fast  so,  als  wenn  man  in  einem  Lehrbuche  der 
Euklidischen  Geometrie  alle  bisher  aufgestellten  Beweise  für 
den  •  Pythagoräischen  Lehrsatz  abdrucken  wollte.  Die  zeich- 
nerischen Methoden  gehören  überdies  zur  graphischen  Statik 
und  die  schönste,  die  von  Mohr  herrührt,  wird  dort  behandelt 
werden.  An  dieser  Stelle  genügt  es,  wenn  darauf  hingewiesen 
wird,  dass  irgend  eine  principielle  Schwierigkeit  bei  der  Er- 
mittelung des  Trägheitsmomentes  niemals  bestehen  kann,  da 
man  im  schlimmsten  Falle  sich  immer  damit  helfen  kann,  dass 
man  den  Querschnitt  in  schmale  Streifen  zerlegt,  die  zur  Axe 
parallel  laufen,  für  die  das  Trägheitsmoment  ermittelt  werden 
soll,    dass   man   den  Flächeninhalt  jedes    Streifens   mit   dem 
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Quadrate  des  mittleren  Abstandes  von  der  Axe  multiplicirt  und 
die  Producte  addirt.  Unbedingte  Genauigkeit  wird  bei  Festigkeits- 
berechnungen  niemals  gefordert  —  oder  höchstens  unverstän- 
diger Weise  — und  den  berechtigten  Ansprüchen  an  die  Genauig- 
keit lässt  sich  dabei  leicht  vollständig  genügen.  Viel  Werth 
vermag  ich  daher  jenen  Untersuchungen  nicht  beizulegen,  ich 
pflege  vielmehr  meinen  Hörern  zu  rathen^  wenn  sie  einmal 
den  Drang  fühlen,  selbst  etwas  zur  Bereicherung  der  Wissen- 
schaft beizutragen,  ihre  Kräfte  lieber  bei  anderen  Dingen  ein- 
zusetzen, die  wohl  nicht  zu  so  mühelosen,  dafür  aber  auch 
zu  werthvolleren  Resultaten  führen. 

Dagegen  soll  hier  noch  auseinandergesetzt  werden,  auf 
welchem  Gedankengange  das  von  Amsler  zur  mechanischen 
Ermittelung    der    Trägheitsmomente     construirte    Momenten- 

planimeter  beruht. 
In  Abb.  25  sei  4^ 
die  Axe,  für  die 
das  Trägheits- 
moment ermittelt 
werden  soll.  Wir 
dehnen  die  Sum- 
mirung  zunächst 
über  den  schma- 
^^^•^^-  len   Streifen  aus, 

der  durch  Schraffirung  hervorgehoben  ist.  Dieser  liefert 
zum  Trägheitsmomente  den  Beitrag 


u 


dz 


jfdy  = 


dz 


w 


Eine  Stange  BC  von  der  Länge  l  wird  so  herumgeführt, 
dass  das  Ende  B  auf  dem  Querschnittsumfange,  das  Ende  G 
auf  der  Axe  AA  fortschreitet.  Man  hat  u  =  i  sing?  und  das 
Trägheitsmoment  der  ganzen  Fläche  ist  daher 


® 


—J  sm  > 


dz. 
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Dieser  Ausdruck  lässt  sich  noch  etwas  umformen  mit 
Hülfe  der  goniometrischen  Formel 

.    o           3  sin  qp  —  sin  3  cp 
Sin  ^g)  = -^—T • 

Er  geht  dadurch  über  in 

@  =  —  I  siaq)  dis  —  —  1  sinSqxle. 

Unmittelbar  an  der  Stange  BC  des  Instruments  ist  eine 
Rolle  R  befestigt.  Wenn  man  mit  dem  Stifte  am  Ende  B  der 
Stange  den  Umfang  des  Querschnitts  umfährt,  rollt  JS  über 
die  Papierfläche  und  die  Drehung,  die  sie  nach  Beendigung 
des  Umlaufs  ausgeführt  hat,  kann  mit  Hülfe  eines  Nonius  ab- 
gelesen werden.  Während  der  Stift  B  das  zu  dem  schraf- 
firten  Streifen  gehörige  Element  des  Umfangs  durchläuft, 
findet  eine  Drehung  der  Rolle  statt,  die  in  zwei  Theile  zer- 
legt werden  kann.  Der  eine  Theil  ist  durch  die  Vertical- 
projection,  der  andere  durch  die  Horizontalprojection  des  Um- 
fangselements  bedingt.  Hat  man  mit  dem  Umfahren  bei  dem 
einen  der  auf  der  Axe  AÄ  liegenden  Punkte  begonnen,  war 
also  die  Stange  BC  zuerst  horizontal  gerichtet,  so  nimmt  sie 
wieder  dieselbe  Richtung  an,  wenn  der  Stift  B  an  dem  anderen 
auf  ÄA  liegenden  Punkte  angelangt  ist.  Die  verticalen  Wege 
Yon  B  liefern  also  zusammen  Null  und  alle  Drehungen,  die 
durch  die  Verticalprojectionen  der  Umfangselemente  auf  der 
einen  Seite  von  AA  bedingt  sind,  heben  sich  daher  ebenfalls 
gegeneinander  auf.  Wir  brauchen  also  nur  auf  die  Drehungen 
zu  achten,  die  durch  die  Horizontalcomponenten  des  Weges 
von  B  veranlasst  werden.  Für  das  betrachtete  Umfangs- 
element  ist  der  Weg  in  horizontaler  Richtung  gleich  dz.  Nun 
ist  klar,  dass  die  Rolle  gar  keine  Drehung  ausführt,  wenn 
sich  die  Stange  in  ihrer  eigenen  Richtung  verschiebt;  es  kommt 
also  auch  bei  der  Parallelverschiebung  der  Stange  um  dz  nur 
auf  jenen  Antheil  des  Weges  an,  der  senkrecht  zur  Stangen- 
richtung steht  und  dieser  ist  gleich  dissinq).  Wenn  der  ober- 
halb der  Axe  liegende  Theil  des  Umfangs  durchlaufen  ist,  wird 
denmach  die  Drehung  der  Rolle  proportional  mit 
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f8irLq)d0 

sein.  Wenn  dann  weiter  der  untere  Theil  durchlaufen  wird, 
lassen  sich  dieselben  Betrachtungen  wieder  anwenden.  Man 
muss  dabei  beachten,  dass  jeder  Factor  des  Productes  sintpdz 
das  dem  vorigen  entgegengesetzte  Vorzeichen  annimmt,  dass 
also  das  Produkt  selbst  das  gleiche  Vorzeichen  behält.  Daher 
heben  sich  die  durch  die  horizontalen  Wege  bedingten  RoUen- 
umdrehungen  nicht  gegeneinander  auf,  wie  es  bei  den  verti- 
calen  Wegen  des  Stiftes  B  der  Fall  war.  Im  Ganzen  bildet 
vielmehr  die  Rollenablesung  unmittelbar  ein  Mass  für  das  über 
den  ganzen  Umfang  erstreckte  fsing)  dz.  Man  sieht  daher  ein, 
dass  nach  einmaligem  Umfahren  der  Fläche  mit  dem  Stifte  B 
das  erste  Glied  des  für  S  gefundenen  Ausdrucks,  abgesehen 
von  einem  constanten  Factor,  der  von  der  Construction  des 
Instruments  abhängt,  unmittelbar  vom  Instrumente  abgelesen 
werden  kann.  Das  zweite  Glied  in  dem  Ausdrucke  für  &  ist 
ganz  ähnlich  gebildet,  wie  das  erste;  der  wesentliche  Unter- 
schied besteht  nur  darin,  dass  der  Sinus  des  dreifachen  Win- 
kels vorkommt.  Dem  lässt  sich  aber  leicht  Rechnung  tragen, 
indem  man  eine  zweite  Rolle  anbringt,  deren  Lager  durch  eine 
Zahnradübersetzung  im  Verhältnisse  1 : 3  mit  der  Stange  B 
verbunden  ist,  so  dass  die  ümdrehungsaxe  dieser  zweiten  Rolle 
in  jedem  Augenblicke  den  Winkel  3  g)  mit  der  Axe^J^  bildet. 
An  der  Horizontalverschiebung  der  Stange  nimmt  sie  ebenso 
Theil  wie  die  vorige  Rolle,  und  die  an  ihr  nach  einem  ganzen 
Umlaufe  genommene  Ablesung  gibt  daher  ein  Mass  für  die 
Grösse  des  zweiten  Gliedes  in  dem  Ausdrucke  für  @.  Dem- 
nach erhält  man  für  S 

0  ==  ar  —  ßr^ , 

wenn  a  und  ß  Constanten  des  Instruments,  die  ein  für  alle 
Mal  ermittelt  sind  und  r  und  r^  die  Rollenablesungen  bedeuten. 
Das  Amsler'sche  Planimeter  hat  auch  noch  eine  dritte 
Rolle,  mit  deren  Hülfe  das  statische  Moment  der  Fläche  für 
die  Axe  AA  bestimmt  werden  kann;  ich  werde  aber  darauf 
nicht  näher  eingehen. 
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§  20.  Bereohnnng  der  Sohnbapanniiiigen  im  gebogenen  Stabe. 

Bisher  stand  immer  der  Fall  der  reinen  Biegungsbean- 
spruchung im  Vordergrunde  und  für  diesen  hatten  wir  Grund 
genug  zu  der  Annahme^  dass  überhaupt  keine  Schubspannungen 
im  Querschnitte  übertragen  werden.  Wir  betrachten  jetzt  den 
allgemeineren  Fall,  dass  die  äusseren  Kräfte  am  einen  Stab- 
theile  neben  einem  Biegungsmomente  auch  noch  eine  Scheer- 
kraft  V  liefern.  Nach  dem  Grundsatze  der  Superposition  ver- 
schiedener Spannungszustände  wird  dadurch  an  der  Verthei- 
lung  der  Normalspannungen  6  über  den  Querschnitt  nichts 
geändert.  Wir  können  daher  die  früher  durchgeführte  Berech- 
nung von  ö  auch  im  allgemeineren  Falle  ohne  weiteres  an- 
wenden. Dagegen  bleibt  hier  noch  die  Frage  zu  entscheiden, 
wie  sich  die  Schubspannungen,  die  zusammen  die  Resultirende 
V  geben,  über  den  Querschnitt  vertheilen.  Wir  sind  dabei  in 
etwas  günstigerer  Lage  als  bei  der  Frage  der  Vertheilung  der 
Normalspannungen,  die  wir  ungefähr  in  der  gleichen  Weise 
lösen  mussten  wie  Alexander,  als  er  den  Gordischen  Knoten 
durchhieb.  In  der  That  ist  die  Vertheilung  der  Schubspan- 
nungen durch  die  Vertheilimg  der  Normalspannungen  schon 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  mit  bedingt.  Man  erkennt  dies 
schon  aus  den  allgemeinen  Betrachtungen  des  ersten  Abschnitts. 
Die  erste  der  Gleichungen  (5),  die  das  Gleichgewicht  der  Span- 
nungen an  einem  unendlich  kleinen  Parallelepiped  aussprechen, 
lautet,  wenn  wir  die  Componente  X  der  äusseren  Kraft  gleich 
Null  setzen, 

dx  ~^  dy  '^  ce 
Denken  wir  uns  die  X-Axe  in  die  Stabmittellinie  und  die 
Y-Axe  in  die  Ebene  der  äusseren  Kräfte,  also  in  die  Richtung 
von  V  gelegt,  so  spricht  diese  Gleichung  den  noth wendigen 
Zusammenhang  zwischen  der  Vertheilung  der  Normalspan- 
nungen 6  und  der  Schubspannungscomponenten  r^y  und  r^;« 
über  den  Querschnitt  aus,  denn  nach  den  Gleichungen  (4)  ist 
'^xif  =  ^y«  und  txz  =  ttx'  Freilich  reicht  diese  Gleichung  allein 
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noch  nicht  vollständig  aus,  die  Schubspannungscomponenten 
zu  berechnen.  Es  muss  immer  noch  eine  mehr  oder  minder 
willkürliche  Annahme  hinzutreten. 

Wir  wollen  zunächst  den  Fall  behandeln,  dass  der  Quer- 
schnitt des  Stabs  ein  Rechteck  ist  und  die  Eraftebene  durch 
eine  Hauptaxe  geht.  Dann  liegt  es  nahe,  r««  =  0  zu  setzen, 
deun  es  ist  kein  Grund  zu  der  Vermuthung  gegeben,  dass 
Schubspannungen  im  Querschnitte  rechtwinklig  zur  Ebene  der 
äusseren  Kräfte  auftreten  sollten.  Wir  wissen  vielmehr  sicher, 
dass  an  den  zur  Eraftebene  parallelen  Querschnittskanten 
Ta;»  =  0  sein  muss,  weil  an  den  dazu  gehörigen  Seitenflächen 
des  Balkens  von  aussen  her  keine  Eräfte  Xgx  einwirken.  —  Mit 
dieser  Annahme^  die  schliesslich  darauf  hinauskommt,  dass  alle 
Schichten,  in  die  man  sich  den  Balken  parallel  zur  Eraftebene 
zerlegt  denken  kann,  gleiche  Formänderungen  ausfahren,  oder 
dass  überhaupt  alle  Formänderungs-  und  Spannungsgrössen 
von  der  Querschnittscoordinate  z  unabhängig  sind,  geht  die 
vorige  Gleichung  über  in 


dz 


X  y    


de. 


dy  dx 

und  da  a^  schon  überall  als  bekannt  vorauszusetzen  ist,  lässt 
sich  aus  ihr  die  Vertheilung  der  Schubspannungen  der  Höhe 
des  Balkenquerschnitts  nach  leicht  ableiten. 

Es  kommt  zwar  auf  dasselbe  hinaus,   ist   aber  anschau- 
licher, wenn  man  diese  Betrachtung  durch  eine  andere  ersetzt. 


ir. 


>i 


m 
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Abb.  26. 


Die  Gl.  (5)  bezogen  sich  auf  das  Gleichgewicht  eines  unend- 
lich kleinen  Parallelepipeds;  wir  wollen  dieselbe  Schlussfolge- 
rung, die  zu  ihnen  führte,  jetzt  auf  das  Gleichgewicht  eines 
etwas  grösser  abgegrenzten  Eörpertheiles  anwenden.    In  Abb.  26 
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ist  links  ein  Stück  der  Ansichtszeichnnng  des  Balkens,  rechts 
der  Querschnitt  dargestellt,  und  der  scheibenförmige  Theil  des 
Balkens,  dessen  Gleichgewicht 


/m 


T? 


B 


im 

Abb.  27. 


wir  untersuchen  wollen,  ist  t>      p  1 

in  beiden  Projectionen  durch 
Schraffirung  hervorgehoben. 
Ausserdem  gibt  Abb.  27  noch 
eine  Gesammtübersicht  des 
Balkens  und  der  an  ihm  an- 
greifenden Lasten.  Wir  stel- 
len zunächst  eine  Beziehung  auf,  die  zwischen  dem  Biegungs- 
momente M  und  der  Scheerkraft  V  für  irgend  einen  Quer- 
schnitt mm  besteht.  Nach  den  Definitionen  dieser  Grössen 
hat  man  ;,.  ^e 

r^A-^P  und    M=Ax—^P(x  —  py 

0  0  "^ 

Differentiirt  man  M  nach  x,  so  erhält  man 


dM 


0 


Dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  man  beim  Weiterrücken 
des  Querschnitts  um  die  Strecke  dx  nicht  iüber  den  Angriffs- 
punkt  einer   Einzellast   hinausrückt,    denn   an   einer   solchen 

Stelle  ist  zwar  M  selbst  stetig,  -7—  erleidet  aber  einen  plötz- 

liehen  Sprung.  Tritt  indessen  eine  stetig  vertheilte  Belastung 
an  die  Stelle  des  Systems  der  Einzellasten,  so  bleibt  die  Glei- 
chung immer  noch  gültig,  da  der  Zuwachs,  den  M  dann  ausser- 
dem noch  erfährt,  weil  ein  Belastungsdifferential,  das  vorher 
zur  rechten  Seite  zählte,  auf  die  linke  Seite  übertritt,  nur  von 
der  zweiten  Ordnung  unendlich  klein  ist  und  daher  nicht  in 
Betracht  kommt. 

Man  hat  daher,  wie  aus  dem  Vergleiche  der  vorstehenden 
Formeln  hervorgeht,  allgemein 
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denn  auch  V  theilt  mit  dem  Differentialquotienten  von  M  die 
Eigenschaft,  seinen  Werth  sprungweise  zu  ändern,  wenn  der 
Querschnitt  über  den  Angriffspunkt  einer  Einzellast  hinaus 
gerückt  wird. 

Man  kann  sich  diese  einfache,  aher  sehr  wichtige  Beziehung 
auch  noch  in  anderer  Weise  klar  machen.  Für  den  Schnitt 
mm  waren  die  äusseren  Kräfte  links  vom  Schnitt  auf  die 
Scheerkraft  V  im  Querschnittsschwerpunkt  und  das  Kräfte- 
paar vom  Momente  M  zurückgeführt.  Gehen  wir  um  dx  weiter, 
so  muss  V  parallel  um  dx  verlegt  werden.  Dabei  tritt  aber 
noch  ein  Kräftepaar  Vdx  auf,  das  die  Aenderung  von  M  dar- 
stellt; aus  dM  =  Vdx  folgt  aber  Gl.  (72)  sofort. 

An  dem  in  Abb.  26  angegebenen  scheibenförmigen  Körper- 
theile  greifen  die  Spannungen  an  den  drei  Schnittflächen  an. 
Wir  wollen  dabei  nur  auf  das  Gleichgewicht  gegen  Verschiebeu 
in  horizontaler  Richtung  achten.  Von  den  Spannungen  an  den 
quer  zur  Stabaxe  gehenden  Schnittflächen  kommen  dann  nur 
die  Normalspannungen  6  in  Betracht.  Nach  61.  (48)  ist  in 
dem  Schnitte  mit  der  Abscisse  x 

M 

und*  an  dem  Schnitte  mit  der  Abscisse  x  -\-  dx  kommt  noch 
ein  Differential  hinzu,  das  sich  durch  Differentiiren,  also  aus 

de  dM     y  Vy 

dx        dx      0         S 

leicht  feststellen  lässt.  Die  Normalspannuugen  an  beiden 
Schnittflächen  wirken  in  entgegengesetzter  Richtung;  für  das 
Gleichgewicht  gegen  Verschieben  kommt  also  nur  ihr  Unter- 
schied in  Frage.     Im  Ganzen  erhalten  wir  dafür 

2  2 


JdadF=^dxlJydF, 


u  u 


wenn    die    Integration   über  den  schraffirten  Theil   des  Quer- 
schnitts ausgedehnt  wird. 

In  der  dritten  Schnittfläche  wirkt  nur  die  Schubspannung 
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tyx   in  horizontaler  Richtung  und  zwar   über  die  Fläche  hdx. 
Die  Gleichgewichtsbedingung  liefert 

h_ 

2 


"^y  X 


hdx  ^=^  dx-^  I  ydF, 


u 


woraus  tyx  nnd  damit  auch   die  gesuchte  Schubspannung  r^y 
im  Querschnitte  in  der  Entfernung  u  von  der  Nulllinie, 


k 
Y 


"^xy 


=  mß^^  (73) 


U 


folgt.  Das  Integral  stellt  das  statische  Moment  des  über  u 
hinaus  liegenden  Querschnittstheiles  in  Bezug  auf  die  Nulllinie 
dar.     Für  den  rechteckigen  Querschnitt  ist 


A 


Pf_„(1--1-)     ,od  daher  .=  |(A- _  !-> 


u 


Wir  wollen  aber  für  dieses  statische  Moment  ausserdem  noch 
den  Buchstaben  S  setzen,  also  Gl.  (73)  in  der  Form 

^-y  =  TW  ('^) 

schreiben,  denn  offenbar  kann  die  vorausgehende  Betrachtung 
auch  dann  angewendet  werden,  wenn  der  Querschnitt  nicht  ein 
einfaches  Rechteck  bildet,  sondern  nur  dort,  wo  wir  r  be- 
rechnen wollen,  durch  zwei  parallele  Seiten  begrenzt  wird, 
wie  z.  B.  der  Steg  eines  I-Trägers.  Auch  für  solche  Fälle  ist 
durch  Gl.  (74)  die  Aufgabe  gelöst,  denn  das  statische  Moment 
8j  das  zu  einem  gegebenen  u  gehört,  kann  immer  leicht  ge- 
funden werden. 

Durch  Gl.  (74)  ist  t  als  Function  von  u  bestimmt  und 
damit  die  Spannungsvertheilung  gegeben.  Wir  erkeimen  aus 
dieser  Gleichung,  dass  x  am  Bande  des  Querschnitts  ver- 
schwindet, also  gerade  dort,  »wo  die  Normalspannung  ihren 
grössten  Werth  annimmt,  und  dass  umgekehrt  r  am  grössten 

Föppl,  Festigkeitslehre.  9 
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wird  in  der  Nulllinie,  also  da,  wo  die  Normalspannnng  ver- 
schwindet. Speciell  für  den  rechteckigen  Querschnitt  ist  r 
eine  Function  zweiten  Grades  von  w.  Wenn  wir  diese  Function 
durch  eine  Curve  darstellen,  wie  wir  es  früher  thaten,  um  die 
Vertheilung  der  Normalspannungen  vor  Augen  zu  führen,  er- 
halten wir  jetzt  eine  Parabel.  Das  lineare  Spannungsverthei- 
lungsgesetz  gilt  also  nur  für  die  Normalspannungen  und  nicht 
für  die  Schubspannungen. 

Es  bleibt  jetzt  noch  die  Vertheilung  der  Schubspannungen 
über  einen  anders  gestalteten  Querschnitt  zu  besprechen.  Wir 
wählen  zur  Erläuterung  des  Verfahrens  einen  kreisförmigen 
Querschnitt,  der  deshalb  von  besonderer  Wichtigkeit  ist,  weil 
die  Nieten  vorwiegend  auf  Schub  beansprucht  werden  und 
sich  bei  ihnen  die  Schubkraft,  die  sie  übertragen,  über  einen 

kreisförmigen        Quer- 
^  schnitt  vertheilt.    Hier 

dürfen  wir  nicht,  wie 
vorher  beim  recht- 
eckigen Querschnitt, 
die  Schubspannungs- 
componenten  ta.,,  die 
quer  zur  Kraftebene 
^  gehen,  gleich  Null 
setzen.  Vielmehr  muss 
am  Umfang  die  resul- 
tirende  Schubspannung 
in    die    Richtung    der 

Querschnittstangente 
fallen,  wenigstens  dann, 
wenn  am  Umfange  des 
Stabes  keine  äusseren  Kräfte  in  der  Richtung  der  Stabaxe 
auftreten.  Dies  folgt  aus  dem  Gleichgewichte  eines  unendlich 
kleinen  Parallelepipeds,  von  dem  eine  Kante  mit  einem  Elemente 
des  Querschnittsumrisses  zusammenfällt.  Wenn  die  Schub- 
spannung am  Umfange  eine  Componente  in  der  Richtung  der 
Normalen  zum  Querschnittsumrisse  haben  sollte,   müsste,  um 


Abb.  28. 
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das  Gleichgewicht  gegen  Drehen  zu  sichern,  nothwendig  auch 
eine  Kraft  auf  der  Mantelfläche  des  Stabs  in  der  Richtung  der 
Stabaxe  tibertragen  werden,  aus  demselben  Grunde,  aus  dem 
wir  früher  r^y  =  tya.  fanden. 

Nun  kann  man  freilich  im  Zweifel  sein,  ob  nicht  in  der 
That  bei  einem  Niete,  dessen  Schaft  von  den  Blechen,  die  er 
verbindet,  voUständig  umschlossen  wird,  solche  Kräfte  —  also 
Reibungskräfte  —  in  der  Richtung  der  Stabaxe  am  Umfange 
auftreten.  Gerade  bei  diesem  für  die  Anwendungen  sehr  wich- 
tigen Falle  ist  daher  die  hier  durchzuführende  Betrachtung 
ganz  unsicher  und  man  thut  in  der  That  bei  der  Berechnung 
von  Nieten  viel  besser,  sich  an  die  Ergebnisse  von  Versuchen 
zu  halten,  durch  die  die  Festigkeit  von  Nietverbindungen  un- 
mittelbar ermittelt  wird,  als  an  die  Formel,  die  ich  jetzt  theo- 
retisch ableiten  werde.  Diese  Versuche  zeigen  nämlich,  dass 
die  Festigkeit  von  Nietverbindungen  höher  ist,  als  man  nach 
dem  Ergebnisse  dieser  Berechnung  erwarten  könnte.  Sie  stellt 
sich  imgefähr  so  hoch,  als  wenn  sich  die  Schubspannungen 
gleichförmig  über  den  Querschnitt  vertheilten. 

Indessen  kann  man  daraus  der  hier  zu  gebenden  Ent- 
wicklung keinen  Vorwurf  machen.  Sie  gilt  selbstverständlich, 
wie  jede  Schlussfolgerung,  nur  so  lange,  als  ihre  Voraus- 
setzungen erfüllt  sind.  Gegen  die  unverständige  Anwendung 
eines  an  sich  richtigen  Resultats  gibt  es  nur  einen  Schutz: 
nämlich  eine  genaue  und  nicht  bloss  oberflächliche  Kenntniss 
der  Theorie.  Wer  diese  besitzt,  wird  die  Theorie  nur  dann 
nicht  in  üebefeinstimmung  mit  den  Thatsachen  finden,  wenn 
er  im  Begriffe  ist,  eine  neue  Entdeckung  zu  machen,  die  selbst- 
verständlich im  Stande  sein  kann,  eine  Aenderung  der  theo- 
retischen Lehren  nothwendig  zu  machen. 

Es  sei  also  jetzt  ausdrücklich  vorausgesetzt,  dass  am  Um- 
fange des  Stabes,  wenigstens  in  der  Umgebung  des  Quer- 
schnitts, für  den  wir  die  Schubspannungen  berechnen  wollen, 
keine  derartige  äussere  Kraft  auftritt.  Dann  müssen  noth- 
wendig  die  Schubspannungen   am  Rande  des  Querschnitts  in 

die  Richtung  der  Tangente  fallen.     Für  einen  Punkt  auf  der 

9* 
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Y-Axe  müssen  sie  der  Symmetrie  wegen  in  die  Richtung 
dieser  Axe  fallen  und  dazwischen  werden  sie  irgend  eine  mitt- 
lere Richtung  einnehmen.  Man  wird  nicht  viel  von  der  Wahr- 
heit abweichen,  wenn  man  annimmt,  dass  die  Schubspannungen 
in  jedem  Punkte  einer  zur  Y-Axe  senkrecht  gezogenen  Sehne 
alle  durch  den  Punkt  P  in  Abb.  28  gehen,  in  dem  die  Tan- 
gente die  F-Axe  trifft.  Bedenklicher  ist  freilich  die  andere 
Annahme,  die  man  hiermit  verbindet,  nämlich  dass  die  in  der 
Richtung  der  Y-Axe  gehende  Componente  txy  auch  hier  noch 
imabhängig  von  der  Querschnittscoordinate  0  sei.  Sie  ist  in- 
dessen die  einfachste,  die  man  machen  kann,  und  wird  daher, 
um  zu  einem  Näherungsresultate  zu  gelangen,  zu  Grunde 
gelegt. 

Auf  Grund  dieser  Annahmen  lässt  sich  die  Aufgabe  jetzt 
leicht  lösen.  Man  berechnet  zuerst  t^y  nach  Gl.  (74),  wobei 
S  wieder  das  statische  Moment  des  in  Abb.  28  schraf&rten 
Querschnitt  stheiles  bedeutet,  der  oberhalb  der  Stelle  liegt,  für 
die  Tsey  aufgesucht  wird  und  fügt  die  Gomponenten  r^z  ent- 
sprechend der  Bedingung  hinzu,  dass  die  Resultirende  durch 
den  Punkt  P  gehen  soll. 

§  21.    Fortsetzung.     Die  Spannungstrajeotorien. 

Da  bei  dem  allgemeinen  Falle  der  Biegungsbeanspruchung 
eines  Stabes  ausser  den  Normalspannungen  auch  noch  Schub- 
spannungen übertragen  werden,  ist  die  Normalspannung  keine 
Hauptspannung.  Die  Hauptrichtungen  des  Spannungszustandes 
sind  vielmehr  im  Allgemeinen  gegen  die  Längsaxe  des  Stabes 
unter  irgend  einem  Winkel  geneigt.  Nur  in  den  äussersten 
Fasern,  wo  6  seinen  grössten  Werth  annimmt  und  r  =  0  ist, 
ist  6  zugleich  die  Hauptspannung  und  nur  diesem  glücklichen 
Umstände  ist  es  zu  danken,  dass  man  bei  gewöhnlichen 
Biegungsaufgaben  nur  auf  die  Normalspannungen  6  zu  achten 
braucht,  sich  also  mit  der  einfachen  Anwendung  der  früher 
für  6  aufgestellten  Formeln  begnügen  kann^  um  zu  erkennen, 
in   welchem   Grade   das   Material   beansprucht   wird.      Dieses 
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Verfahren  ist  aber  nicht  mehr  zulässig,  wenn  die  Schubspan- 
nungen verhältnissmässig  gross  gegen  die  Normalspannungen 
werden,  also  dann,  wenn  V  gross,  M  dagegen  klein  ist.  Dieser 
Fall  tritt  ein,  wenn  der  Stab  eine  grosse  Querschnittsfläche 
und  nur  eine  geringe  Länge  hat.  Wegen  der  geringen  Länge 
sind  die  Hebelarme  und  daher  die  Biegungsmomente  klein; 
ein  solcher  Stab  wird  daher  mit  Rücksicht  auf  die  Normal- 
spannungen grosse  Lasten  tragen  können,  dabei  wird  aber  V 
gross  und  die  Schubspannungen  treten  in  den  Vordergrund, 
so  dass  die  Festigkeit  schliesslich  in  erster  Linie  von  diesen 
abhängt. 

Es  ist  daher  wünschenswerth,  noch  eine  Uebersicht  darüber 
zu  erlangen,  in  welchen  Richtungen  die  Hauptspannungen  an 
den   verschiedenen   Theilen   des    Stabes   auftreten.     Man   con- 
struirt   zu    diesem  Zwecke  Linien,    die    überall    in    die  Rich- 
tungen der  Hauptspannungen  fallen.    Diese  Linien  werden  als 
Spannungstrajectorien  bezeichnet.  Um  sie  zu  erhalten,  legt 
man  eine  Anzahl  Querschnitte  durch  den  Stab,  berechnet  für 
Terschiedene  Stellen  dieser  Querschnitte   die  Normalspannung 
xmd  die  Schubspannung,  wie  es  in  dem  vorausgehenden  Para- 
graphen gelehrt  wurde,  und  bestimmt  dann  nach  Gl.  (11)  die 
Winkel   g?,   die   die  Hauptrichtungen  des  Spannungszustandes 
mit   der  Stabaxe   bilden.     Nachdem   man    so    eine  genügende 
Zahl  von  Tangenten  der  Spannungstrajectorien  construirt  hat, 
kann  man  diese  leicht  freihändig  in  die  Zeichnung  des  Stabes 
eintragen.     Anstatt   dessen   kann   man   auch  die  Gleichungen 
dieser  Curven  mit  Hülfe    einer  Integration   erhalten,    da   die 
Tangente  ihres  Neigungswinkels,  also  der  Differentialquotient 

^  für  sie  bekannt  ist. 
dx 

Ich  werde  diese  Rechnungen  hier  nicht  durchführen,  son- 
dern mich  damit  begnügen,  in  Abb.  29  (S.  134)  den  Verlauf 
der  Spannungstrajectorien  für  den  Fall  eines  Stabes  von  recht- 
eckigem Querschnitte,  der  an  einem  Ende  eingemauert  ist  und 
am  freien  Ende  eine  Einzellast  trägt,  anzugeben.  In  der  neu- 
tralen Schicht  schneiden  die  Spannungstrajectorien  die  Stabaxe 
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unter  Winkeln  von  45®,  da  hier  der  Fall  der  reinen  Schub- 
spannung vorliegt,  und  an  der  oberen  und  der  unteren  Be- 
grenzung steht  die  eine  senkrecht  zur  Kante  und  die  andere 
berührt  sie.  Selbstverständlich  steht  die  eine  Seh  aar  überall 
senkrecht  zur  anderen. 


-x-'^ 


Abb.  29. 


Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  die  Beachtung  der 
Schubspannungen  im  gebogenen  Balken  namentlich  dann  von 
Wichtigkeit  werden  kann,  wenn  das  Material  eine  besonders 
geringe  Schubfestigkeit  hat,  wie  es  beim  Holze  in  Schnittrich- 
tungeU;  die  parallel  zu  den  Fasern  laufen,  zutrifft.  Es  kommt 
nicht  selten  vor,  dass  ein  Holzbalken,  dessen  Spannweite  selbst 
zehnmal  so  gross  sein  kann  als  die  Querschnittshöhe,  durch 
die  Ueberwindung  der  Schubfestigkeit  in  der  neutralen  Schicht 
bricht,  wenn  er  in  der  Mitte  belastet  wird.  Selbstverständlich 
wird  die  Gefahr  eines  Bruches  dieser  Art  um  so  grösser,  je 
kleiner  das  Verhältniss  zwischen  der  Spannweite  und  der 
Höhe  des  Querschnitts  ist. 

Es  möge  daher  noch  berechnet  werden,  von  welchem 
Werthe    dieses    Verhältnisses    ab    die   Bruchgefahr   nur   noch 
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durch  die  Normalspannungen  bedingt  ist.  Ich  setze  dabei 
einen  Holzbalken  von  der  Länge  2  l  und  der  Querschnittshöhe 
h  voraus,  der  in  der  Mitte  die  Last  2  P  trägt.  Dann  ist  F=  P 
und  M  =  PI  zu  setzen.  Für  die  grösste  Normalspannung  6 
erhält  man  ep; 

und  für  die  Schubspannung  r  in  der   neutralen  Schicht  nach 


.3 


_  8  3       P 


bG  2     hh 

Wenn  das  Verhältniss  zwischen  der  Druckfestigkeit  (die 
beim  Holze  gewöhnlich  etwas  kleiner  ist  als  die  Zugfestigkeit, 
beide  für  Schnittrichtungen  senkrecht  zur  Faser  gerechnet)  und 
der  Schubfestigkeit  zwischen  den  Fasern  mit  n  bezeichnet  wird, 
bestimmt  sich  jenes  Verhältniss  aus  der  Gleichung 

6  PI  SP  ,         l  n       .       21         n 

-— _  =  n  •    -  Tir ,     also  i-  ==  -r  oder  -=-  s=a  — . 
&Ä*  2  6Ä '  h         4  h         2 

Nun  wird  n  nicht  leicht  grösser  als  etwa  10,  die  ganze 
Spannweite  darf  also  nur  etwa  fünfmal  so  gross  sein,  als  die 
Querschnittshöhe,  wenn  eine  Bruchgefahr  durch  die  Schub- 
spannungen gegeben  sein  soll-,  ausnahmsweise  (wie  es  scheint, 
besonders  bei  Weisstannenholz)  kann  n  aber  auch  noch  grösser 
werden.  So  abnorm  grosse  Wert  he  von  n  kommen  indessen 
bei  anderen  Materialien  als  Holz  überhaupt  nicht  vor,  auch 
nicht  bei  gewalztem  Schweisseisen,  das  sich  dem  Holze  noch 
am  meisten  nähert,  und  es  ist  daher  gerechtfertigt,  wenn  man 
bei  gewöhnlichen  Biegungsberechnungen  die  Schubspannungen 
ganz  unberücksichtigt  lässt. 

Ein  Fall  muss  indessen  noch  erwähnt  werden.  Bei  einem 
Balken  von  I-förmigem  Querschnitte  ist  nämlich  das  statische 
Moment  S  in  Gl.  (74)  unmittelbar  unterhalb  des  Flantsches 
fast  ebenso  gross  als  für  die  neutrale  Schicht.  Die  Schub- 
spannungen erreichen  daher  an  dieser  Stelle  schon  beträcht- 
liche Werthe,  während  die  Normalspannung  gegenüber  dem 
grössten  Werthe  an  der  äussersten  Faser  noch  nicht  viel  ab- 
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genommen  hat.  Es  kann  daher  vorkommen ,  dass  die  Haupt- 
spannung an  dieser  Stelle  grösser  wird  als  in  der  äussersten 
Faser,  und  zwar  wird  dieser  Fall  auch  hier  wieder  um  so  eher 
vorkommen  können^  je  beträchtlicher  die  Schubspannungen  im 
Vergleiche  zu  den  Normalspannungen  ausfallen,  also  bei  Stäben 
von  geringer  Länge  und  grosser  Höhe.  Eine  Berechnung,  die 
sich  hierauf  bezieht,  befindet  sich  unter  den  Aufgaben  am 
Schlüsse  des  Abschnitts. 


§  22.    Genietete  Träger. 

Ein  Stab,  der  eine  Biegungsbelastung  aufnehmen  soll 
wird  oft  aus  mehreren  Theilen  zusammengesetzt,  derart,  dass 
der  Querschnitt  aus  der  Summe  der  Querschnitte  der  einzelnen 
Theile  besteht.  Wenn  die  Theile  des  Stabes  fest  miteinander 
zusammenhingen,  würden  in  den  Flächen,  in  denen  diese 
Theile  aneinander  grenzen,  Schubspannungen  übertragen  wer- 
den. Diese  Spannungen  fallen  hier  fort,  —  soweit  sie  nicht 
etwa  durch  Reibungen  in  den  Grenzflächen  ersetzt  werden. 
Damit  sich  aber  der  zusammengesetzte  Stab  im  grossen  Ganzen 
doch  ähnlich  verhalten  kann,  als  wenn  er  aus  einem  Stücke 
wäre,  müssen  die  sonst  durch  die  Schubspannungen  über- 
tragenen Kräfte  durch  die  Verbindungstheile  aufgenommien 
werden,  die  das  Ganze  zusammenhalten. 

Sehr  häufig  verwendet  man  genietete  Blechbalken,  denen 
man  einen  den  gewalzten  I-Trägem  ähnlichen  Querschnitt 
gibt,  um  wie  bei  diesen  mit  möglichst  wenig  Materialaufwand 
ein  möglichst  grosses  Trägheits-  oder  Widerstandsmoment  zu 
erzielen.  Der  Steg  und  die  rechtwinklig  dazu  verlaufenden 
Gurtplatten  werden  durch  Winkeleisen  aneinander  geschlossen 
und  alle  Theile  werden  durch  Vernietung  miteinander  ver- 
bunden. Hier  sind  es  die  Nieten,  durch  die  alle  Schubspan- 
nungen übertragen  werden  müssen.  Wir  wollen  berechnen, 
wie  gross  die  Kraft  ist,  die  auf  einen  solchen  Niet  triflFt,  der 
den  Anschluss  der  Winkeleisen  an  den  Steg  bewirkt.  In 
Abb.  30  ist  ein  kleines  Stück  von  der  Ansichtszeichnung  eines 
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genieteten  Blechträgers  gegeben.  Die  Entfernung  zwischen 
zwei  aufeinander  folgenden  Nieten  sei  gleich  e.  Der  durch  einen 
schwarzen  Kreis  angegebene  Niet  N 
muss  für  den  Unterschied  der  Normal- 
spannungen 6  in  den  durch  ihn  an- 
geschlossenen Winkeln  und  Gurtplatten 
für  zwei  um  e  voneinander  entfernte 
Querschnittsflächen  aufkommen.  In  der 
That  gleicht  der  Fall  ganz  dem  in 
§  20  behandelten;  es  ist  nur  an  die 
Stelle  des  Abstandes  dx  in  Abb.  26 
hier  der  endliche  Abstand  e  getreten.     Man  hat  wie  dort 

M  .      .  AM  Ve 


Abb.  30. 
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wobei  nui*  die  endliche  DiflFerenz  A<y  für  das  Diflferential  de 
eingetreten  ist.  Die  von  dem  Niet  zu  übertragende  Kraft  P 
folgt  daraus 

P=Jt^6dF=  ^^JydF^^' 


0 


'S, 


(75) 


wenn  mit  S  das  statische  Moment  des  durch  den  Niet  an- 
geschlossenen Querschnittstheiles  in  Bezug  auf  die  Nulllinie 
bezeichnet  wird.        / 

Früher  hat  man  auch  öfters  aus  Holz  sogenannte  ver- 
zahnte oder  verdübelte  Träger  zusammengesetzt.  Jetzt  macht 
man  seltener  davon  Gebrauch  und  ich  will  daher  nicht  näher 
darauf  eingehen,  bemerke  vielmehr  nur  noch,  dass  deren  Be- 
rechnung ebenfalls  nach  Gl.  (75)  erfolgen  kann. 


§  23.    Die  elastische  Linie  des  gebogenen  Stabes. 

Bisher  war  unser  Augenmerk  nur  auf  die  Berechnung  der 
Spannungen  gerichtet.  Um  die  Formänderungen  kümmerten 
wir  uns  nur  so  weit,  als  es  nöthig  war,  um  die  nöthigen  An- 
haltspunkte für  Wahrscheinliche  Annahmen  über  die  Spannungs- 
vertheilung  zu  erlangen.  Jetzt  wollen  wir  uns  die  Frage  nach 
der  Gestalt  der  elastischen   Linie  vorlegen,   also  jener  Linie, 
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in  die  die  Stabmittellinie  durch  die  Biegung  übergeht.  Dabei 
soll  aber  von  vornherein  vorausgesetzt  werden,  dass  der  Bie- 
gungspfeil gering  bleibt ,  da  andere  Fälle  fast  ganz  ohne 
Interesse  für  die  Anwendungen  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  berechnen  wir  zunächst,  wie  gross 
der  Winkel  dtp  ist,  um  den  sich  zwei  im  Abstände  dx  auf- 
einander folgende  Querschnitte  bei  der  Biegung  gegeneinander 
drehen.  Eine^Faser,  die  den  Abstand  y  von  der  Nulllinie  hat, 
erfährt  eine  Längenänderung  ydq)^  die  nach  dem  Elasticitäts- 
gesetze  mit  der  specifischen  Spannung  6  an  dieser  Stelle  in 
einem  Zusammenhange  steht,  der  durch  die  Proportion 

y  dq>         a 

ausgesprochen  wird.  Für  6  führen  wir  den  durch  Gl.  (48) 
angegebenen  Werth  ein  und  erhalten 

M 

^^=-^^-^0'  (76) 

Diese  Gleichung  kann  noch  auf  zwei  andere  Formen  ge- 
bracht werden,  die  für  die  Anwendung  meistens  bequemer 
sind.  Zunächst  führen  wir  den  Krümmungsradius  q  der  ela- 
stischen Linie   mit  Hülfe  der  Beziehung  q  dq)  =  dx   ein  und 

erhalten  IM.  EG  .„„. 

-,=-E@   oder(,=  ^^.  (77) 

Andererseits  hat  man  aber  für  q  nach  den  Lehren  der 
analytischen  Geometrie  allgemein  den  Ausdruck 


9  = 


Hü)'] 

d'y 


dx' 


wenn  jetzt  y  nicht  mehr  die  Coordinate  eines  Punktes  des 
Querschnitts,  sondern  die  Ordinate  der  elastischen  Linie  be- 
deutet. In  unserem  Falle  weicht  aber  die  Curve,  deren  Krüm- 
mungshalbmesser wir  betrachten,  nur  sehr  wenig  von  einer 
Graden  ab.    Wenn  wir  die  Ordinaten  y  von  der  ursprünglichen 

Lage    der    Stabaxe    aus   rechnen,   ist   daher   -^  die  Tangente 
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eines  sehr  kleinen  Winkels  und  das  Quadrat  dieses  sehr  kleinen 
Bruches  kann  daher  ohne  merklichen  Fehler  in  dem  voraus- 
gehenden Ausdrucke  gegen  die  Einheit  vernachlässigt  werden. 

Dadurch  geht  q  in  den  reciproken  Werth  von  ^  ^  über  und 
Gl.  (77)  liefert,  wenn  man  dies  einsetzt, 

E®  f^y  =-M.  (78) 

Das  Vorzeichen  von  q  ist  nämlich  zunächst  unbestimmt, 
da  im  Zähler  des  Ausdrucks  für  q  eine  Quadratwurzel  steht. 
Es  muss  daher  nachträglich  so  gewählt  werden,  dass  es  mit 
den  übrigen  Festsetzungen  in  Uebereinstimmung  steht.  Nun 
wird  M  dann  positiv  gerechnet,  wenn  es  den  in  horizontaler 
Lage  gezeichneten  Stab  so  krümmt,  dass  sich  die  Hohlseite 
noch  oben  hin  kehrt.  Zugleich  wollen  wir  die  Einsenkungen  y 
positiv  rechnen,  wenn  sie,  wie  gewöhnlich,  nach  abwärts 
gehen.     In  diesem  Falle   ist   aber   bei  dem  auf  zwei  Stützen 

ruhenden  Balken  -^  am  grössten  am  linken  Auflager  des  Bal- 
kens; es  wird  dann,  wenn  wir  weiter  nach  der  Mitte  hin  gehen, 
allmählich  kleiner,  wird  dann  zu  Null,  nimmt  hierauf  negative 
Werthe  an  und  erlangt  den  grössten  negativen  Werth  am 
rechten  Auflager.    Ueber  die  ganze  Spannweite  hin  ist  daher 

-Tni   negativ,   während  31  überall  positiv    ist,    und   damit  Gl. 

(78)  auch  dem  Vorzeichen  nach  gültig  sei,  musste  daher  ein 
Minuszeichen  beigegeben  werden. 

Gl.  (78)  wird  die  Differentialgleichung  der  elastischen 
Linie  genannt.  Um  die  Gleichung  dieser  Curve  daraus  in  end- 
lieber  Form  zu  finden,  drückt  man  zunächst  mit  Hülfe  der 
gegebenen  Lasten  M  als  Function  von  x  aus  und  integrirt 
Gl.  (78)  zweimal  nach  x.  Dabei  treten  zwei  Integrations- 
constanten  auf,  deren  Werthe  mit  Hülfe  der  Grenzbedingungen 
an  den  Enden  des  Balkens  ermittelt  werden.  » 

Dieses  Verfahren  soll  an  einigen  einfachen  Fällen  erläu- 
tert werden.  Zunächst  sei  ein  Balken  von  überall  gleichem 
Querschnitt  gegeben,   der  an  beiden  Enden  frei   aufliegt  und 
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eine  gleichmässig  über  die  ganze  Länge  vertheilte  Belastung 
von  q  kg  auf  die  Längeneinheit  trägt.  Für  irgend  einen  Quer- 
schnitt im  Abstände  x  vom  linken  Auflager  hat  man  für  das 
Biegungsmoment^  also  für  das  Moment  der  links  vom  Quer- 
schnitte liegenden  äusseren  Kräfte 

Mit  l  ist  dabei  die  Spannweite  bezeichnet.    Der  Auflager- 
druck auf  beiden  Seiten  ist  gleich  ~,   das  erste  Glied  stellt 

daher  das  Moment  des  linken  Auflagerdrucks  dar.  Die  Be- 
lastung der  linken  Balkenhälfte  ist  qx  und  der  Hebelarm  da- 
von gleich  Y  •  I^^s  Biegungsmoment  ist  über  die  ganze  Spann- 
weite positiv  und  wird  an  den  beiden  Auflagern  zu  Null. 
Denkt  man  sich  M  in  jedem  Punkte  der  Stabaxe  rechtwinklig 
dazu  in  irgend  einem  Massstabe  aufgetragen,  so  erhält  man 
eine  Parabel.  Allgemein  heisst  die  in  dieser  Weise  gefundene 
Curve  die  zu  der  gegebenen  Belastung  gehörige  Momenten- 
curve  und  die  zwischen  ihr  und  der  Stabaxe  eingeschlossene 
Fläche  die  Momentenfläche. 

Mit  dem  hier  festgestellten  Werthe  von  M  geht  GL  (78) 

Nach  zweimaliger  Integration  erhält  man  daraus 

wenn  mit  C  und  Cj  die  beiden  Integrationsconstanten  be- 
zeichnet werden.  Nun  muss  nach  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe y  zu  Null  werden  für  a?  =  0  und  für  x  =  1,  da  beide 
Enden  des  Balkens  durch  die  Auflagerung  gegen  verticale 
Bewegungen  geschützt  sind.  Die  erste  Bedingung  lehrt,  dass 
die  konstante  C^  gleich  Null  zu  setzen  ist.  Zur  Ermittelung 
von  C  haben  wir  die  Gleichung 


24  12      »     ^"^  ^   ^  24  ' 
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und  für  die  Gleichung  der  elastischen  Linie  in  endlicher  Form 
folgt  daher 

^®y=g-f-'+^-  (79) 

Die  Linie  ist  also  vom  vierten  Grade.  Es  mag  noch  er- 
wähnt werden,  dass  sich  die  hier  analytisch  vorgenommene 
Integration  allgemein  auch  mit  Hülfe  einer  geometrischen 
Construction,  nämlich  mit  Hülfe  eines  Seilpolygons,  ausführen 
lässt.  Diese  Betrachtungen  gehören  indessen  zur  graphischen 
Statik  und  sie  werden  dort  eine  ausführliche  Darstellung  er- 
halten. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Werth  der  Einsenkung 
y  in  der  Balkenmitte,  also  zugleich  der  grösste  Werth,  den  y 
annimmt.  Man  nennt  diese  Strecke  den  Biegungspfeil,  der 
hier  stets  mit  dem  Buchstaben  f  bezeichnet  werden  soll.    Mit 

a:  =  Y  erhält  man  aus  Gl.  (79) 

'         384  E9         384  E@  ^■) 

In  der  letzten  Form  dieser  Gleichung  ist  unter  Q  die  Gesammt- 
belastung  des  Balkens,  also  g  2  zu  verstehen. 

Zweitens  sei  ein  Balken  betrachtet,  der  in  der  Mitte  der 
Spannweite  eine  Einzellast  P  trägt.     Man  hat  hier 

dx*  2 

oder  nach  zweimaliger  Integration 

Zur   Bestimmung   der  Integrationsconstanten    muss    aber 

hier   ein  anderes  Verfahren   eingeschlagen  werden.     Der  Aus- 

P  .  . 

druck    o  ^   ^^  ^   is^  nämlich   nur  für   solche  Querschnitte 

gültig,  die  links  von  der  Mitte  liegen;  rechts  davon  wäre 
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zu  setzen.  Infolgedessen  gilt  auch  die  vorausgehende  end- 
liche Gleichung  nur  für  die  linke  Hälfte  der  elastischen  Linie. 
Diese  Linie  selbst  setzt  sich  aus  zwei  Aesten  zusammen  ^  die 
sich  in  der  Mitte  stetig  und  ohne  Knick  aneinander  schliessen, 
die  aber  zu  verschiedenen  Bildungsgesetzen  gehören.  Hier 
wird  die  Lösung  dadurch  vereinfacht^  dass  die  Last  in  der 
Mitte  angenommen  wurde.  Dadurch  sind  beide  Aeste  der  ela- 
stischen Linie  symmetrisch  zueinander  gestaltet  und  sym- 
metrisch gelegen  und  es  genügt^  den  einen  Ast  zu  betrachten. 
Dieser  muss  nämlich  der  Symmetrie  wegen  in  der  Mitte  eine 
horizontale  Tangente  haben.     In 


dx  4 

^  2 


muss  daher  die  rechte  Seite  für  x  '=  —    verschwinden,    also 

C  =  — g-  gesetzt  werden. 

Für  die  andere  Integrationsconstante  Cj  erhält  man  wie 
vorher  G^  =  0,  weil  y  für  x  =  0  verschwinden  muss.  Für 
den  linken  Ast  der  elastischen  Linie  hat  man  daher  schliess- 
lich die  Gleichung 

^%  =  ^-^'-  (81) 

Mit  a;  =  —  erhält  man  für  den  Biegungspfeil  f 

eine  bei  den  Anwendungen  sehr  häufig  gebrauchte  Formel. 

Trägt  der  Balken  zwei  Einzellasten  P^  und  P^  in  den 
Abständen  p^  und  pg  vom  linken  Auflager,  so  zerfällt  die  ela- 
stische Linie  in  drei  sich  stetig  und  ohne  Knick  aneinander 
schliessende  Aeste.  Man  berechnet  zunächst  die  Auflager- 
kräfte. Wird  der  Auflagerdruck  am  linken  Ende  mit  Ä  be- 
zeichnet, so  hat  man 

Mi  =  ÄX'^     Mu  =  Ax  —  Pi(x  — jPi); 
Mm  =  Ax  —  Pj  (a:  —  p^)  —  P^{x  ~ p^). 
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Von  diesen  Ausdrücken  gilt  Mi  zwischen  a;  =  0  und  x^^p^, 
der  zweite  zwischen  x=p,  und  x^p^  und  der  dritte  zwischen 
X  =P2  und  X  =^  l.  Man  hat  der  Reihe  nach  jeden  dieser  Aus- 
drücke in  die  Gleichung  der  elastischen  Linie  einzusetzen  und 
diese  jedesmal  zu  integriren.  Dadurch  erhält  man  die  end- 
lichen Gleichungen  der  drei  Aeste^  in  denen  zusammen  sechs 
unbekannte  Integrationsconstanten  auftreten.  Zu  deren  Be- 
stimmung hat  man  zunächst  die  beiden  Bedingungen  ^  dass  y 
an  den  beiden  Auflagerstellen  zu  Null  werden  muss.  Ausser- 
dem muss  an  jeder  üebergangsstelle  y  und  -^  für  beide  Aeste 

gleich  werden.  Dadurch  erhält  man  nochmals  vier  Bedingungs- 
gleichungen^  die  mit  den  vorigen  zusammen  zur  Ermittelung 
der  Constanten  genügen. 

Dasselbe  Verfahren  bleibt  auch  noch  anwendbar,  wenn 
der  Balken  drei  oder  beliebig  viele  Einzellasten  trägt.  Es 
macht  aber  dann  an  sich  zwar  ganz  einfache,  durch  den  Um- 
fang, den  sie  aimehmen,  aber  sehr  lästige  Rechnungen  zur  Be- 
stimmung der  verschiedenen  Integrationsconstanten  der  ein- 
zelnen Aeste  nothig.  In  solchen  Fällen  thut  man  daher  fast 
immer  besser,  sich  des  graphischen  Verfahrens  zur  Ermitte- 
lung der  Gestalt  der  elastischen  Linie  zu  bedienen. 

Aehnlich  liegt  der  Fall,  wenn  der  Balken  zwar  nur  eine 
stetig  vertheilte  Belastung  oder  eine  einzige  Last  in  der  Mitte 
trägt,  der  Querschnitt  aber  nicht  constant  ist,  sondern  in  ver- 
schiedenen Absätzen  wechselt,  wie  es  z.  B.  bei  Blechbalken 
vorkommt,  deren  Querschnitt  nach  der  Mitte  zu  durch  Auf- 
nieten von  Gurtungsplatten  verstärkt  wird.  Auch  dann  setzt 
sich  die  elastische  Linie  aus  einer  Anzahl  verschiedener  Aeste 
zusammen.  Verändert  sich  der  Querschnitt  stetig,  so  ist  & 
als  Function  von  x  in  die  DiflFerentialgleichung  einzusetzen. 
Insofern  die  Ausführung  der  Integration  dadurch  nicht  er- 
schwert oder  unmöglich  gemacht  wird,  erleidet  das  Verfahren 
hierdurch  keine  Aenderung.  Der  praktisch  wichtigste  Fall 
bleibt  aber  immer  der  des  Balkens  von  constantem  Quer- 
schnitt;   man  behilft  sich  häufig  damit,   die    für  diesen  auf- 
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gestellten  Formeln  näherungsweise  auch  für  andere  Fälle  an- 
zuwenden^ weil  man  die  umständlichere  Rechnung,  die  diese 
erfordern  würden,  scheut  und  man  sich  sehr  oft  mit  einer  un- 
gefähren Schätzung  des  Biegungspfeiles  begnügen  kann. 

Die  vorausgehenden  Rechnungen  beruhen  auf  der  still- 
schweigenden Voraussetzung,  dass  die  Kraftebene  durch  eine 
Hauptaxe.  des  Querschnitts  geht.  Trifft  dies  nicht  zu,  so  hat 
man  die  Lasten,  wie  in  §  16,  in  Componenten  nach  den  Rich- 
tungen der  Hauptaxen  zu  zerlegen  und  die  Biegungslinie  für 
die  Componenten  in  beiden  Ebenen  zu  ermitteln.  Die  ge- 
sammte  Formänderung  ergibt  sich  durch  geometrische  Sum- 
mirung  der  zu  diesen  beiden  Gomponentensystemen  gehörigen 
elastischen  Verschiebungen. 

§  24.  EinfluBB  der  Sohnbspannnngen  auf  die  Biegtingslinie. 

Bei  den  vorausgehenden  Betrachtungen  ist  noch  keine 
Rücksicht  auf  die  Formänderungen  genommen,  die  durch  die 
Schubspannungen  bewirkt  werden.  Diese  haben  zur  Folge,  dass 
der  Biegungspfeil  noch  etwas  vergrössert  wird  und  dass  über- 
haupt die  elastische  Linie  von  der  vorher  berechneten  Gestalt 
ein  wenig  abweicht. 

Li  Abb.  31  ist  ein  Längenelement  des  Balkens  gezeichnet. 
_^_  Wenn  sich  die  Scheerkraft   V  gleich- 

f^  massig  über  den  Querschnitt  vertheilte, 

hätte  sie  zur  Folge,  dass  sich  der  ur- 

,. . ^    sprünglich  rechte  Winkel  zwischen  dem 

Querschnitt  und  der  Stabaxe  um  einen 

kleinen   Betrag   y   änderte,    der   nach 

dem  Elasticitätsgesetze  leicht  berech- 

j^^y^  jj  net   werden   kann.     Man   hat   nämlich 

für   den    durchschnittlichen  Betrag  r^ 
der  Schubspannung  y 

und  nach  Gl.  (33) 


y  = 


m 


G  ~  GF 
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Die  Winkeländemng  y  bewirkt  eine  Paxallelverschiebang 
der  beiden  Querschnitte  gegeneinander,  die  mit  du  bezeichnet 
werden  mag;  man  iSndet  dafür 

du    =y£?a:  =  -^jr- 

So  einfach  liegt  die  Sache  in  Wirklichkeit  aber  nicht. 
Die  Schubspannungen  yertheilen  sich  nach  einem  anderen  Ge- 
setze über  den  Balkenquerschnitt,  das  in  $  20  festgestellt 
wurde.  In  der  Mitte  sind  demnach  die  iSchubspannungen 
grösser  als  der  vorher  berechnete  Durchschnittsbetrag  r^ 
während  sie  nach  der  oberen  und  der  imteren  Kante  hin  bis 
auf  Null  abnehmen.  In  Folge  davon  wird  auch  die  Winkel- 
änderung y  zwischen  der  Stabaxe  und  dem  Balkenquerschnitte 
in  der  Mitte  grösser,  während  der  Winkel  an  den  Kanten  un- 
geändert  bleibt.  Man  erkennt  daraus  nebenbei,  dass  die  Ber- 
nouilli'sche  Annahme,  die  Querschnitte  blieben  bei  der  Form- 
änderung eben,  nicht  streng  erfüllt  sein  kann.  In  der  That 
ist  auch  schon  im  Vorhergehenden  diese  Annahme  nur  als 
näherungsweise  richtig  vorausgesetzt  worden. 

Hier  handelt  es  sich  besonders  um  den  Höhenunterschied 
aufeinander  folgender  Punkte  der  Stabaxe,  der  auf  Rechnung 
der  Schubspannungen  zu  setzen  ist.  Wir  bezeichnen  diesen 
mit  du  und  setzen 

dtt  =  3c  du  =  X  -qy  '  (83) 

Unter  x  ist  dann  eine  Verhältnisszahl  zu  verstehen,  die  nach 
den  vorausgehenden  Bemerkungen  jedenfalls  grösser  als  1  ist. 
Der  genaue  Werth  von  x  hängt  von  der  Gestalt  des  Quer- 
schnitts ab,  da  durch  diese  die  Vertheilung  der  Schubspan- 
nungen und  hiermit  das  Verhältniss  zwischen  dem  Werthe 
von  r  in  der  Mitte  und  dem  Durchschnittswerthe  r^  bedingt 
ist.  Es  wäre  indessen  nicht  zulässig,  x  unmittelbar  gleich 
dem  zuletzt  genannten  Verhältnisse  zu  setzen,  denn  die  Ver- 
schiebungen du  verschiedener  Faser,  die  in  verschiedenen  Ab- 
ständen von  der  Nulllinie  liegen,  können  nicht  unabhängig 
voneinander  erfolgen,  weil  sonst  eine  Zerrung  in  der  Richtimg 

Föppl,  FestigkeitBlehre.  10 
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der  Höhe  des  Querschnitts  zu  Stande  käme.  In  der  That  ist 
der  Vorgang  durch  die  Querschnittskrümmung,  die  nothwendig 
auftreten  muss,  ziemlich  verwickelt.  Man  hilft  sich  daher 
damit,  den  Werth  von  x  auf  Grund  einer  Betrachtung  zu  er- 
mitteln,  die  sich  auf  den  Begriff  der  Formänderungsarbeit 
stützt.  Es  kommt  dies  darauf  hinaus,  dass  man  einen  Durch- 
schnittswerth  du  für  alle  Fasern  berechnet.  Strenger  be- 
gründen lässt  sich  dieses  Verfahren  freilich  nicht;  es  hat  mehr 
den  Charakter  einer  Abschätzung  als  einer  genauen  Berech- 
nung. Da  es  sich  hierbei  nur  um  eine  an  sich  geringfügige 
Correctionsgrösse  handelt,  lässt  sich  aber  gegen  seine  Be- 
nützung nichts  einwenden. 

Für    den  Fall   der   reinen  Schubspannung   ist  die  speci- 

fische  Formänderungsarbeit  nach  Gl.  (44)  gleich  ^'  Für  das 

Balkenelement  von  der  Länge  dx  ist  daher  die  Formänderungs- 
arbeit gleich 

/7/r   I  _ 


dxf^dF 


zu  setzen,  wobei  die  Integration  über  den  ganzen  Querschnitt 
zu  erstrecken  ist. 

In  diesem  Ausdrucke  kann  für  r  der  in  Gl.  (74)  auf- 
gestellte Werth  eingesetzt  werden.  Der  so  ermittelten  Form- 
änderungsarbeit ist  die  von  der  Scheerkraft  V  (die  für  das 
Balkenelement    eine    äussere    Kraft   bildet)    geleistete    Arbeit 

—  Vdu  gleich  zu  setzen.     Man  erhält  dadurch 


2 


V I  ^  dF  =  Y  Vdu  =  Y  Vxdu  =  x 


dx  I  ^dF  =  -^Vdu  '^'7rVxdu=x^^^dx 


und  hiermit 


^--^. (84) 


Für  den  rechteckigen  Querschnitt  soll   die  Rechnung  zu 
Ende  geführt  werden.     In  §  20  war  dafür 


-t) 
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gefunden,  wobei  zur  Vermeidung  von  Missverständnissen  hier 
z  an  Stelle    des    dort   mit  u  bezeichneten  Abstandes  der  be- 

treflfenden  Faser  von  der  Nulllinie    gesetzt  ist.     Mit  ®  =  ^ 
wird  dies 


und  daher 


-=.-p(l**-6-') 


+  - 

^  2 


JrHF^^J{\h^-Q,^)hd,. 


2 


Nach  Ausführung  der  Integration  erhält  man 


/ 


r  dF  =  -^ 


6  hh 


Setzt  man  dies  in  61.  (84)  ein  und  beachtet,  dass  F^=>bh  ist, 
so  erhält  man  für  den  rechteckigen  Querschnitt 

X  =  -1  =  1,2. 

Es  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Berechnung  von 
7c  nach  Gl.  (84)  immer  leicht  durchgeführt  werden  kann,  auch 
wenn  sich  die  Integration  nach  den  gewöhnlichen  Methoden 
nicht  vornehmen  lässt,  indem  man  den  Querschnitt  in  schmale 
Streifen  zerlegt  und  an  die  Stelle  der  Integration  eine  Sum- 
mirung  treten  lässt.  Das  Resultat  dieser  mechanischen 
Quadratur  wird  immer  genau  genug,  auch  wenn  man  eine 
Eintheilung  in  nur  wenige  Streifen  vornimmt. 

Für  die  besonders  häufig  verwendeten  gewalzten  Eisen- 
träger von  dem  I-Profile  hat  man  k  ein  für  alle  Male  be- 
rechnet. Für  den  I-Träger  Nr.  8  (d.  h.  von  8  cm  Höhe)  wurde 
X  =  2,4,  für  den  höchsten  Träger,  der  noch  verwendet  zu 
werden  pflegt,  Nr  50  x  =  2,0  gefunden.  Für  die  dazwischen 
liegenden  Trägerhöhen  ändert  sich  x  allmählich  von  dem 
einem  zu  dem  anderen  dieser  Werthe.  Grösser  als  bei  den 
I-Trägem  wird  x  nicht  leicht  bei  einer  anderen  Qaerschnitts- 
gestalt. 

10* 
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Bei  den  jetzt  durchgeführten  Rechnungen  ist  nur  auf  den 
Einfluss  von  V  auf  die  Biegungslinie  geachtet  worden,  d.  h. 
M  wurde  bei  dem  betrachteten  Balkenelemente  als  Null  vor- 
ausgesetzt. Wirken  M  und  V  gleichzeitig  ein,  so  summiren 
sich  die  Wirkungen  von  beiden.  An  irgend  einer  Stelle  im 
Abstände  x  vom  linken  Auflager  hat  man  daher  die  gesammte 
Durchsenkung  y' 


y'  "^y+J  dn, 


(85) 


wenn  unter  y  die  im  vorigen  Paragraphen  berechnete  Ein- 
senkung  verstanden  wird.  Das  letzte  Glied  in  diesem  Aus- 
drucke ist  indessen  gewöhnlich  klein  gegen  das  erste  und  es 
genügt  daher  meistens  y'  '^  y  zu  setzen,  den  Einfluss  der 
Schubspannungen  also  zu  vernachlässigen.  Nur  bei  kurzen 
Stäbfen  von  grossem  Querschnitte,  bei  denen,  wie  wir  schon 
früher  fanden,  die  Schubspaotmungen  überhaupt  mehr  hervor- 
treten, oder  für  Stellen,  die  den  Balkenenden  benachbart  sind, 
wird  es  nöthig,  das  zweite  Glied  in  61.  (85)  zu  berücksich- 
tigen. Um  uns  davon  zu  überzeugen,  betrachten  wir  noch 
speciell  einen  beiderseits  fr«i  aufliegenden  Balken  von  con- 
stantem  rechteckigen  Querschnitt,  der  eine  Einzellast  in  der 
Mitte  trägt.  Der  Biegungspfeil  f  war  dafür  im  vorigen  Para- 
graphen in  61.  (82)  zu 


f  = 


48JB7e        4J576Ä8 


berechnet.     Für  du  hat  man  hier  nach  61.  (83)   mit  x  =*  1,2 
F«yundJF=ftÄ 


und  daher  i. 

8 

PI 
rfw  =  0,3 


0 


Für  den  mit  Rücksicht  auf  den  Einfluss  der  Schubspan- 
nungen verbesserten  Werth  f  des  Biegungspfeiles  flndet  man 
also  nach  Gl.  (85) 
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Bei  der  letzten  Umformung  ist  6?  =  0,4  -B  gesetzt,  also  vor- 
ausgesetzt, dass  für  den  Stoff,  aus  dem  der  Balken  besteht, 
die  Yerhältnisszahl  m «» 4  sei.  Nimmt  man  an,  dass  die 
Spannweite  l  etwa  10  Mal  so  gross  sei,  als  die  Balkenhohe 
*,  so  macht  das  zweite  Glied  in  der  Klammer,  das  vom  Ein- 
flüsse der  Schubspannungen  herrührt,  nur  3%  von  dem  ersten 

aus.    Gewöhnlich  ist  das  Yerhältniss  -j-  noch  grosser  als   10, 

und  das  von  den  Schubspannungen  herrührende  Glied  macht 
dann  einen  noch  kleineren  Bruchtheil  des  anderen  aus.     Mit 

dem  Verhältnisse  j-  =  6   steigt  indessen  der  Bruchtheil  auf 

12%  und  von  da  an  wird  es  nöthig,  die  genauere  Formel  (86) 
an  Stelle  von  Gl.  (82)  zur  Berechnung  des  Biegungspfeiles 
zu  verwenden. 

§  25.    Diirohlanfende  Träger. 

Für  einen  Balken,  der  über  mehrere  Oeffnungen  hinweg- 
reicht, kann  man,  wie  schon  früher  hervorgehoben  wurde,  die 
Auf  lagerkräfte  nur  auf  Grund  der  elastischen  Formänderungen, 
die  er  erfährt,  berechnen.  Wenn  die  Auflagerkräfte  bereits 
bekannt  wären,  würde  sich  die  Berechnung  der  Spannungen 
genau  so  wie  bei  dem  Träger  über  einer  einzigen  Spannweite 
ausführen  lassen.  Man  könnte  ohne  Weitei^es  für  jeden  Quer- 
schnitt das  Biegungsmoment  und  die  Scheerkraft  angeben  und 
die  Spannungen  daraus  nach  den  bereits  dafür  aufgestellten 
Formeln  finden.  Es  handelt  sich  also  in. der  That  nur  noch 
darum,  zu  zeigen,  wie  man  die  Auflagerkräfte  oder  überhaupt 
die  statisch  unbestimmten  Grössen,  die  auch  in  anderer  Weise 
gewählt  werden  können,  berechnen  kann. 

Man  nehme  zunächst  an,  dass  der  Träger  über  zwei  Oeff- 
nungen von  gleicher  Grösse  l  hinwegreicht  und  eine  gleich- 
massig  vertheilte  Last  q  auf  die  Längeneinheit  trägt.  Wenn 
die  Mittelstütze  entfernt  wäre,  würde  sich  die  Trägermitte  um 
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den  in  Gl.  (80)  angegebenen  Betrag  durchbiegen,  wobei  nur  2  l 
an  Stelle  yon  l  zu  setzen  ist.  Auf  den  Einfluss  der  Schub- 
spannungen braucht  man  in  der  Regel  keine  Rücksicht  zu 
nehmen;  wenn  es  gewünscht  werden  sollte ,  kann  dies  aber 
nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Verfahren  leicht 
geschehen. 

Hierauf  denke  man  sich  an  dem  Balken  in  der  Mitte  eine 
nach  aufwärts  gerichtete  Kraft  angebracht.  Dadurch  wird  die 
Balkenmitte  wieder  gehoben  und  zwar  um  den  in  Gl.  (82) 
festgestellten  Betrag,  wenn  an  Stelle  von  l  wieder  2  l  gesetzt 
und  unter  P  die  Grösse  der  aufwärts  gerichteten  Kraft  ver- 
standen wird.  Wenn  wir  P  so  bestimmen,  dass  die  vorher 
erlittene  Durchbiegung  in  der  Mitte  gerade  wieder  rückgängig 
gemacht  wird,  erhalten  wir  damit  die  Grosse  des  Auf  lager- 
drucks an  der  Mittelstötze,  denn  nur  bei  diesem  Werthe  des 
Auf  lagerdrucks  kann  die  elastische  Linie  des  ganzen  Stabes 
durch  den  vorgeschriebenen  Punkt  gehen.  Die  Gleichsetzung 
der  Werthe  von  f  in  GL  (80)  und  Gl.  (82)  Hefert 

P  =  |.23?  =  |.g, 

wenn  jetzt  Q  die  über  beide  Oeffnungen  vertheilte  Last  be- 
deutet. Man  sieht  daraus,  dass  der  durchlaufende  Träger  einen 
grösseren  Theil  der  ganzen  Last  auf  die  Mittelstütze  über- 
trägt, als  zwei  getrennte  Träger,  von  denen  jeder  eine  der 
beiden  OeflEnungen  überdecken   würde,   denn  in  diesem  Falle 

käme  auf  die  Mittelstütze  -^  und  auf  jede  Endstütze  ^  •    Der 

Auflagerdruck  des  durchlaufenden  Trägers  an  jedem  Ende  stellt 

Diese  Betrachtung  setzt  voraus,  dass  alle  drei  Stützen 
genau  in  gleicher  Höhe  liegen  und  dass  sie  auch  unter  dem 
Einflüsse  der  Belastung  nicht  nachgeben,  selbstverständlich 
auch,  dass  der  Träger  vorher  genau  gradlinig  war.  Senkt  sich 
etwa  die  Mittelstütze  um  den  Betrag  d  oder  musste  sich  der 
Träger  schon  vorher  in  der  Mitte  um  d  durchbiegen,   ehe   er 
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die  Mittelstütze  erreichte,  so  findet  man  den  Auflagerdnick  P 
aus  der  Gleichung 

5        0(21)8  ^  ^         P(20» 


384       ES  '    IS  ES' 

also 

Wenn  die  Mittelstütze  zu  hoch  lag;    ist  hierin  d  negativ  zu 
setzen. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  dasselbe  Verfahren  auch  noch 
anwendbar  bleibt,  wenn  die  Oeffnungen  von  verschiedener 
Grösse  sind.  Man  braucht  dann  nur  an  die  Stelle  von  f  die 
für  irgend  eine  andere  Abscisse  x  gültigen  Werthe  von  y  aus 
§  23  einzusetzen.  Auch  für  Träger,  die  über  mehr  als  zwei 
OeflEnungen  hinwegreichen,  lässt  sich  die  Berechnung  der  Auf- 
lagerkräfte in  derselben  Weise  durchführen;  bei  drei OefiEnungen 
hat  man  zwei  nach  aufwärts  gerichtete  unbekannte  Kräfte  an 
den  Mittelstützen  anzunehmen,  die  sich  aus  den  beiden  Be- 
dingungen berechnen,  dass  die  elastischen  Verschiebungen  der 
zugehörigen  Angriffspunkte  im  Ganzen  verschwinden  müssen. 
Auf  die  Berechnung  der  durchlaufenden  Träger  wird  im 
üebrigen  hier  nicht  ausführlicher  eingegangen,  da  sie  besser 
der  graphischen  Statik  vorbehalten  bleibt. 

§  26.    Der  auf  beiden  Seiten  eingespannte  Träger. 

Ein  Träger  sei  an  den  Auflagern  so  gestützt,  dass  jede 
Drehung  des  Stabendes  unmöglich  gemacht  ist.  Die  elastische 
Linie  hat  dann  horizontale  Tangenten  an  den  Stabenden  und 
man  erkennt  daraus  schon,  dass  sie  zwei  Wendepunkte  haben 
muss,  zwischen  denen  sie,  wie  beim  frei  aufliegenden  Träger, 
hohl  nach  oben  hin  gekrümmt  ist,  während  sie  zwischen 
einem  Wendepunkte  und  dem  benachbarten  Auflager  ihre 
Hohlseite  nach  unten  kehrt.  In  den  Wendepunkten  ist  die 
Krümmung  Null,  daher  muss  dort  auch  das  Biegungsmoment 
M  verschwinden. 
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Eine  Einzelkraft  würde  nicht  ausreichen,  das  Ende  des 
Trägers  gegen  eine  Drehung  schützen  zu  können.  Ausser  einem 
Auflagerdrucke  muss  daher  an  jedem  Trägerende  noch  ein 
Kräftepaar  von  der  Stütze  her  übertragen  werden.  Das  Mo- 
ment dieses  Kräftepaars  am  linken  Auflager  sei  mit  M^  be- 
zeichnet, denn  es  stellt  zugleich  das  Biegungsmoment  für 
einen  Querschnitt  dar,  der  unmittelbar  in  der  Nähe  des  Auf- 
lagers gezogen  ist.  Wenn  wir  der  Einfachheit  halber  voraus- 
setzen, dass  der  Balken  eine  gleichmässig  vertheilte  Last  trägt, 
ist  M  für  irgend  einen  anderen  Querschnitt  mit  der  Abscisse  x 

Die   Differentialgleichung    der    elastischen    Linie    geht   damit 
über  in 

Für  den  Auflagerdruck  A  kann  in  unserem  Falle  auch  noch 
^  gesetzt  werden.     Eine  einmalige  Litegration  liefert 

dx  6  2  -^0*^    \^  ^' 

Die   Integrationsconstante  C   muss    aber    hier    verschwinden, 

weil  3^  =  0   für   a;  «=*  0   bleibt.     Auch   für  x=^l   muss  der 
dx 

Ausdruck  verschwinden,  da  der  Balken  auch  am  rechten  Ende 
eingemauert  sein  sollte.   Dies  liefert  die  Bedingungsgleichung 

woraus  .^ 

folgt.  Das  grösste  positive  Biegungsmoment  in  der  Mitte  wird 
gleich  ^;  die  grösste  Bruchgefahr  ist  also  an  den  Auflager- 
stellen vorhanden.  —  Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich 
auch  für  den  durchlaufenden  Träger  anstellen. 

Natürlich  kann  man  auch  hier  auf  den  Einfluss  der  Schub- 
spannungen Rücksicht  nehmen;  es  lohnt  sich  aber  nicht,  näher 


Aufgaben. 
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darauf  einzugehen^  da  alle  diese  Rechnungen  bei  der  Anwen- 
dung mit  einer  grossen  Unsicherheit  behaftet  sind.  Man  kann 
sich  niemals  sicher  darauf  verlassen,  dass  der  Träger  wirklich 
so  gut  eingespannt  sei>  dass  jede  Drehung  des  Stabendes  aus- 
geschlossen wäre.  Das  wirkliche  Verhalten  der  Stabenden 
kann  vielmehr  von  dem  bei  der  Rechnung  vorausgesetzten 
weit  abweichen  und  es  würde  nur  ein  irrthümliches  Gefühl 
der  Sicherheit  erwecken,  wenn  man  sich  unter  solchen  Um- 
ständen mit  der  Berechnung  kleiner  Correctionsgrössen  be- 
fassen wollte,  die  gegenüber  den  zu  erwartenden  Fehlem  des 
Hauptwerthes  kaum  in  Betracht  kommen. 

Aufgaben. 

11.  Aufgabe^  Man  soll  die  CentrcdelUpse  für  ein  gldchschenk' 
liges  Winkeleisenprofil  von  70  mm  Schenkellänge  tmd  10  mm  Schenkel- 
starke  construiren, 

Lösung.  Eine  Hauptaxe  des  Querschnitts  ist  die  Symmetrie- 
axe   ¥T,     Das  zugehörige  Trägheitsmoment  0y  ist 

®y = S  "  S  =  ^^'^  ^°'^ 

da  sich  der  Querschnitt  als  ^ 

Differenz    zweier    Quadrate  y' 

ansehen  lässt,  für  die  beide 
YY  eine  Schwerpunktsaxe 
ist.  Den  Abstand  a  des 
Schwerpunkts  S  von  der 
Diagonale  des  umschriebe- 
nen Quadrats  findet  man 
aus  der  Momentengleichung 

a .  13  =  7,07  .  36, 

also  a  «=  19,6  mm. 

Auch    das    Trägheitsmo- 
ment Sg  setzt  man  aus  den 

Trägheitsmomenten  der  bei-  Abb.  82. 

den     Quadrate     zusammen, 

wobei  aber  darauf  zu  achten  ist,  dass  die  Axe  ZZ  nicht  durch  die 
Schwerpunkte  dieser  beiden  Quadrate  geht.     Man  hat 


®-  =  T^  +  7 


2 


12 


1,96*  — (^*  +  6* .  2,67^^  =  23,7  cm*. 
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Für  die  Trägheitsradien  folgt  hieraus 


U 


=}/^- 2,66  cm;    f,  =]/^  =  1,36  cm. 


Man  trägt  die  Trägheitsradien  auf  den  Hauptaxen   ab   und   con- 
strairt  die  hierdurch  bestimmte  Ellipse. 

12,  Aufgabe.    Für  das  Z-Eism  KP.  16  findet  man  im  deut- 
schen Normalprofilbuche  für  die  Hauptaxen  TY  und  ZZ  a/ngegeben 

tga  =  0,395     ö,  =  1193cm*;     ö^  =  58,8  cm*. 
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Abb.  88. 


Die  Maasse  sind  aus  der  Abbildung  zu  entnehmen.  Ein  Balken 
von  diesem  Querschnitte  ist  am  einen  Ende  eingemauert  (so,  dass 
der  Steg  aufrecht  steht ^   in  derselben  Lage  wie  in  der  Abbildung)^ 
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und  trägt  an  dem  um  1,20  m  vorkragendm  Ende  eine  Last  von 
500  hg.  Wie  gross  wird  die  grösste  Spannuim  tf,  wenn  das  freie 
Ende  des  Balkens  an  Meinen  horizontalen  Auslnegungen  nicht  ver- 
hindert wird? 

Lösung.  Aus  tg«  =  0,39  folgt  «  =  21^20';  sin  «  =  0,36; 
cosa  =  0,93.  Das  Biegungsmoment  an  der  Einmauerang  hat  die 
Grösse  500  X  120  =  60000  cm  kg;  wir  zerlegen  es  in  die  Com- 
ponenten  60  000  X  0,93  =  55  800  und  60  000  X  0,36  =  21 600 
in  den  Bichtnngen  der  Hanptaxen.  Zur  ersten  Componenten  gehört 
die  neutrale  Axe  ZZ,  und  die  zugehörigen  Spannungen  Oi  sind 

^^^^  Ano  X.  21600  „^_ 

Ol  ==  liöj-  •  y  **  46,8y ,      ebenso  an  =  -ggg- ;  ^  =  367 0. 

Die  in  irgend  einem  Flächenelemente  des  Querschnitts  nut  den 
Coordinaten  y  und  z  im  Ganzen  auftretende  Spannung  d  ist  daher 

a  =  cji  -f-  (yji  =  46,8y  +  3ß7  0. 

Dabei  ist  die  positive  F-Axe  nach  oben,  die  positive  Bichtung  der 
Z-Axe  nach  rechts  hin  zu  nehmen;  y  und  0  sind,  wie  alle  übrigen 
Maasse,  in  cm  auszudrücken,  man  erhält  dann  tf  in  atm.  An  der 
Kante  A  ist  ^  «=  7,32  und  0  ==  3,29  cm,  man  hat  daher 

G  =  46,8  X  7,32  +  367  X  3,29  =  1550  atm. 

An  der  Kante  B  sind  öj  und  ^n  von  verschiedenem  Vor- 
zeichen und 

6  =  46,8  X  9,85  —  367  X  3,48  =  —  818  atm. 

Die  grösste  Spannung  tritt  daher  an  der  Kante  Ä  auf  und  ist 
gleich  1550  atm,  das  Material  ist  also  an  dieser  gefährlichsten 
Stelle  bis  etwa  zur  Elasticitätsgrenze  beansprucht. 

Die  elastische  Verschiebung  des  freien  Balkenendes  unter  der 
senkrecht  gerichteten  Belastung  erfolgt  in  schräger  Richtung.  Wird 
das  Balkenende  dagegen  so  gestützt,  dass  es  sich  nur  in  loth- 
rechter  Bichtung  bewegen  kann,  so  tritt  noch  eine  horizontale  Kraft 
auf,  die  von  der  Stütze  auf  das  Balkenende  übertragen  v^ird.  In 
diesem  Falle  ist  die  Nulllinie  horizontal  gerichtet  und  man  erhält 
die  Spannung  a  aus  der  gewöhnlichen  Biegungsformel,  wenn  darin 
das  Trägheitsmoment  auf  die  horizontale  Axe  bezogen  wird. 

13.  Aufgabe.  Den  Querschnittskern  für  die  in  den  beiden 
vorigen  Aufgaben  vorkommenden  beiden  Profile  0u  construiren. 

Lösung.  Bei  dem  Winkeleisenprofil  kann  man  fünf  Linien 
zeichnen,  die  mit  dem  Umfang  mehr  als  zwei  Punkte  gemeinsam 
haben  und  die  Fläche  nicht  durchkreuzen.    Von  diesen  fallen  vier 


\ 
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/ 


Abb.  S4. 


mit  den  nach  aussen  gekehrten  ümfangsseiten  zusammen  und  die 
fftnfte  ist  die  parallel  zur  ZZ-Axe  gezogene  Verbindungslinie  der 
beiden  nach  rechts  oben  gekehrten  Ecken.    Alle  übrigen  Strahlen 

Y/  des  den  Querschnitt  einhüllen- 
den Tangentenbüschels  gehen 
aus  diesen  Hauptlagen  durch 
Drehung  um  eine  der  Ecken 
des  Querschnitts  hervor.  Dar- 
aus folgt,  dass  der  Kern  ein 
Fünfeck  bildet,  dessen  Ecken  die 
Ajitipole  jener  fünf  Graden  und 
dessen  Seiten  die  Antipolaren  der 
genannten  Querschnittsecken 
sind.  In  Abb.  34  ist  der  Quer- 
schnitt mit  der  Centralellipse 
und  dem  .  durch  Schraffirung 
hervorgehobenen  Kerne  gezeich- 
net. Ganz  ähnlich  findet  man 
auch  den  in  Abb.  35  (S.  157) 
angegebenen  Kern  des  Z-Profils,  für  das  man  die  Centralellipse 
nach  den  Angaben  über  die  Trägheitsmomente  ohne  Weiteres  auf- 
tragen kann. 

14,  Aufgabe,  Centralellipse  imd  QuerscJmittsJcem  für  eine 
hohle  gusseiserne  Säule  von  20  cm  äusserem  Durchmesser  und  2  cm 
Wandstärke  ßu  bestimmen, 

Lösung.  Das  Trägheitsmoment  des  ringförmigen  Querschnitts 
für  eine  Schwerpunktsaxe  ist 

0  =  |-  (10*  -  8*)  =  4635  cm* 

und  die  Querschnittsfläche  F  =  113  cm^,  woraus 

,        -1/4636        ..^ 

folgt.  Die  Centralellipse  ist  ein  Kreis  von  diesem  Radius.  Auch 
der  Querschnittskem  wird  hier  durch  einen  Kreis  begrenzt,  dessen 
Badius  h  aus  der  Proportion 

Je  6,4 


folgt. 


6,4 


10 


also  k  =  4,1  cm 


15.  Aufgabe.  Ein  Balken  (oder  eine  Tragaxe,  wie  man  solche 
Stäbe  im  Maschinenbau  m  nennen  pflegt) ,  der  an  beeiden  Enden  ge- 
stützt ist  und  eme  EimeUast  aufzunehmen  hat,  soll  als  Botaiions- 
körper  ausgeführt  werden,  so  dass  in  jedem  Querschnitte  die  zutäs- 
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sige  Spannung  des  Materials  erreicht  wird.     Nach  icelchem  Gesetze 

muss  der  Meridicmschnüt  gekrümmt  werden? 

Lösung.     Der    Auflagerdnick   am   linken   Ende   betrage  Ä\ 

dann  ist   daa  Biegnngsmoment   im  Abstände  x   davon   M  =  Äx 

nnd  die  Spannung 

M        ^  Äx 
<y  =  ^TT-.  =  4 


w 


nr 


s  ) 


wenn  r  der  Badius  des  Querschnitts^eises  ist.     Die  Spannung  a 


soll  in  allen  Querschnit- 
ten gleich  gross  werden, 
daher  muss  auch  der 
Ausdruck  auf  der  rech- 
ten Seite  unabhängig 
von  X  sein  und  r  wird 
dadurch  als  Function 
von  X  bestimmt.  Man 
erhält 


\ 

\ 


V     na 


als  Gleichung  der  Me- 
ridiancurve.  Man  sieht 
daraus,  dass  das  Längs- 
profil derTragaxe  durch 
eine  cubische  Parabel 
gebildet  werden  muss, 
wenn  die  Tragaxe  ein 
Körper  von  überall  glei- 
cher Festigkeit  sein 
solL 

Die  Aufgabe  lässt 
sich  natürlich  noch 
mannichfach  variiren,  * 
indem  man  etwa  eine 
andere  Querschnitts- 
gestalt (z.  B.  eine  recht- 
eckige) oder  eine  an- 
dere Belastung,  (z.  B.  .  ,  ... 
eine  gleichförmig  vertheilte)  voraussetzt.  In  den  elementaren  Dar- 
stellungen der  Festigkeitslehre  pflegen  diese  Aufgaben  einen  grossen 
Baum  einzunehmen,  da  sie  sich  sehr  leicht  lösen  lassen  und  auch 
sonst  ganz  niedlich  sind.  Eine  erhebliche  practische  Bedeutung 
ist  diesen  Lösungen  freilich   nicht  zuzusprechen,    da  kein  Orund 


Abb.  36. 
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vorliegt,  sich  an  die  berechneten  Formen  genau  zn  halten.  Die 
Gestalt  einer  Tragaxe  setzt  man  z.  B.  aus  Cylindern  und  abge- 
stumpften Kegeln  zusammen,  wobei  man  sich  freilich  dem  vorher 
berechneten  Rotationskörper  möglichst  eng  anzuschliessen  sucht, 
üebrigens  ist  die  vorige  Betrachtung  insofern  ungenau,  als  sie 
keine  Bücksicht  auf  die  Schubspannungen  nimmt,  die  in  der  Nähe 
der  Stützen  das  üebergewicht  über  die  Normalspannungen  er- 
langen. So  würde  für  a;  =  0  nach  der  Formel  r  =  0  sein,  der 
Querschnitt  an  der  Stütze  also  bis  auf  Null  abnehmen  können. 
Das  ist  natürlich  ein  Trugschluss,  denn  der  Querschnitt  muss 
überall  mindestens  noch  so  gross  bleiben,  dass  die  Schubspannungen 
für  sich  genommen  die  zulässige  Beanspruchung  des  Materials 
nicht  überschreiten.  Bei  den  Tragaxen  ordnet  man  an  den  Enden 
Zapfen  an^  die  von  dem  vorher  bestimmten  Ümdrehungskörper 
unabhängig  festgesetzt  werden,  d.  h.  man  weicht  hier  von  der 
„theoretischen*^  (richtiger  gesagt  von  der  „ungenau-theoretischen*') 
Form  so  weit  ab,  um  den  bei  deren  Ableitung  begangenen  Fehler 
nachträglich  zu  verbessern. 

16,  Aufgabe,  Ein  l-Bälkm  von  hei- 
stehendem Querschnitte  (Abb.  36)  ist  am 
einen  Ende  eingemauert  u/nd  trägt  an  dem 
um  0,8  m  vorkragenden  Ende  eine  Belastung^ 
von  5000  kg.  Man  soll  die  grösste  Spannung^ 
und  die  Änstrengu/ng  des  Materials  un- 
mittelbar unter  dem  Flantsche  des  Ein- 
spannwngsquerschnitts  berechnen, 

Lösung.  Das  Trägheitsmoment  für 
die  horizontale  Axe  berechnen  wir,  indem 
wir  uns  den  Querschnitt  durch  Wegnahme 
von  zwei  Rechtecken  aus  dem  umschrie- 
benen Rechteck  entstanden  denken,  also 


120 


K 


2W 


y 
/J 

A 


©  = 


12  .  24» 


—  2 


6,6 .  21» 


6335  cm*. 


Abb.  86. 


12  "  12 

Das    statische    Moment  8  des  Flantschen- 
querschnitts  für  die  horizontale  Schwerpunktsaxe  ist 


X 

S  ^ßdF=  1,6  .  12  .  11,26  =  202,6  cml 


Für  die  Normalspannungen  <s  im  Einspannquerschnitte  hat  man 

M     __  5000 .  80 

^  ~    0  ^  "~       6336 


y  ^l^y. 
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Am  oberen  Rande  ist  ^  =»  12  cm  und  daher  <s  «=  900  atm.  Dagegen 
ist  unmittelbar  unter  dem  Plantsche  y  <=»  10,5  und  a  =»  787  atm. 
Für  diese  Stelle  berechnen  wir  auch  die  Schubspannung  r.  Nach 
Gl.  (74)  findet  mau 

VS         6000- 202.6         ^  ^^    . 
—  =  190  atm. 


09  16336 

Aus  tf  und  r  ergibt  sich  die  Haupispannung  an  dieser  Stelle 
nach  Gl.  (12) 

<ymax  =  Y  +  |l/4T«+(y/  =  '|^  +  |l/380«+787^  =  830atm. 

Die  Hauptspannung  ist  also  an  dieser  Stelle  trotz  des  Hinzutretens 
von  T  noch  kleiner  als  a  an  der  oberen  Kante.  Daran  wird  auch 
nicht  viel  geändert,  wenn  man  die  reducirte  Spannung,  von  der 
die  Beanspruchung  des  Materials  abhängt,  berechnet.    Nach  Gl.  (39) 

ist  für  m  =  3—  die  reducirte  Spannung 


.tf^d  =  0,35  tfa;  +  0,65  yu*  +  tfar*  =  844  atm. 

Diese  Rechnung  lehrt,  dass  man  in  der  That  auch  bei  I-Pro- 
filen  in  der  Regel  nicht  nöthig  hat,  die  Spannungen  an  anderen 
Stellen  als  an  der  oberen  Kante  zu  berechnen,  also  überhaupt  nicht 
nöthig  hat,  auf  die  Schubspannungen  zu  achten.  Anders  wird  die 
Sache  indessen,  wenn  der  Hebelarm  der  Kraft  noch  kleiner  wird, 
als  hier  angenommen  war.  Denn  x  behält  dann  —  bei  gleicher  Be- 
lastung —  seinen  Werth,  während  a  abnimmt  und  man  kommt  dann 
bald  zu  einem  Hebelarme,  bei  dem  die  Beanspruchung  des  Mate- 
rials unmittelbar  unter  dem  Flantsche  grösser  wird  als  an  der 
äusseren  Kante. 

Schliesslich  sei  nochmals  ausdrtlcklich  darauf  hingewiesen,  dass 
diese  ganze  Betrachtung  nur  einen  Anspruch  auf  ungeföhre  GtLl- 
tigkeit  machen  kann,  denn  Gl.  (74)  ist  aus  einer  recht  unsicheren 
Voraussetzung  über  die  Yertheilnng  der  Spannungen  t  abgeleitet, 
die  gerade  an  der  Stelle  unmittelbar  unter  dem  Flantsche  des 
I-Profiles  keineswegs  genau  zutreffen  kann.  Man  sieht  aber  auch, 
dass  diese  Formel  in  der  That  nur  zu  einer  mehr  schätzungsweisen 
Bestimmung  des  Ortes  der  grössien  Beanspruchung  gebraucht  wird. 
Gegen  einen  solchen  Gebrauch  lässt  sich  nichts  einwenden. 

17.  Aufgabe.  Die  Vertheüung  der  Schubspannungen  r  über 
einen  kreisförmigen  Querschnitt  zu  berechnen. 

Lösung.     Man  hat  zunächst  das  statische  Moment  8  des  in 
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Abbildung  37    schraMrten  EreiBabscbnitts    zu  berechnen.     Wegen 
e  srs  Yr^  —  y^  bat  man 

r 

Allgemein  ist  aber 

wovon  man  sieb  durch  Differentiation  leicht  überzeugt.    Nacli  Ein- 
setzen der  Grenzen  wird  daher 


JydF 


l-VF^^-iä' 


wenn  mit  h  die  Länge  der 
Sehne  im  Abstände  u  vom 
Mittelpunkte  bezeichnet 
wird,  für  den  man  die 
ßchubspannung  berechnen 
will. 

Nach  Gl.  (74)  wird  jetzt 


^xy 


120 


3«r 


.4 


Die  Componente  .Vx»,  be- 
^  stimmt  sich  am  Umfange 
""  aus   der  Bedingung,   dass 
die  resultirende  Spannung 
in  die  Richtung  der  Tan- 
gente föllt.     Daraus  folgt 


xz 


xy 


U 


I 
Abb.  87. 


\^' 


''XZ 


2Vub  . 
37rr*  ^ 


und  für  die  resultirende  Spannung  t  selbst  erhält  man  nach  dem 
Pythagoräischen  Satze 


Vb 


■}/}?  +  4t««  = 


2F& 


Die  Schubspannungen    nehmen,    wie  man  hieraus   erkennt,    ihren 
grössten  Werth  in  der  Mitte  an.     Dort  wird   b=  2r   und  daher 

4F  ■■     '^ 


l^max  — 


Bnr 


%  1 
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d.  h.  die  grösste  Schubspannnng  verhSlt  sich  zu  der  durchschnitt- 
lichen Schnbspannnng,  die  bei  gleichfönniger  Yertheilung  über  den 
ganzen  Querschnitt  überall  zu  Stande  käme,  wie  4  zu  3. 

18.  Aufgabe,  Wie  viel  Schuhkraft  hat  ein  Niet  N  am  Ende 
des  unten  gezeichneten  Blechbalkens  aufeimehmen,  wenn  der  Auf- 
lagerdruck 6000  kg  beträgt  ? 
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6000  IC  ff, 
Abb.  38. 
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Lösung.     Nach  61.  (75)  ist 


p-i-s. 


Für  6  findet  man  mit  hinreichender  Annäherung 


0  =  2  •  46  .  23,5*  +  ^-^  =  60  022  cm*. 

Hierbei  ist  der  mittlere  Abstand  der  GurtflSche  von  der  horizon- 
talen Schwerlinie  gleich  23,5  einfach  geschätzt,  wobei  freilich  die 
Decimalstelle  ganz  unsicher  ist.  Für  Rechnungen  dieser  Art  ge- 
nügt aber  die  dadurch  gegebene  Genauigkeit  gewöhnlich  vollauf; 
andernfalls  muss  S  in  der  früher  besprochenen  Weise  berechnet 
werden.     Für  8  hat  man  ebenso 


5  =  46  .  23,5  =  1081  cml 

Föppl,  Festigkeitslehre. 
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Hiermit  folgt,  da   F  *=  6000  kg  und  e=  12öm  ist, 

.     _        6000  •  12 


60  000 


1081  =  1300  kg, 


eine  Kraft,  die  sich  auf  zwei  Scheerflächen  des  Niets  vertheilt. 

19,  Aufgabe,    Wie  ändert  sich  der  Werth  des  Biegimgsp feiles 
f  in  Gl.  (82),  wenn  &  nicht  constant,   sondern  überall  proportional 
dem  Biegtmgsmomente  M  ist? 
Lösung,     Setzt  man 

M    _ 

so  gäht  die  Differentialgleichung  der  elastischen  Linie  (61.  78) 
über  in  ^s^ 

d^"^~^ 
und  durch  zweimalige  Integration  folgt  daraus 

y=—^-^  +  ax  +  b, 

wenn  a  und  b  die  Integrationsconstanten  sind.  Diese  Gleichung 
gilt  für  die  ganze  Spannweite,  da  es  hier  gleichgültig  ist,  welchen 
Werth  M  an  jeder  Stelle  annimmt;  sie  gilt  aus  demselben  Grunde 
auch  für  jeden  beliebigen  Belastungsfall,  wenn  nur  die  für  die 
Veränderlichkeit  des  Trägheitsmoments  ausgesprochene  Bedingung 
überall  erfüllt  ist.  Die  elastische  Linie  bildet  daher  in  diesem 
Falle  eine  gemeine  Parabel.  Die  Constanten  a  und  b  folgen  aus 
den  beiden  Grenzbedingungen ,  dass  y  für  a;  =  0  und  fttr  x  =^l 
verschwinden  muss.     Dies  liefert  5  =  0  und  aue 

0  =  —  ^  +  a/  folgt,  a  =  y 

Hiermit  wird  ^  /  \ 


und    der   Biegungspfeil  f  für   die  Balkenmitte    folgt   daraus    mit 
l_ 
2  _  _ 

8 


Werden  das  Biegungsmoment  und  das  Trägheitsmoment  in 
der  Balkenmitte  durch  Anhängen  des  Zeigers  m  gekennzeichnet, 
so  folgt  durch  Einsetzen  des  Werthes  von  c 

M^         7« 
m  *■ 


f= 


E9„      8 
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Speciell  für  den  Belastungsfall,  zu  dem  Gl.  (82)  gehörte/  ist 

PI 
Mm  =  -T-  und  daher  p„ 

'  ^^  S2  jse' 

Wäre  das  Trägheitsmoment  nicht  veränderlich,  sondern  überall 
gleich  &my  so  würde  an  Stelle  dieses  Werthes  der  in  Gl.  (82)  ge- 
gebene treten,  d  h.  der  Factor  32  im  Nenner  wäre  durch  48 
zu  ersetzen.  Der  Biegungspfeil  ist  daher  hier  um  50%  grösser 
als  bei  constantem  Trägheitsmomente. 

Die  Voraussetzung,  dass  &  proportional  mit  M  sein  soU^  wird 
näherungsweise  erfüllt  bei  einem  Blechträger,  dessen  Querschnitt 
nach  der  Mitte  hin  durch  Aufnieten  von  Platten  verstärkt  wird,  so 
dass  überall  ungefähr  dieselbe  Spannung  6  auftritt.  Die  Träger- 
höhe wird  nämlich  durch  das  Aufnieten  der  Platten  nicht  erheb- 

M 

lieh  geändert,  so  dass  in  der  That  die  Spannung  ^  =  -^V  überall 

M 
ungefähr  dem  Verhältnisse  -^  proportional  ist. 

20.  Aufgabe,    Die  Constante  k  der  Gl.  (83)   für  den  kreis- 
förmigen  Querschnitt  zu  berechnen. 
Lösung.     Nach  Gl.  (84)  ist 

Fß^dF 

Beim  kreisförmigen  Querschnitte  war  in  Aufgabe  17 

_   F&« 

gefunden.  Achtet  man  bei  der  Berechnung  von  k  nur  auf  die  zur 
Lastrichtung  parallele  Componente  Xxy  der  Schubspannung,  so  wird 
demnach  bei  Benutzung  derselben  Bezeichnungen   wie   in  Abb.  37 
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Ä  =  7tr^'  I  ^  \  .8  dF. 


Zur  Ermittelung  des  Momentes   vierten  Grades  der  Querschnitts- 
fläche fb^dF  setzen  wir 

Jb^  dF  =  32 fz^  dy  ==  64/(r2  —  y^)^  dy. 

— r  0 

Nun  ist  allgemein 

j(r^  —  frdy  =  -^^ ^'  ^     ^g' ^-^^ yyr^  -  /  + 


I     B    fi  .     y 

-4-  7^  r**  arc  sm  -^ 

'    16  r 


11 


* 
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Setzt  man  die  Q^enzen  ein,  so  wird  daher 


JU    u^=  xv/./ 

und  hiermit  endlich 


10 

In  ähnlicher  Weise  kann  x  auch  unter  Berücksichtigung  der  zweiten 
Componente  txz  von  r  berechnet  werden;  es  wird  dann  etwas 
grösser  gefunden.  In  jedem  Falle  handelt  es  sich  indessen,  wie 
schon  früher  bemerkt  wurde,  nur  um  eine  Abschätzung  des  Wer- 
thes,  die  auf  besondere  Genauigkeit  keinen  Anspruch  macht. 

J31.  Aufgabe,  Ein  durchlaufender  Balken  Überdeckt  drei  Oeff- 
nwngen  von  gleicher  Grösse  und  ist  gleichförmig  belastet]  man  soU 
die  Auflagerkräfte  berechnen, 

Lösung,  Der  Symmetrie  wegen  ist  der  Druck  auf  jede  der 
beiden  Mittelstützen  gleich  gross,   er  sei  mit  G  bezeichnet.     Der 

Auflagerdruck  A  am  linken  Trägerende  ist  dann  A  =  —^  —  C, 

wenn  p  die  Last  für  die  Längeneinheit  und  a .  die  Weite  einer 
Oeffnung  bedeuten. 

In  der  ersten  Oefifhung  hat  man 


M^.i^-^-c)- 


px^ 


Die  Differentialgleichung  der  elastischen  Linie  wird  daher  für  diesen 
und  hieraus  durch  Integration 

Wegen  y  =  0   für  a:  «=  0  hat  man    K'  ==  0  und  wegen  y  ==»  0 
für  a;  =  a  folgt 

In  der  zweiten  Oefi&iung  ist 

i»f  =  (^  +  «)(^-c)  +  o.-i,<^'  =  ?f + 


1 
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wenn  hier  die  Abseissen  x  von  der  Mittelstütze  aas  gerechnet 
werden.  Die  Differentialgleichnng  für  den  Mittelast  der  elastischen 
Linie  lautet  daher 

und  hieraus  durch  Integration 

Für  o;  =  0  und  für  x  ^^  a  yerschwindet  wieder  y  und  daraus 
folgt  K'"  =  0  und 

Wir  haben  jetzt  noch  die  Bedingung,  dass  sich  die  beiden 
Aeste  der  elastischen  Linie  an  der  Mittelstütze  ohne  Knick  an- 
einander schliessen  müssen.     Dazu  gehört,  dass  —^  für  a;  =:  a  im 

ersten  Aste  gleich  -^  für  a;  ==  0  im  zweiten  Aste  wird.  Dies 
liefert  die  Gleichung 


r  +  T(^-'-?)  +  ^-^' 


6" 

oder  nach  Einsetzen  der  Werthe  von  K  und  K" 


2  12"^       ^^  24-^  6  24-*^  2 

In  dieser  Gleichung  ist  C  die  einzige  Unbekannte.    Die  Auflösung 

liefert  U 

C  =  -^pa. 

Auf  jede  Mittelstütze  kommt  also  um  10%  mehr  als  die  Last 
einer  Oe&ung.  Da  die  gesammte  Belastung  des  Trägers  3p  a  be- 
trägt, bleibt  für  den  Druck  auf  jede  Endstütze  0,4  jpa. 

22.  Aufgabe.  Ein  im  Grundrisse  rechteckig  gestcUteter  Ravm 
toird  von  zwei  sich  in  der  Mitte  kreuzenden  und  an  dieser  Stelle 
miteinander  verbundenen  Trägem  mit  den  Ordnungsnummem  1  und 
2  überdeckt.  An  der  Kreuzungsstelle  ist  eine  Last  P  aufgehängt-^ 
wie  viel  kommt  davon  auf  jeden  Träger? 

Lösung.  Der  Biegungspfeil  f  in  der  Mitte  muss  für  beide 
Träger  gleich  sein.     !Nimmt  der  erste  Träger  den  Antheil  (7,  der 
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andere  also    P  —  C  der  ganzen  Last  auf,    so  hat   man  die  Be- 
dingnngsgleichang 

CZt»    ^  {P—G)li 
4:SE&i  ~     48 ^0j     ' 
woraus 


8 


c 


h^'^i  +  v^l 


folgt.  —  Ganz  ähnlich  lässt  sich  4ie  Aufgabe  auch  für  den  Fall 
lösen,  dass  sich  die  Träger  diicht  in  der  Mitte,  sondern  an  irgend 
einer  anderen  Stelle  kreuzen.  An  Btelle  von  f  ist  dann  die  zur 
betreffenden  Abscisse  gehörige  Ordinate  y  der  elastischen  Linie 
jedes  Trägers  einzusetzen. 


Vierter  Abschnitt. 
Die  Formändemngsarbeit. 


§  27.    Die  potentielle  Energie  eines  gebogenen  Stabes. 

Wenn  man  annimmt,  dass  die  Schubspannungen  neben  den 
Normalspannungen  nicht  in  Betracht  kommen,  oder  wenn  es 
sich  um  den  Fall  der  reinen  Biegungsbeanspruchung  handelt, 
hat  man  für  die  specifische  Formänderungsarbeit  nach  Gl.  (41) 


\ 

A       ^ 

und  für 

6 

kann  nach  Gl. 

(48) 

6 

M 

gesetzt  werden.  Setzt  man  dies  ein,  multiplicirt  A  mit  dem 
Volumenelemente  dx  und  integrirt  über  das  Volumen  eines 
Balkenelementes  von  der  Länge  dXy  so  erhält  man  für  die  in 
diesem  Balkenelemente  aufgespeicherte  Formänderungsarbeit 
dÄ  den  Ausdruck  r*  j^ 

Für  dt  kann  man  aber  dx  •  dF  setzen.  Der  Factor  dx 
kann  vor  das  Integralzeichen  gesetzt  werden,  ebenso  Jtf,  E 
und  &j  und  man  erhält 


dA^M^.dxffdF. 


2  ES' 


Das  yerbliebene  Integral  stellt  aber  das  Trägheitsmoment  des 
Querschnitts  dar;  der  Ausdruck  vereinfacht  sich  daher  zu 
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Zu  demselben  Ausdrucke  kann  man  auch  noch  auf  einem 
anderen  Wege  gelangen.  Betrachtet  man  nämlich  nur  das 
eine  Balkenelement  während  der  Formänderung^  so  sind  die 
an  den  beiden  Querschnittsfiächen  auftretenden  Normalspan- 
nungen äussere  Kräfte  für  dieses  Körperstück  und  die  von 
ihnen  geleistete  Arbeit  muss  gleich  der  in  dem  Stücke  auf- 
gespeicherten potentiellen  Energie  sein.  Eine  Bewegung  des 
Körperstücks  als  Ganzes  kommt  dabei  nicht  in  Betracht,  da 
sich  die  äusseren  Kräfte  daran  im  Gleichgewichte  halten,  die 
bei  einer  solchen  Bewegung  von  ihnen  geleistete  Arbeit  daher 
gleich  Null  ist.  Wir  brauchen  uns  daher  nur  um  die  rela- 
tiven Bewegungen  innerhalb  des  Körperelements  zu  kümmern. 
Am  einfachsten  geben  wir  uns  über  diese  Rechenschaft,  wenn 
wir  uns  den  einen  Querschnitt  festgehalten  denken.  Der 
andere  Querschnitt  führt  dann  gegen  diesen  eine  Drehung  um 
den  Winkel  dq>  aus,  der  in  Gl.  (76)  zu 

berechnet  ist.  Die  Normalspannungen  an  dem  festgehaltenen 
Querschnitte  leisten  während  dieser  Bewegung  keine  Arbeit, 
da  ihre  Angriffspunkte  in  Buhe  bleiben.  Am  anderen  Quer- 
schnitte können  wir  uns  die  NormalspannuDgen  zu  einem 
Kräftepaare  vereinigt  denken,  dessen  Moment  gleich  dem  Bie- 
gungsmomente M  ist.    Die  Arbeit  bei  der  Drehung  ist  daher 

wie  schon  vorher  gefunden  war.    Der  Faktor  —    musste    hier 

wieder  deshalb  beigefügt  werden,  weil  das  Moment  nicht  während 
der  ganzen  Bewegung  dieselbe  Grösse  M  hat,  sondern  von  Null 
an  proportional  mit  der  schon  ausgeführten  Formänderung  bis 
auf  den  Endwerth  M  anwächst.    Als  Mittelwerth  des  Moments 

während   der  ganzen  Drehung  ist  daher  —  M  einzuführen. 

Die  in  dem  ganzen  Balken  aufgespeicherte  Formänderungs- 
arbeit A  ist  demnach 

^-yJes^'^'  (88) 
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Wenn  die  Arbeit  der  Schubspannungen  nicht  yemachläs- 
sigt  werden  soll,  muss  hierzu  noch  ein  Glied  gefugt  werden, 
das  aus  den  Entwickelungen  in  §  24  unmittelbar  entnommen 
werden  kann.  Man  muss  dabei  beachten,  dass  die  Schubspan- 
nungen bei  der  Drehung  der  beiden  Querschnitte  gegeneinander 
keine  Arbeit  leisten,  da  die  Wege  der  Angriffspunkte  hierbei 
senkrecht  zur  Eraftrichtung  stehen,  während  umgekehrt  bei 
der  Schiebung  des  einen  Querschnitts  relatiy  zum  anderen  die 
Bewegung  senkrecht  zu  den  Normalspannungen  erfolgt,  so  dass 
hierbei  nur  die  Schubspannungen  Arbeit  leisten.  In  der  That 
wird  daher  die  ganze  Formänderungsarbeit  für  ein  Balken- 
element durch  einfache  Summirung  der  beiden  Werthe  er- 
halten, Yon  denen  sich  der  eine  nur  auf  die  Drehung  und  die 
Normalspannungen,  der  andere  nur  auf  die  Schiebung  und  die 
Schubspannungen  bezieht.  Für  ein  Balkenelement  war  die 
Arbeit  der  Schubspannimgen  in  §  24  zu 

gefunden.  Mit  Bücksicht  auf  die  Schubspannungen  wird  da- 
her die  ganze  im  gebogenen  Balken  aufgespeicherte  Form- 
änderungsarbeit zu 

erhalten. 

Wenn  etwa  neben  der  Biegungsbeanspruchung  noch  eine 

axiale  BelastuDg  des  Stabes  Torkommen  sollte^  muss  dazu  noch 

ein   drittes  Glied  gefügt  werden.    An  dieser  Stelle   soll  aber 

auf  solche  Fälle  nicht  weiter  eingegangen  werden. 

Die  im  Stabe   aufgespeicherte   potentielle  Energie   muss 

auch   gleich   der  von   den   äusseren   Kräften,    also    von    den 

Lasten,   während  der  Formänderung   geleisteten   Arbeit   sein. 

Hierdurch  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  noch  einen  zweiten 

Ausdruck  für  A  aufzustellen,  den  wir  dem  vorigen  gleich  setzen 

können.      Die  Auflagerkräfte   leisten   bei   der   Formänderung 

keine  Arbeit.    Ihre  Angriffspunkte  sind  nämlich  entweder  toU- 

ständig  festgehalten  oder,  wenn  ein  Angriffspunkt  längs  einer 


A  = 
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Auflagerbalm  beweglich  ist^  steht  die  Yerschiebong;  die  er  er- 
fährt^ senkrecht  zur  Richtung  der  Aufiagerkraft;  in  beiden 
Fällen  ist  also  die  Arbeit  gleich  Null.  Nur  dann,  wenn  etwa 
ein  Auflagerpunkt  längs  eines  Gleitlagers  verschieblich  sein 
sollte,  in  dem  eine  Reibung  von  merklichem  Beträge  zu  über- 
winden wäre,  käme  die  Arbeit  dieser  Reibung  in  Betracht. 
Dieser  Fall  soll  aber  bei  allen  Betrachtungen  dieses  Abschnittes 
ausdrücklich  ausgeschlossen  werden;  nur  unter  dieser  Voraus- 
setzung gelten,  wie  wohl  zu  beachten  ist,  die  hier  abzuleiten- 
den Sätze  streng. 

Wir  brauchen  also  nur  die  Arbeiten  zu  beachten,  die  von 
den  Lasten  geleistet  werden.  Eine  dieser  Lasten  sei  mit  P, 
die  in  ihrer  Richtung  erfolgende  Verschiebung  ihres  Angriffs- 
punktes mit  y  bezeichnet.  Wegen  des  allmählichen  Anwach- 
sens von   P  während   der  Durchbiegung  des  Balkens  ist  die 

Arbeit  gleich  -  Ty  zu  setzen  und  wir  haben  daher  auch 

A^{^Py,  (90) 

wobei  die  Summirung  über  alle  Lasten  zu  erstrecken  ist.  Bei 
gleichförmig  vertheilten  Lasten  tritt  an  die  Stelle  der  Sum- 
mirung eine  Litegration. 

Wenn  der  Balken  nur  eine  einzige  Last  trägt,  kann  die 
Gleichsetzung  der  Ausdrücke  (90)  und  (88)  oder  (89)  zur  Be- 
rechnung der  Verschiebung  des  Angriffspunktes  der  Last  be- 
nutzt werden.  Dies  möge  an  dem  Beispiele  eines  Balkens,  der 
am  einen  Ende  eingemauert  ist  und  am  freien  Ende  eine  Last 
P  trägt,  erläutert  werden.  Im  Abstände  x  vom  freien  Ende  ist 
M=  Px.  Wenn  wir  den  Einfluss  der  Schubkräfte  auf  die 
Durchbiegung  vernachlässigen,  erhalten  wir  Ä  nach  Gl.  (88) 

x^dx 


2E0J  6E& 

0 


Die  Durchbiegung  f  des  freien  Endes  folgt  daher  aus 


2      '         ßJEJe        '         SE@ 
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Dieses  Ergebniss  steht  in  Uebereinstimmung  mit  dem  in 
61.  (82)  für  den  Biegungspfeil  eines  beiderseits  gestützten 
BalkenS;  der  in  der  Mitte  eine  Last  trägt.  Der  aus  der  Mauer 
vorkragende  Balken  verhält  sich  nämlich  wie  die  Hälfte  eines 
beiderseits  gestützten  von  der  doppelten  Länge,  der  in  der 
Mitte  die  doppelte  Last  trägt.  Li  der  That  kann  der  soeben 
für  f  abgeleitete  Werth  auch  in  der  Form 

'  48J570 

geschrieben  werden,  womit  die  Uebereinstimmung  nachge- 
wiesen ist. 

Selbstverständlich  kann  auch  hier  der  Einfluss  der  Schub- 
spannungen auf  die  Durchbiegung  f  leicht  berücksichtigt 
werden,  indem  man  Ä  nicht  nach  GL  (88),  sondern  nach  Gl. 
(89)  berechnet.  Man  kommt  dann  wieder  zu  den  gleichen 
Resultaten  wie  nach  dem  früheren  Verfahren. 

§  28.    Die  Sätze  von  Gastigliano. 

Es  möge  jetzt  angenommen  werden,  dass  eine  der  Lasten, 
die  der  Balken  trägt,  etwa  die  Last  P^,  einen  unendlich  kleinen 
Zuwachs  erföhrt,  während  alle  übrigen  Lasten  ungeändert 
bleiben.  Wir  wollen  berechnen,  um  wie  viel  sich  die  Form- 
änderungsarbeit A  hierbei  ändert.    Das  Verhältniss  beider  Zu- 

wüchse,  also  der  Differentialquotient  öp-  kann  auf  verschie- 
dene Art  ermittelt  werden,  zunächst  durch  partielle  Differen- 
tiation von  Gl.  (90)  nach  P,-.  Hierbei  ist  zu  beachten,  dass 
jedes  y  von  allen  Lasten,  die  der  Balken  trägt,  also  auch  von 
Fi  abhängig  ist.  Das  Glied  P^yj  der  Summe  in  Gl.  (90)  lie- 
fert also  bei  der  Differentiation  einen  Beitrag 


Pi 


ap. 


und  ebenso  bei  allen  anderen  Gliedern,   abgesehen  von   P,y,- 
selbst.    Li  diesem  Gliede  sind  beide  Factoren  veränderlich  und 

es  trägt  daher  (von  dem  Factor  —  abgesehen) 
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zu  dem  Differentialquotienien  bei.  Wenn  wir  wieder  alle 
Glieder  von  gleichem  Bau  durch  ein  Summenzeichen  zu- 
sammenfassen, erhalten  wir  demnach 


dP, 


T^'^S  +  Y^"  (91) 


Die  Berechnung  des  Differentialquotienten  durch  Differen- 
tiiren  hat  den  Sinn^  dass  wir  uns  während  des  Aufbringens 
der  Belastung  P,-  stets  etwas  grösser  denken  als  vorher  und 
es  gleichzeitig  mit  den  übrigen  Lasten  von  Null  an  bis  auf 
Fi  +  dFi  anwachsen  lassen.  Anstatt  dessen  können  wir  uns 
aber  auch  zuerst  alle  Lasten  in  der  früheren  Grösse  und  dann 
noch  nachträglich  dFi  aufgebracht  denken.  Auf  die  Form- 
änderungsarbeit kann  diese  Reihenfolge  in  der  Herstellung  der 
Belastung  keinen  Einfluss  haben,  denn  in  jedem  Falle  wird 
zuletzt  derselbe  Endzustand  erreicht  und  die  Arbeit  der  äusseren 
Kräfte  muss  immer  im  Ganzen  gleich  der  potentiellen  Energie 
des  gebogenen  Balkens  sein,  die  nur  von  dem  Endzustande 
abhängig  ist.  Der  Schluss,  dass  die  Reihenfolge  im  Aufbringen 
der  Belastung  ohne  Einfluss  auf  die  im  Ganzen  geleistete 
Arbeit  ist,  hängt  daher,  wie  man  sieht,  wesentlich  davon  ab, 
dass  diese  Arbeit  vollständig  in  Form  von  potentieller  Energie 
aufgespeichert  wird.  Er  würde  also  z.  B.  unzulässig  sein, 
wenn  während  der  Formänderung  Beibungen  an  den  Auf- 
lagern oder  unelastische  Formänderungen  vorkämen.  Dagegen 
ist  es  nicht  nöthig,  dass  die  Formänderungen  etwa  dem 
Hooke'schen  Gesetze  folgen,  wenn  sie  nur  in  dem  früher  defi- 

nirten  Sinne  als  vollkommen  elastisch  gelten  können. 

dA 
unter  dieser  Voraussetzung  erhalten  wir  ^-p    auch    auf 

dem  folgenden  Wege.  Wenn  zuerst  alle  Lasten  F  in  ihrer 
ursprünglichen  Grösse  aufgebracht  wurden,  leisteten  sie  dabei 
die  Arbeit  A.  Wenn  jetzt  dFi  hinzugefügt  wird,  vermehrt 
sich  die  Einsenkung  y^  des  Angriffspunktes  der  Last  P^  um 
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dP 


dPi 


und  dabei  leistet  die  Kraft  Pj,  die  während  dieser  Bewegung 
unverändert  bleibt,  die  Arbeit 

Dasselbe  gilt  für  alle  Lasten  P,  aucb  für  P,-.  Dazu  kommt 
dann  noch  die  Arbeit,  die  von  dPi  selbst  geleistet  wird.  Da 
dieser  Lastzuwachs  allmählich  von  0  bis  zum  Endwerthe  dPf 
anwächst;  haben  wir  dafür 

Der  Vergleich  mit  den  vorigen  Gliedern  zeigt,  dass  die 
von  dPi  selbst  geleistete  Arbeit  unendlich  klein  zweiter  Ord- 
nung ist  und  daher  gergen  die  nur  von  der  ersten  Ordnung 
unendlich  kleinen  Arbeiten  der  Kräfte  P  verschwindet.  Nach 
Division  mit  dPi  erhalten  wir  denmach  aus  dieser  Betrachtung 

Wir  können  noch  einen  dritten  Weg  einschlagen,  uni 
1^  zu  berechnen.     Zuerst  sei  nämHch  auf  den  vorher  unbe- 

lasteten  Balken  die  Last  dPi  aufgebracht.     Sie   leistet  dabei 
die  Arbeit  g^ 

Dann  seien  alle  Lasten  P  zugefügt,  so  dass  sie  gleich- 
zeitig und  gleichmässig  von  Null  an  bis  auf  ihre  Endwerthe 
zunehmen.  Dabei  biegt  sich  der  Balken  weiter  durch  und 
zwar  überall  um  ebenso  viel,  als  wenn  er  vorher  unbelastet 
gewesen  wäre.  Die  Kräfte  P  leisten  dabei  die  vorher  schon 
mit  A  bezeichnete  Arbeit;  gleichzeitig .  erfahrt  aber  der  An- 
griffspunkt von  dPi  eine  weitere  Senkung  {/,•  und  die  zugehö- 
rige Arbeitsleistui^  ist  gleich 

dPi-yi. 
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Im  Ganzen  haben  wir  daher  mit  Weglassung  des  von  der 
zweiten  Ordnung  unendlich  kleinen  Gliedes 

A  +  dA^^^Py  +  VidP,, 
woraus  für  den  Differeutialquotienten  der  dritte  Ausdruck 


ap. 


=  Vi  (93) 


folgt.  Diese  dritte  Ableitung  wäre  freilich  entbehrlich  ge- 
wesen, denn  schon  aus  dem  Vergleiche  der  in  den  Formeln 
(91)  und  (92)  gefundenen  Werthe  geht  hervor,  dass 

^<=2^ft  (94) 

sein  muss,  womit  jene  Ausdrücke  in  den  zuletzt  gefundenen  über- 
gehen. Uebrigens  ist  die  dritte  Ableitung  auch  nur  dann  ohne 
Weiteres  in  der  gegebenen  Form  anwendbar,  wenn  der  StoflF, 
aus  dem  der  Balken  besteht,  nicht  nur  vollkommen  elastisch 
ist,  Si^ndern  zugleich  dem  Hooke^schen  Gesetzö\  gehorcht,  wäh- 
rend diKybeiden  anderen  Ableitungen  von  dieser  Voraussetzung 
unabhängi^sind.  Jedenfalls  gelten  aber,  da  diö.  dritte  Ab- 
leitung entbebdich  ist,  die  Formeln  (91)  bis  (94)  in^^mer  dann 
streng,  wenn  dl»  Formänderimg  vollkommen  elastiädi,  also 
namentlich  auch  von  Reibungen  nicht  beeinflusst  ist.  \ 

Bei  den  vorausgehenden  Entwickelungen  sprach  ich  der 
Uebersichtlichkeit  wegen  immer  nur  von  den  Formänderungen, 
die  ein  Balken  erfährt,  wenn  Lasten  auf  ihn  gebracht  werden. 
Nachträglich  mache  ich  aber  darauf  aufmerksam,  dass  diese 
Beschränkung  auf  diesen  einen  Fall  ganz  entbehrlich  ist:  die 
vorausgehenden  Schlussfolgerungen  bleiben  vielmehr  Wort  für 
Wort  auf  jeden  Körper  anwendbar,  der  unter  dem  Einflüsse 
äusserer  Kräfte  vollkommen  elastische  Formänderungen  er- 
fährt. Unter  der  zu  einer  Kraft  P  gehörigen  Verschiebung  y 
des  Angriffspunktes  ist  dabei  nur  immer  jene  Componente  det 
gesammten  Verschiebung  zu  verstehen,  die  in  die  Richtung 
der  Kraft  P  fällt.  Auf  die  Verschiebungscomponenten,  die 
rechtwinklig   zur   Kraftrichtimg   stehen,    kommt   es   bei    der 
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Formänderungsarbeit  überhaupt  nicht  an,  Ist  der  Weg  y  ent- 
gegengesetzt zum  Pfeile  der  Kraft  gerichtet,  so  muss  er  natür- 
lich negativ  gerechnet  werden. 

61.  (93)  spricht  den  von  Gastigliano  aufgestellten  Satz  aus: 
„Die  Verschiebung  des  Angriffspunktes  einer  äusseren  Kraft 
bei  der  vollkommen  elastischen  Formänderung  eines  Körpers 
ist  gleich  der  nach  dieser  Kraft  genommenen  partiellen  Ab- 
leitung der  Formänderungsarbeit." 

Diesem  Satze  schliesst  sich  ein  zweiter  an,  der  durch  eine 
einfache  Schlussfolgerung  aus  ihm  gewonnen  wird.  Ist  näm- 
lich unter  den  äusseren  Kräften  eine,  von  der  wir  wissen,  dass 
ihr  Angriffspunkt  keine  Verschiebung  erfährt,  so  muss  für  sie 
nach  Gl.  (93)  .  . 

1^.  =  0  (95) 

sein.  Damit  erhalten  wir  eine  Gleichung,  die  zur  Berechnung 
dieser  Kraft,  wenn  deren  Grösse  unbekannt  war,  benutzt  werden 
kann.  Gerade  hierauf  beruht  die  wichtigste  Anwendung  dieser 
Betrachtungen  in  der  Festigkeitslehre.  Gewöhnlich  handelt  es 
sich  dabei  um  die  Berechnung  der  Auflagerkräfte  von  statisch 
unbestimmten  Constructionen.  Man  wählt  dann  gewisse  Com- 
ponenten  der  Auflagerkräfte  als  die  statisch  unbestimmten 
Grössen  des  Problems  aus,  so  dass  die  übrigen  auf  Grund  der 
allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  der  Statik  in  diesen 
Unbekannten  ausgedrückt  werden  können.  Auch  alle  Biegungs- 
momente, Seheerkräfte  u.  s.  f.  lassen  sich  dann  in  den  ge- 
wählten Unbekannten  ausdrücken  und  ebenso  auch  die  Form- 
änderungsarbeit A  nach  Gl.  (88)  oder  (89).  Wenn  man  nun 
weiss,  dass  die  Angriffspunkte  der  unbekannten  Auflagercom- 
ponenten  in  Folge  der  ihnen  vorgeschriebenen  Auflager- 
bedingungen keine  Verschiebungen  in  den  Richtungen  dieser 
Kräfte  ausführen  können,  liefert  die  Anwendung  von  Gl.  (95) 
für  jeden  dieser  Angriffspunkte  eine  Bedingungsgleichung  und 
man  erhält  damit  ebenso  viele  Gleichungen  als  Unbekannte- 
Man  braucht  dann  nur  noch  diese  Gleichungen,  die  alle  vom 
ersten  Grade  sind,  nach  den  Unbekannten  aufzulösen. 
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Die  Methode  ist  übrigens  noch  etwas  allgemeiner^  als  sie 
bis  jetzt  dargestellt  wurde.  Es  ist  nämlich  nicht  nothig^  dass 
etwa  Pi  nur  eine  Einzelkraft  bezeichne:  es  kann  auch  irgend 
eine  Gruppe  von  äusseren  Kräften  vorstellen,  wenn  nur  unter 
yi  eine  Verschiebungsgrösse  verstanden  wird,  durch  deren  Mul- 
tiplication  mit  Fi  (oder  dem  Mittelwerthe  von  P,-  bei  allmäh- 
lichem Aufbringen  der  Belastung)  die  geleistete  Arbeit  gefunden 
wird.  Auch  durch  diese  Erweiterung  wird  an  den  früheren 
Schlüssen  gar  nichts  geändert. 

Häufig  ist  es  nämlich  zweckmässig,  ein  Eräftepaar  an 
einer  Auflagerstelle,  an  der  der  Träger  eingespannt  wird,  als 
statisch  unbestimmte  Grösse  in  die  Rechnung  einzuführen.  Die 
Arbeit  eines  Kräftepaars  hängt  aber  von  der  Drehung  ab,  die 
die  Angrififsstelle  im  Sinne  der  Axe  des  Kräftepaars  erfährt 
und  unter  dem  zugehörigen  y  ist  daher  in  diesem  Falle  der 
Drehungswinkel  zu  verstehen.  Wenn  man  weiss,  dass  der 
Träger  an  dieser  Stelle  fest  eingespannt  ist,  der  Drehungs- 
winkel also  verschwinden  muss,  erhält  man  auch  in  diesem 
Falle  die  Bedingungsgleichung  (95),  in  der  jetzt  unter  P,  das 
unbekannte  Auflagermoment  zu  verstehen  ist. 

Aber  auch  nach  einer  zweiten  Bichtung  ist  diese  Betrach- 
tung noch  einer  Erweiterung  fähig.  Es  ist  zur  Durchführung 
der  Berechnung  der  statisch  unbestimmten  Grössen  oft  nütz- 
lich, eine  Construction  in  zwei  (oder  mehr)  Theile  zu  zerlegen. 
Gewöhnlich  führt  man  diese  Zerlegung  in  solcher  Weise  aus, 
dass  jeder  Theil  für  sich  genommen  einen  statisch  bestimmten 
Träger  bilden  würde.  Man  muss  dann  nur  die  an  der  Ver- 
bindungsstelle zwischen  beiden  Trägertheilen  in  Wirklichkeit 
übertragenen  inneren  Kräfte  als  äussere  Kräfte,  also  als  Be- 
lastungen der  beiden  Theilstücke  betrachten.  Diese  treten 
dann  als  die  statisch  unbestimmten  Grössen  des  Problems  auf 
und  auch  für  sie  gilt  Gl.  (95). 

Um  dies  zu  erkennen,  bedenke  man,  dass  die  ganze  Form- 
änderungsarbeit A  hier  in  zwei  Theile  zerlegt  werden  kann 

A  =  Ä,  +  A^,  (96) 


:D 
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so  dass  Ji  die  im  ersten  Theilstücke  aufgespeicherte  poten- 
tielle Energie  bezeichnet  und  ebenso  A^  die  im  anderen  Theil- 
stücke. Bedeutet  nun  P,-  eine  von  dem  zweiten  Theilstücke 
auf  das  erste  an  der  Verbindungsstelle  übertragene  unbekannte 
Kraft  oder  ein  eben  solches  Moment,  so  hat  man  für  den 
ersten  Theil  nach  Gl.  (93) 

dA, 


yi  = 


} 


n  ^*        d  P,. 

und  dieselbe  Gleichung  lässt  sich  auch  auf  das  zweite  Theil- 
^  stück  anwenden.   Wenn  man  nun  weiss,  dass  die  beiden  Theile 

^  so  miteinander  zusammenhängen,  dass  die  Verschiebungsgrösse 

'  tfi  für  beide   gleich  gross   sein   muss,    so  liefert  dies  die  Be- 

'  dingungsgleichung 

i  dÄ^ dA^ 

Das  Minuszeichen  auf  der  rechten  Seite  war  nämlich  nöthig, 
weil  am  zweiten  Trägertheile  nach  dem  Gesetze  der  Action 
und  Reaction  die  statisch  unbestimmte  Grösse  gleich  —  P, 
ist.     Aus  Gl.  (96)  folgt  daher  auch  in  diesem  Falle 

dA  d  Ai    ^^  d  A^  ^ 

dPi  ~^  d~Pl  '^  d~Pi '"  ^' 

Wir  können  jetzt  alle  diese  Betrachtungen  zu  dem  andern 
von  Castigliano  herrührenden  Satze  zusammenfassen: 

„Die  partiellen  Ableitungen  der  Formänderungsarbeit  eines 
vollkommen  elastischen  Körpers  nach  den  statisch  unbestimmten 
Kräften,  di^  so  ausgewählt  sind,  dass  sie  selbst  keine  Arbeit 
leisten,  sind  gleich  Null  und  aus  den  sich  hieraus  ergebenden 
Bedingungsgleichungen  können  die  statisch  unbestimmten  Kräfte 
selbst  berechnet  werden." 

Gewöhnlich  gibt  man  diesem  Satze  noch  eine  etwas  andere 
Form,  die  zwar  für  die  praktische  Anwendung  nichts  Neues 
lehrt,  die  sich  aber  durch  die  gedrängte  Art  der  Aussage  dem 
Gedächtnisse  besser  einprägen  lässt.     Die  Gleichung 

I'öppl,  Festigkeitslehre.  12 
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ist  nämlich  eine  nothwendige  Bedingung  dafür,  da^s  P,  so  ge- 
wählt sei;  um  A  entweder  zu  einem  Maximum  oder  zu  einem 
Minimum  zu  machen.  Um  zu  erkennen,  ob  der  eine  oder  der 
andere  Fall  vorliegt,  bilden  wir  den  zweiten  Dififerentialquo- 
tienten.    Mit  Rücksicht  auf  Gl.  (93)  erhält  man  dafür 

Der  Werth  auf  der  rechten  Seite  ist  aber  nothwendig 
positiv,  denn  eine  Vermehrung  irgend  einer  äusseren  Kraft  P^ 
um  dPi  kann  mir  eine  Verschiebung  rfy,-  ihres  Angriffspunktes 
in  der  gleichen  Richtung  mit  dP,-  zur  Folge  haben.  In  der 
That  ist  also  A  ein  Minimum. 

Mit  Rücksicht  hierauf  kann  man  den  vorhergehenden  Satz 
auch  in  der  Form  aussprechen: 

„Die  statisch  unbestimmten  Grössen  machen  die  Form- 
änderungsarbeit zu  einem  Minimum." 

Er  wird  daher  auch  als  der  Satz  vom  Minimum  der 
Formänderungsarbeit  bezeichnet.  Dabei  muss  aber,  wie 
nochmals  hervorgehoben  werden  soll,  beachtet  werden,  dass 
die  Minimumseigenschaft  selbst  bei  den  Anwendungen  des  Satzes 
gar  keine  Rolle  spielt,  sondern  dass  es  dabei  immer  nur  auf 
die  Gleichungen  von  der  Form 

ankommt. 

Zur  Erläuterung  des  Rechenverfahrens  soll  noch  ein  ein- 
faches Beispiel  behandelt  werden.    Ich  wähle  dazu  eyien  Balken, 

I  ^  der  über  zwei  OefiEuungen  von 

ungleicher  Grösse  reicht  und 

eine   über   die   ganze  Länge 

gleichmässig    vertheilte    Be- 

^^^  gg  lastung  q  auf  die  Längenein- 

^  heit  trägt.  Als  statisch  un- 
bestimmte Grösse  wählen  wir  den  Auflagerdruck  Z  (vgl.  Abb.  39) 
an  der  Mittelstütze.  Für  die  Auflagerkräfte  B  und  C  folgt  dann 
aus  den  Gleichgewichtsbedingungen  für  den  ganzen  Balken 
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2  a  +  &'  2  a  +  ö 

Für  das  Biegungsmoment  in  der  ersten  Oeffnung  hat  man 

Diesen  Werth  setzen  wir  in  den  Ausdruck  (88)  für  die  Form- 
änderungsarbeit ein.  Das  Trägheitsmoment  des  Balkens  und 
der  Elasticitätsmodul  i/"sind  stillschweigend  als  constant  über 
die  ganze  Balkeidänge  vorausgesetzt;  es  handelt  sich  also  nur 
darum,  das  Integral 

jM^dx 

auszuführen.     Dies  wird  hier  für  die  erste  Oeffnung 


a 


0 

Dazu  kommt  der  Beitrag  der  zweiten  Oeffnung,  der  durch  eine 
Kechnung  von  derselben  Art  festgestellt  werden  kann.  Ein- 
facher ist  es  aber  hier,  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass 
jede  Oeffnung  bei  geeigneter  Aufstellung  des  Beobachters  als 
die  links  liegende  angesehen  werden  kann  und  dass  der  soeben 
berechnete  Werth  unmittelbar  auch  für  die  andere  Oeffuung 
benutzt  werden  kann,  wenn  man  darin  B  mit  C  und  a  mit  h 
vertauscht.  Im  Ganzen  erhält  man  daher  für  die  Formände- 
rungsarbeit des  durchlaufenden  Balkens 

^E@\      3  4"'"20"T'3  4''20J 

Dieser  Ausdruck  wird  durch  den  gesuchten  Werth  der 
Unbekannten  Z  zu  einem  Minimum  gemacht  oder  mit  anderen 
Worten,  'der  Differential quotient  des  Ausdrucks  nach  Z  ist 
gleich  Null  zu  setzen.  Bei  der  Ausführung  der  Differentia- 
tion ist  zu  beachten,  dass  Z  nur  in  B  und  C  vorkommt,  deren 
Abhängigkeit  von  Z  schon  vorher  festgestellt  wurde.  Man 
erhält 


\\     3  4/öZ'\3  4t  )  dzl  ' 


dA_ 

dZ  ~~  2Ee 

12* 
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Setzt  man  dies  gleich  Null  und  fahrt  für  B  und  C  ihre  Werthe 
ein,  ebenso  für  die  Differeutialquotienten  die  daraus  hervor- 
gehenden ^ ^^     ?^  ____?_ 

dZ~       a  +  &'      dZ  a  +  5' 

so  findet  man  die  Bedingungsgleichung 

^ &_  (2anq{a  +  h)  _  ^  _&_]  _  qj^]  _ 

^  —         a  +  b\  3    L       2  ^a^bJ  4  / 

_      a      /26» [g (g  +  5)  _  ^      a    "1 qb*\ 

~  a  +  b  XT"  L       2  a  +  bJ  4  / ' 

deren  Auflösung  den  Werth  der  statisch  unbestimmten  Grösse 
Z  liefert.     Man  erhält 

^                a^  +  4a«6  +  4afe«  +  b^ 
^^^ 8^5 

Wenn  man  a  ==  6  setzt,  geht  dies  in  Z  =  —qa  über,  was  wir 

für  diesen  besonderen  Fall  schon  in  §  25  gefunden  haben. 

Auch  die  Anwendung  des  Satzes  vom  Minimum  der  Form- 
änderungsarbeit macht,  wie  schon  aus  diesem  einfachen  Bei- 
spiele hervorgeht,  die  Durchführung  längerer  Rechnungen 
nöthig.  In  dieser  Hinsicht  ist  die  Methode  den  älteren  kaum 
überlegen;  ihr  Hauptvorzug  besteht  darin,  dass  sie  eine  ein- 
fache Vorschrift  für  den  ganzen  ßechnungsgang  aufstellt,  die 
den  Rechner  der  Mühe  des  Nachdenkens  so  ziemlich  enthebt. 
Die  Rechnung  spielt  sich  in  allen  Fällen  ungefähr  in  der- 
selben Weise  ab  und  stellt  während  ihrer  Abwickelung  die 
möglichst  geringen  Anforderungen  an  eine  höhere  geistige 
Thätigkeit.  Nur  weil  der  Satz  vom  Minimum  der  Formände- 
rungsarbeit bei  seiner  Anwendung  zugleich  ein  Minimum  von 
Gedankenarbeit  erfordert,  ist  er  heute  zu  der  Bedeutung  eines 
der  wichtigsten  Sätze  der  technischen  Mechanik  gelangt, 
üebrigens  soll  in  dieser  Bemerkung  durchaus  nicht  etwa  irgend 
ein  Vorwurf  enthalten  sein;  vielmehr  geht  das  ganze  Streben 
der  Wissenschaft  auf  eine  Ersparung  von  Gedankenarbeit  hinaus 
und  jede  Aenderung  der  früheren  Darstellung,  die  hierzu  ver- 
hilft, bildet  einen  wichtigen  Fortschritt. 
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§  29.    StoBBweise  Bolastung. 

Bei  allen  vorausgehenden  Berechnungen  der  Formände- 
rungsarbeit ist  angenommen  worden,  dass  die  Belastung  ganz 
allmählich  von  Null  an  auf  ihren  Höchstwerth  gesteigert  wird. 
Dies  war  nöthig,  um  zu  verhindern,  dass  ein  merklicher  Theil 
der  von  der  äusseren  Kraft  geleisteten  Arbeit  zur  Beschleu- 
nigung der  Masse  des  belasteten  Körpers  verwendet,  also  in 
kinetische  Energie  umgesetzt  wird.  Diese  Untersuchungen 
bedürfen  aber  jetzt  noch  einer  Ergänzung.  Die  allmähliche 
Steigerung  der  Belastung  bildet  zwar  in  Wirklichkeit  die 
Begel;  man  kann  es  aber  durch  geeignete  Vorrichtungen  offen- 
bar auch  erreichen,  dass  die  Last  plötzlich  aufgebracht  wird 
und  von  Anbeginn  der  Belastung  an  mit  ihrer  vollen  Grösse 
auf  den  Träger  einwirkt.  Den  Weg  des  Angriffspunktes  der 
Belastung  während  der  elastischen  Formänderung  bis  zum 
grossten  Ausschlage  und  in  der  Bichtung  der  Kraft  gemessen, 
wollen  wir  der  Kürze  halber  in  diesem  Falle  den  dynamischen 
Biegungspfeil  nennen  und  ihn  mit  fa  bezeichnen,  obschon  die 
ganze  Betrachtung  nicht  nur  für  den  Fall  der  Biegung,  son- 
dern für  jeden  Belastungsfall  gültig  ist.  Die  Arbeit  der  Last 
P  ist  dann  gleich  ^ - 

zu  setzen,  da  hier  der  Factor  —  fortfallt.  Zunächst  sieht  man 

tt 

ein,  dass  fa  grösser  sein  muss,  als  der  früher  berechnete  sta- 
tische Biegungspfeil  /i,  der  zu  derselben  Last  P  im  Gleich- 
gewichtszustände gehören  würde.  Denn  wenn  die  elastische 
Formänderung  bis  zu  /i  vorgeschritten  ist,  hat  P  schon  eine 
Arbeit  P/i  geleistet,  die  nach  den  früheren  Untersuchungen 
doppelt  so  gross  ist  als  die  bei  dieser  Formänderung  aufge- 
speicherte potentielle  Energie.  Die  andere  Hälfte  der  gelei- 
steten Arbeit  muss  sich  daher  —  unter  der  Voraussetzung^ 
dass  die  Formänderung  vollkommen  elastisch  ist  —  in  leben- 
dige Kraft  der  sich  bewegenden  Massen  umgesetzt  haben. ' 
Nach  dem  Trägheitsgesetze  geht  dann  die  Bewegung  über  die 
Formänderung  /i  hinaus   weiter.    Diese  weitere  Bewegung  ist 
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eine  verzögerte,  da  jetzt  eine  grössere  Belastung  als  P  er- 
forderlich wäre,  um  den  erreichten  Formänderungszustand  auf- 
recht zu  erhalten.  Dabei  verwandelt  sich  die  vorher  an- 
gesammelte lebendige  Kraft  ebenfalls  in  Formänderungsarbeit, 
und  wenn  die  Bewegung  bis  zu  fd  fortgeschritten  ist,  ist  die 
ganze  zugefiihrte  Energie  in  diese  Form  umgewandelt,  so  dass 
dann  ^  _  pf^ 

gesetzt  werden  kann.  In  dieser  Lage  kann  der  Körper  aber 
nicht  verharren,  da  die  Formänderung  grösser  ist,  als  es  der 
Last  P  im  Gleichgewichtszustande  entspricht;  er  geht  daher 
wieder  zurück  und  führt  Schwingungen  um  die  Gleichgewichts- 
lage /*«  herum  aus. 

Man  weiss  aus  der  Erfahrung,  dass  diese  Schwingungen 
allmählich  erlöschen,  theils  weil  die  Formänderung  nicht  so 
vollkommen  elastisch  ist,  wie  sie  hier  vorausgesetzt  wurde, 
theils  wegen  des  Luftwiderstandes,  theils  wegen  Reibungen, 
die  an  verschiedenen  Stellen  vorkommen  können.  Da  eine 
solche  Zerstreuung  der  zugeführten  Energie  im  späteren  Ver- 
laufe ohne  Zweifel  eintritt,  muss  man  schliessen,  dass  sie  sich 
auch  schon  während  des  ersten  Schwingungsausschlages  be- 
merklich macht.  Mit  Bücksicht  auf  diese  Erwägung  thut  man 
besser,  die  vorige  Gleichung  durch 

zu  ersetzen,  wobei  nun  n  einen  von  den  Nebenumständen  des 
Falles  abhängigen  Zahlenfactor  bedeutet,  der  sicher  ein  echter 
Bruch,  unter  gewöhnlichen  Umständen  aber  nicht  viel  kleiner 
als  1  ist. 

Hier  handelt  es  sich  nicht  darum,  den  Verlauf  der  Schwin- 
gungen zu  untersuchen,  die  der  Körper  um  die  Gleichgewichts- 
lage ausführt,  sondern  nur  um  die  grösste  Beanspruchung  des 
Materials,  die  er  während  des  ganzen  Vorganges  erleidet.  Diese 
hängt  von  der  grössten  Formänderung  ab,  die  überhaupt  vor- 
kommt, also  von  /)/.  Wir  entscheiden  die  Frage  am  einfach- 
sten dadurch,  dass  wir  berechnen,  wie  gross  eine  Last  P'  sein 
müsste,  die  im  Gleichgewichtszustande  dieselbe  Formänderung 
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fa  hervorbrächte;  wie  sie  hier  unter  P  auftritt.  Wir  wissen, 
dass  für  diese  i 

wäre,  und  da  A  in  beiden  Fällen  dieselbe  potentielle  Energie, 
die  nur  von  dem  erreichten  Formänderungszustande  abhängig 
ist,  bedeutet,  erhalten  wir  durch  Gleichsetzung  beider  Werthe 

P'  =  2nP  (97) 

oder,  wenn  wir  näherungsweise  w  =  1  setzen, 

P'  =  2  P.  (98) 

Beim  plötzlichen  Aufbringen  der  Belastung  wird  also  ein 
Träger  doppelt  so  stark  beansprucht,  als  wenn  er  dieselbe  Be- 
lastung im  Gleichgewichtszustande  trägt.  Auf  diesen  einfachen 
Satz  ist  bei  den  Festigkeitsberechnungen  vieler  Tragconstruc- 
tionen  Rücksicht  zu  nehmen. 

Aehnlich  liegt  z.  B.  der  Fall  bei  Eisenbahnbrücken,'  über 
die  ein  Zug  mit  grosser  Geschwindigkeit  fährt.  Freilich  ist 
der  Vorgang  hier  verwickelter  und  überhaupt  nur  auf  Grund 
einer  eingehenden  Untersuchung  der  auftretenden  Schwingungen 
wenigstens  näherungsweise  zu  verfolgen.  Immerhin  lässt  sich 
von  vornherein  erwarten,  dass  grössere  Formänderungen  auf- 
treten werden,  als  sie  einer  gleichen  ruhenden  Belastung  ent- 
sprechen würden,  und  man  kann  diesem  Umstände  auf  Grund 
der  vorausgehenden  Betrachtungen  dadurch  Rechnung  tragen, 
dass  man  die  bewegte  Last  mit  einem  Zahlenfactor  multipli- 
cirt  in  die  Rechnung  einführt.  So  rührt  von  Gerber  die  Vor- 
schrift her,  dass  man  die  bewegte  Last  in  solchen  Fällen  mit 
dem  1^  fachen  Betrage  in  Ansatz  bringen  soll.  Der  Zahlen- 
factor ist  kleiner  als  der  in  Gl.  (98)  gefundene  Werth  2,  was 
sich  damit  rechtfertigt,  dass  hier  in  der  That  von  einem  plötz- 
lichen AufbriDgen  in  die  ungünstigste  Laststellung  nicht  die 
Rede  sein  kann,  so  dass  die  Verstärkung  der  Beanspruchung 
niedriger  zu  schätzen  ist,  als  dort. 

Schon  das  plötzliche  Aufbringen  einer  Belastung  ohne 
Anfangsgeschwindigkeit  in  der  Durchbiegungsrichtung  wird 
gewöhnlich  als  eine  stossweise  Belastung  bezeichnet.     Ausser- 
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dem  muss  aber  auch  noch  der  Fall  des  Stosses  im  engeren 
Sinne  untersucht  werden,  bei  dem  die  Last  schon  beim  Auf- 
treffen auf  den  Körper  eine  Geschwindigkeit  v  in  der  Richtung 
der  nachher  erfolgenden  Durchbiegung  und  damit  eine  leben- 
dige Kraft  p^t 

^  =  ^  =  ^^ 

hatte.  Unter  h  ist  dabei  die  Fallhöhe  zu  verstehen,  durch 
deren  Durchlaufen  die  Geschwindigkeit  v  entweder  wirklich 
erreicht  wurde  oder  doch  erreicht  werden  könnte.  —  Auch 
dieser  Fall  ist  im  Allgemeinen  wie  der  vorige  zu   behandeln? 

man^setze  Ä  =  nP{h  +  fa),  (99) 

wobei  n  wieder  ein  Zahlenfactor  ist,  der  aber  hier  unter  Um- 
ständen erheblich  kleiner  als  1  werden  kann.  In  der  zu- 
treffenden Wahl  oder  in  der  richtigen  Berechnung  von  n  be- 
ruht *die  Schwierigkeit  der  Aufgabe,  für  die  man  bis  jetzt 
noch  keine  vollständig  befriedigende  Lösung  besitzt.  Es 
kommen  hier  mehrere  Umstände  zusammen,  die  die  Sache  sehr 
verwickelt  machen.  Zunächst  können  an  der  Aufschlagstelle 
der  Last  in  kleinerem  Umkreise  bleibende  Formänderungen  so- 
wohl der  Last  selbst  als  auch  des  Trägers  auftreten,  die  für 
den  Bestand  des  ganzen  Trägers  ohne  Belang  sind,  aber  einen 
Theil  der  Energie  aufzehren.  Dann  wird  ein  Theil  der  ganzen 
lebendigen  Kraft  auch  abgesehen  davon,  weil  der  Stoss  nie- 
mals ganz  elastisch  ist,  unmittelbar  in  Wärme  verwandelt. 
Dazu  kommt,  dass  sich  die  elastische  Bewegung  nicht  plötz- 
lich über  den  ganzen  Träger  erstreckt,  sondern  sich  mit  der 
Schallgeschwindigkeit  in  dem  Körper  fortpflanzt.  Der  Einfluss 
dieser  Schallwellen  ist  schwer  zu  übersehen.  Dann  kann  auch 
die  Last  unter  Umständen  schon  wieder  zurückspringen,  ehe 
die  grösste  Formänderung  des  Trägers  erreicht  ist  und  dabei 
einen  Theil  der  vorhandenen  Energie  mit  sich  nehmen. 

Die  besten  bisher  vorliegenden  Untersuchungen  über  diesen 
Gegenstand  rühren  von  de  Saint- Venant  her  und  sind  in  der 
von  ihm  herausgegebenen  französischen  Uebersetzung  des  Buches 
von  Clebsch  über  die  Theorie  der  Elasticität  veröffentlicht.   Es 
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scheint,  dass  sich  aber  auch  diese  UntersuchuBgen  in  vielen 
Fallen  sehr  weit  von  der  Wirklichkeit  entfernen.  Ich  habe 
daher  zu  allen  diesen  Betrachtungen  einstweilen  kein  Vertrauen 
und  unterlasse  es  daher,  hier  näher  darauf  einzi^ehen.  Wei- 
teren theoretischen  Forschungen  auf  diesem  Gebiete  müssten 
vor  allen  Dingen  Experimentaluntersuchungen  vorangehen,  durch 
die  man  allein  zur  richtigen  Abschätzimg  des  Gewichtes  wird 
geführt  werden  können,  das  man  bei  der  Rechnung  den  ein- 
zelnen Umständen  beizulegen  hat.  Ich  werde  mir  es  angelegen 
sein  lassen,  solche  Untersuchungen  bei  gelegener  Zeit  auszu- 
führen und  behandle  bis  dahin  die  Frage  nach  der  richtigen 
Wahl  des  Faktors  n  in  Gl.  (99)  als  eine  offene. 

Wenn  n  bekannt  wäre,  wurde  man  daraus  die  gleich- 
werthige  statische  Belastung  P'  und  mit  dieser  die  Bean- 
spruchung des  Materials  wie  vorher  aus  der  Gleichung 

■     {  P' fa  =- n  P  (h -\- fa)  (100) 

berechnen  können,  denn  die  Unbekannte  fa  lässt  sich  nach 
früheren  Betrachtungen  in  der  zugehörigen  statischen  Be- 
lastung P'  ausdrücken,  worauf  die  Gleichung  nur  noch  die 
eine  Unbekannte  P'  enthält,  nach  der  sie  leicht  aufgelöst 
werden  kann.  Ein  Beispiel  wird  man  unter  den  Aufgaben 
finden;  man  beachte  auch  die  Anmerkung  zu  Aufgabe  24. 
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Verschiebungen. 

Dieser  wichtige  Satz  lässt  sich  mit  wenigen  Worten  aus 
den  Sätzen  von  Castigliano  ableiten.  Das  soll  zuerst  ge- 
schehen; da  aber  hierbei  nicht  leicht  zugleich  das  volle  Ver- 
ständniss  für  den  Sinn  des  Satzes  gewonnen  werden  kann, 
werde  ich  nachträglich  noch  eine  andere  Ableitung  geben,  die 
leichter  verständlich  ist. 

Nach  Gl.  (94)  ist 
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Wir  wollen  diese  Gleichung  nach  irgend  einer  der  anderen 
Lasten^  etwa  nach  Pk  differentiiren.    In  jedem  Gliede  der  rechten 

Seite  ist  der  Factor  y^  von  Pk  abhängig^  der  andere  Factor 

nur  in  dem  einem  Gliede,  das  sich  auf  Pjt  selbst  bezieht. 
Beim  Differentiiren  erhalten  wir  also  auf  der  rechten  Seite  ein 
Glied  mehr  als  wir  hatten^  nämlich 

Wenn  das  Superpositionsgesetz  für  die  elastischen  Form- 
änderungen gültig  ist,  sind  die  elastischen  Verschiebungen 
y  Functionen  ersten  Grades  der  Lasten;  y,  ist  also  etwa  von 
der  Form 

y.  =  an  Fl  +  «,-2  P2  +  «18  -Ps  H h  ccii  P.-  -| (102) 

Die  von  der  Gestalt  und  den  elastischen  Eigenschaften 
des  Körpers,  sowie  von  der  Lage  des  Punktes,  zu  dem  y,  ge- 
hört, und  der  Lage  des  Angriffspunktes  der  betreffenden  Last 
abhängigen  Goefficienten  a  pflegt  man  als  die  Einfluss- 
zahlen  der  zugehörigen  Lasten  auf  die  Durchbiegungen  oder 
sonstigen  Formänderungen  y  zu  bezeichnen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  verschwinden  alle  zweiten 
Differentialquotienten  der  y  und  Gl.  (101)  vereinfacht  sich  zu 

d  y^       dyj^ 

Mit  Bücksicht  auf  Gl.  (102)  lässt  sich  dies  auch  in  der  Form 

«1*  =  cLki  (104) 

aussprechen.  Der  Einfluss  der  Last  h  auf  die  Verschie- 
bung des  Angriffspunktes  von  i  ist  demnach  ebenso 
gross  als  der  Einfluss  der  Last  i  auf  die  Verschie- 
bung des  Angriffspunktes  von  h.  Das  ist  der  Maxwell'- 
sche  Satz. 

Auch  dann,  wenn  das  Hooke'sche  Gesetz  nicht  gültig,  die 
Formänderung  aber  immer  noch  vollkommen  elastisch  ist, 
bleibt  der  Maxwell'sche  Satz  bestehen.   Der  Beweis  muss  aber 
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dann    etwas    geändert   werden.     Man   differentiire   zu   diesem 
Zwecke  die  nach  Gl.  (94)  bestehende  Gleichung 


Vk^ 

■2'^ 

dy 
SPt 

nach 

P- 

dadurch  erhält  man 

-2'^ 

,    8*y 
dP^dP 

+ 

i 

Die  Summengrösse  in  dieser  Formel  stimmt  mit  der  in 
Gl.  (101)  überein;  der  Vergleich  beider  Gleichungen  zeigt, 
dass  diese  Summe  gleich  Null  und  auch  in  diesem  Falle 

dP,  -  ap, 

sein  muss.  Von  Einflusszahlen  im  früheren  Sinne  kann  hier 
freilich  nicht  mehr  die  Rede  sein;  jeder  der  beiden  Differen- 
tialquotienten kann  indessen  als  eine  Einflusszahl  für  einen 
unendlich  kleinen  Lastzuwachs  auf  die  Durchsenkung  des  An- 
griffspunktes der  anderen  Last  betrachtet  werden  und  in  diesem 
Sinne  lässt  sich  der  frühere  Wortlaut  des  Satzes  aufrecht 
erhalten. 

Alle  diese  Formeln  gelten  ebenso  wie  Gl.  (94),  aus  der 
sie  hervorgegangen  sind,  ganz  allgemein  für  alle  vollkommen 
elastischen  Fprmänderungen  beliebig  gestalteter  und  beliebig 
belasteter  Körper. 

Ich  gebe  jetzt  eine  von  den  früheren  Betrachtungen  un- 
abhängige Ableitung,  bei  der  ich  mich  der  Anschaulichkeit  wegen 
auf  die  Betrachtung  des  einfachsten, 
aber  auch  am  häufigsten  vorkommen- 
den Falles  beschränke.   In  Abb.  40  ist 

ein  auf  zwei  Stützen  ruhender  Balken  H 

gezeichnet,  von  dem  irgend  zwei  be- 
liebig ausgewählte  Querschnitte  mit 
den    Ordnungsziffem   I    und   11    ver-  ^' 

sehen   wurden.     Ich   denke   mir   zu-  ^^^'  ^' 

nächst  eine  Last  Pj  im  Querschnitte  I  aufgebracht.  Wäre  P^ 
gleich  der  Lasteinheit,  so  sollte  die  Durchbiegung  unter  dieser 


E 
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Last,  im  Querschnitte  I  mit  a^^  und  im  Querschnitte  11  mit 
«21  bezeichnet  werden.  Diese  Grössen  sind  wieder  die  Ein- 
flusszahlen der  Last  im  Querschnitte  I  auf  die  Durchbiegungen 
in  den  Querschnitten  I  und  II  und  die  wirklichen  Durch- 
biegungen in  Folge  von  P^  sind  «nPi  für  den  ersten  und 
«21  -Pi  für  den  zweiten  Querschnitt. 

Da^n  soll  auch  eine  andere  Last  Pg  im  Querschnitte  n 
aufgebracht  werden,  deren  Einflusszahlen  entsprechend  mit  Cjg 
und  «22  bezeichnet  seien,  so  also,  dass  der  erste  Zeiger  immer 
angibt,  an  welchem  Querschnitte  die  Einsenkung  beobachtet 
wird,  während  der  zweite  die  Laststellung  beschreibt. 

Wenn  man  erst  P^  und  dann  Pg  aufbringt,  leisten  beide 
Kräfte  Arbeiten,  deren  Summe  gleich  der  im  Endzustande  des 
Balkens  aufgespeicherten  potentiellen  Energie  ist.  Während 
Pj  aufgebracht  wird,  ist  die  von  ihm  geleistete  Arbeit  gleich 

yPl      «iiPi. 

Während  des  hierauf  folgenden  Auf  bringens  von  P2  verschieben 
sich  die  Angriffspunkte  beider  Kräfte.  Beide  leisten  also  Arbeit, 
wobei  zu  beachten  ist,  dass  P^  während  der  ganzen  Dauer 
dieses  Vorgangs  seine  Grösse  beibehält,  während  P2  von  Null 
bis  zu  seinem  Endwerthe  anwächst.  Die  in  dieser  zweiten 
Periode  geleistete  Arbeit  ist  daher 

Pj  •  «12 P2  +  Y  A  •  «22  A- 

Im  Ganzen  wird  daher  die  potentielle  Energie  des  vollständig 
belasteten  Balkens 

^  =  I  «„  P,'  +  «,3  Pi  P„  +  I  «22  A'-  (105) 

Man  kann  aber  zu  demselben  Endzustande  auch  dadurch 
gelangen,  dass  man  zuerst  Pg  und  dann  erst  P^  aufbringt. 
Dann  lassen  sich  dieselben  Schlüsse  wiederholen,  wobei  sich 
nur  die  Zeiger  1  und  2  miteinander  vertauschen.  Man  findet 
daher  auch 

^  =  4-«22  A*  +  «21  P»  Pl  +  4«U  -Pl'. 
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Dieser  Wertb.  muss  dem  vorausgehenden  gleich  sein  und 
der  Vergleich  zwischen  ihnen  zeigt,  dass 

«12  =  «21  (106) 

ist,  womit  der  MaxwelFsche  Satz  von  Neuem  bewiesen  ist. 

Nachträglich  überzeugt  mau  sich  leicht,  dass  die  der 
Abb.  40  zu  Grunde  liegende  besondere  Voraussetzung  über 
die  Gestalt  und  die  Belastungsweise  des  Trägers  unwesentlich 
ist.     Man  kann  diese  Abbildung  , 

auch  durch  die  nebenstehende 
ersetzen,  in  der  ein  beliebig  ge- 
stalteter und  beliebig  aufgelager- 
ter Träger  dargestellt  werden  soll. 
Auf  diesem  Körper  wähle  man 
zwei  beliebige  Punkte  I  und  II 
aus  und  ziehe  durch  jeden  in  be- 
liebiger Richtung  irgend  eine  ge- 
rade Linie.  Lässt  man  dann  eine  ^^^-  ^^' 
Kraft  an  I  in  der  angenommenen  Richtung  angreifen,  so  ver- 
schiebt sich  II  im  Sinne  der  dort  gewählten  Richtung  um 
ebenso  viel  als  sich  I  in  der  zugehörigen  Richtung  verschiebt, 
wenn  an  II  eine  ebenso  grosse  Kraft  in  der  dort  gewählten 
Richtung  angreift.  Denn  in  der  That  lassen  sich  die  voraus- 
gehenden Schlüsse  ohne  jede  Aenderung  auch  auf  den  Fall  der 
Abb.  41  übertragen. 

Es  bleibt  mir  jetzt  noch  übrig,  auf  die  Anwendungen  hin- 
zuweisen, die  man  von  dem  Maxweirschen  Satze  bei  den  Festig- 
keitsberechnungen der  technischen  Praxis  macht.  Diese  sollen 
an  zwei  einfachen,  schon  früher  mehrfach  behandelten  Bei- 
spielen erläutert  werden. 

Bei  der  Berechnung  eines  über  zwei  Oeffnungen  durch- 
laufenden Balkens  auf  Grund  des  MaxwelFschen  Satzes  beginnt 
man  damit,  die  Mittelstütze  fortzunehmen  und  an  dieser  Stelle 
eine  Last  von  1  t  (oder  überhaupt  von  der  Krafteinheit)  an- 
zubringen. Man  ermittelt  nun  die  Gestalt  der  elastischen 
Linie,  die  diesem  Belastungsfalle  entspricht,  entweder  auf  dem 
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Wege  der  Bechnung,  wie  es  früher  erläutert  wurde,  oder  auf 
graphischem  Wege.  Die  Abscisse  der  Mittelstütze,  vom  linken 
Auflager  gerechnet,  sei  mit  a,  die  eines  beliebigen  anderen 
Querschnitts  mit  x  bezeichnet.  Dann  gibt  die  Ordinate  der 
elastischen  Linie  im  Querschnitte  x  unmittelbar  die  Einfluss- 
zahl 

an.     Nach  dem  MaxwelFschen  Satze  ist  aber 

und  wir  kennen  damit  auch  die  Einsenkung  am  Querschnitte  a 
bei  fortgenommener  Mittelstütze,  wenn  im  Querschnitte  x  die 
Lasteinheit  angreift.  Daraus  folgt  aber  durch  eine  schon  froher 
wiederholt  benutzte  einfache  Ueberlegung  auch  die  Grösse  des  Auf- 
lagerdrucks auf  der  Mittelstütze  bei  diesem  Belastungsfalle.  Diese 
Auflagerkraft  muss  nämlich  so  gross  sein,  dass  sie  jene  Durch- 
biegung wieder  rückgängig  macht.  Nun  kennen  wir  schon  aus 
der  gezeichneten  elastischen  Linie  die  elastische  Verschiebung 
Kaa  des  Querschnitts  an  der  Mittelstütze  für  eine  an  dieser 
selbst  angreifende  Lasteinheit  und  wir  wissen,  dass  die  ela- 
stische Verschiebung  der  Grösse  der  Last  proportional  ist. 
Wir  haben  also,  wenn  die  Last  im  Querschnitte  x  mit  P  und 
der  von  ihr  in  Wirklichkeit  an  der  Mittelstütze  hervorgerufene 
Auflagerdruck  mit  Z  bezeichnet  wird,  die  Gleichung 

woraus  mit  Rücksicht  auf  den  MaxwelFschen  Satz 


X  a 


Z=^-^P  (107) 

folgt.  Das  Verhältniss  der  zwei  Ordiaaten  der  ursprünglich 
gezeichneten  elastischen  Linie  in  den  Querschnitten  x  und  a 
lehrt  uns  also  sofort  für  jede  beliebige  Stellung  einer  Einzel- 
last den  Bruch theil  kennen,  der  von  dieser  Einzellast  auf  die 
Mittelstütze  übertragen  wird.  Dieser  Antheil  ist  überall  pro- 
portional mit  der  Ordinate  Uxa  der  elastischen  Linie.  Man 
bezeichnet  daher  diese  elastische  Linie  als  die  Einflusslinie 
für  den  Auflagerdruck  Z. 
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Sobald  die  Vorarbeit  des  Aufzeichnens  dieser  Linie  er- 
ledigt ist;  kann  die  weitere  Berechnung  des  durchlaufenden 
Trägers  genau  so  erfolgen,  als  wenn  er  statisch  bestimmt 
wäre.  Denn  man  ist  im  Stande,  für  jeden  beliebigen  Belastungs- 
fall --  z.  B.  wenn  ein  Eisenbahnzug  die  Belastung  bildet  - 
sofort  den  Auflagerdruck  Z  nach  der  Gleichung 

a  OL  ^^^ 

anzugeben,  worauf  die  übrigen  Auflagerkräfte,  die  Momente 
und  Scheerkräfte  genau  so  wie  beim  Balken  über  einer  Oeff- 
nung  folgen.  Gerade  hierin  beruht  die  grosse  Bedeutung  des 
Maxweirschen  Satzes  für  die  Festigkeitsberechnungen  der 
Praxis.  Man  muss  dabei  sehr  viele  verschiedene  Laststellungen 
in  Betracht  ziehen  und  es  wäre  äusserst  mühsam,  wenn  man 
dabei  immer  wieder  von  Neuem  die  Rechnung  auf  Grund  der 
!Elasticitätslehre  auszuführen  hätte.  Dem  ist  man  durch  die 
vorausgehenden  Erörterungen  vollständig  enthoben.  Die  Con- 
struction  einer  einzigen  elastischen  Linie  genügt,  um  alle 
Unterlagen  für  die  weiteren  Berechnungen  zu  liefern. 

Bei  diesem  Beispiele  kam  nur  eine  statisch  unbestimmte 
Grösse  vor.  Ich  betrachte,  um  zu  zeigen,  wie  man  in  ver- 
wickeiteren Fällen  verfährt,  jetzt  noch  einen  Balken,  der  über 
drei  Oeffnungen  durchläuft.  Vom  linken  Auflager  gerechnet, 
sei  die  Ordinate  der  ersten  Mittelstütze  mit  a,  die  der  zweiten 
noiit  h  bezeichnet.  Man  entfernt  zuerst  beide  Mittelstützen  und 
bringt  im  Querschnitte  a  die  Lasteinheit  auf.  Die  OrdiQaten 
der  zugehörigen  elastischen  Linie,  die  man  construirt,  geben 
für  jeden  Querschnitt  x  die  Einflusszahl  a^a  ^md  damit  auch 
aax  an.  Dann  wird  eine  zweite  elastische  Linie  construirt  für 
die  im  Querschnitte  h  angreifende  Belastungseinheit,  wodurch 
man  die  Einflusszahlen  a^h  und  a^x  erhält.  Nach  diesen  Vor- 
arbeiten kann  man  die  Auflagerkräfte  G  und  D  an  den  beiden 
Mittelstützen,  die  zu  einer  Last  P  in  irgend  einem  Querschnitte 
X  gehören,  sofort  durch  Auflösen  der  beiden  Gleichungen 

OfaaC -f-  «aft-D  =  Pflfaa:  I  ri08'i 
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erhalten;  von  denen  die  erste  ausspricht;  dass  sich  die  erste 
Mittelstütze  in  Wirklichkeit  nicht  in  vertikaler  Richtung  ver- 
schieben kanu;  während  die  zweite  dasselbe  für  die  zweite 
Mittelstütze  aussagt.     Die  Auflösung  liefert 


c=p. 


«a:r«^66-«6x«a6 


aa     0  0 


B^P- 


a  X     0  a  ox     a  a 


ab 


a 


ab 


aa     bb 


(109) 


Die  Factoren  von  P  in  diesen  Gleichungen  können,  da  alle 
darin  vorkommenden  a  durch  die  beiden  elastischen  Linien  ge- 
geben sind,  ohne  Weiteres  berechnet  werden,  womit  man  die 
Einflusslinien  der  Lasten  auf  die  beiden  Mittelstützendrücke 
findet.  Von  da  ab  kann  die  Berechnung  auch  dieses  Trägers 
genau  so  durchgeführt  werden,  als  wenn  er  statisch  bestimmt 
wäre.  Man  sieht  leicht  ein,  wie  dasselbe  Verfahren  in  an- 
deren Fällen  anzuwenden  ist.  Die  weiteren  Ausführungen 
darüber  gehören  nicht  mehr  der  allgemeinen  Festigkeitslehre, 
sondern  der  Lehre  vom  Brückenbau  an. 


w/^wz/y-  y////////'^  '/////////^  y//////////A 


N.I^36 
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Aufgaben. 

23,  Aufgabe.    Eine  Spannweite  von  6  m  (vgl.  den  Grundriss 
Abb.  42)  wird  durch  drei  nebeneinander  liegende  1- Träger  vom  Nor- 

malprofile  36,  für  das  &  nach  dem  deut- 
schen Normälprofilbuche  zu  19766  cm^  an- 
gegeben ist,  in  gleichen  Abständen  von  1  m 
überdeckt.  In  der  Mitte  sind  die  Träger  durch 
einen  Querträger  K  P.  20  (&  =  2162  cm"^) 
verbunden.  Welche  Last  P  darf  man  an 
der  mittleren  Kreuzungsstelle  anbringen,  wenn 
die  Spannung  a  an  keiner  Stelle  1000  atm 
überschreiten  soll?  Vom  Eigengewichte  der 
Träger  kann  abgesehen  werden. 

Lösung.     Wir   denken    uns    die   Con- 

struetion  in  zwei  Theile  getheilt,  von  denen 

der  eine   nur  den    mittleren   Hauptträger, 

der  andere  die  beiden  äusseren  Hauptträger 

w///m//\^MW^)i^M////^\///M^M    und  den  Querträger  umfasst.    Jeder  dieser 

Theile  für  sich  genommen  ist  statisch  be- 
bestimmt und  als  einzige  statisch  unbe- 
stimmte Grösse  der  ganzen  Aufgabe  kommt  der  Antheil  Z  in  Be- 
tracht, den  der  mittlere  Hauptträger  von  der  Last  P,  die  an  ihm 


<\ 


ß 


Abb.  42. 
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angebracht  ist,  auf  den  Querträger  abgibt.  Am  mittleren  Haupt- 
träger bleibt  dann  die  Belastung  P  —  Z  und  der  Querträger  seiner- 

seits  gibt  an  jeden  der  beiden   äusseren  Hauptträger  die  Last  — 

weiter.  An  der  Kreuzungsstelle  müssen  sich  die  beiden  statisch 
bestimmten  Theile,  in  die  wir  uns  die  ganze  Construction  zerlegt 
dachten,  um  gleich  viel  senken;  wir  finden  daher  die  statisch  un- 
bestimmte Grösse  Z  nach  §  28,  indem  wir  die  Abgeleitete  der 
Eormänderungsarbeit  nach  Z  gleich  Null  setzen.  Zunächst  ist  also 
A  als  Function  von  Z  zu  berechnen. 

Wenn  ein  beiderseits  gestützter  Balken  in  der  Mitte  die  Last 
Q  trägt,  ist  das  Biegungsmoment  üf  auf  der  linken  Hälfte  im  Ab- 
stände X  vom  Auflager  gleich  ^o?.    Die  in  der  linken  Hälfte  auf- 

gespeicherte  Formänderungsarbeit  berechnet  sich  daraus  mit  Ver- 
nachlässigung der  Arbeit  der  Schubspannungen,  die  in  solchen 
Fällen  immer  zulässig  ist,  nach  Gl.  (88).  Die  Formänderungs- 
arbeit für  den  ganzen  Balken  ist  doppelt  so  gross  und  daher  gleich 

i_  i_ 

2  8 


0 

Für   den  mittleren  Hauptträger  haben   wir   hierin  an   Stelle 
von  Q  die  Last  P  —  Z,  ?  =  Z^  =  6  m  und  0  =  0^  =  19766cm* 

zu  setzen,  für  jeden  der  beiden  äusseren  Hauptträger  wird  g  =  — , 

während  die  anderen  Werthe  bleiben  und  für  den  Querträger  ist 
Q  =  Zy  i  =  ?2  =  2m  und  0  =  ©g  =  2162  cm*.  Im  Ganzen  wird 
daher  die  Formänderungsarbeit  der  gesammten  Construction 


(~Yi 


9ßE&^      •    96  E9^ 

Die  Einsetzung  der  Zahlenwerthe  wird  besser  bis  zuletzt  vor- 
behalten. Durch  Nullsetzen  des  Differentialquotienten  von  Ä  nach 
Z  erhalten  wir  die  Bestimmungsgleichung 

^  ^  Qß  VGi  \^   Qß  TP.iSl     ~    ^ 


961:;  6^1  '     96  JK®!     '  96JS;02 

Die  Auflösung  nach  Z  liefert 

Z  = ^^''  =  0,644  P. 

Föppl,  Festigkeitslehro.  13 
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Es  fragt  sich  jetzt,  an  welcher  Stelle  die  grösste  Beanspruchung 
des  Materials  zu  erwarten  ist.  Diese  kann  entweder  in  der  Mitte 
des  mittleren  Hauptträgers  oder  in  der  Mitte  des  Qaerträgers  auf- 
treten, denn  die  seitlichen  Hauptträger  sind  offenbar  weniger  be- 
ansprucht als  der  in  der  Mitte.  Das  von  ^em  mittleren  Haupt- 
träger in  der  Mitte  aufzunehmende  Biegungsmoment  beträgt 

^^(^~^=68,4Pcmkg. 

Wenn  die  Spannung  an  dieser  Stelle  1000  atm  betragen  soll, 
berechnet  sich  P  aus  der  Gleichung 

1000  =  ^^  •  18 ,     also  P  =  16  000  kg. 

Das  Biegungsmoment  im  Mittelquerschnitt  des  Querträgers  ist 
dagegen  gleich  ~ =  27,2  P,  und  wenn  hier  die  zuläs- 
sige Spannung  von  1000  atm  nicht  überschritten  werden  soll,  darf 
P,  wie  aus  der  Gleichung 

27  2  P 

folgt,  nur  P=  8000  kg  betragen.  Der  Querträger  ist  also  am 
meisten  gefährdet,  und  wenn  er  auf  Grund  des  Ergebnisses  der 
Rechnung  nicht  verstärkt  wird^  ist  nur  eine  Last  von  8000  kg 
für  die  Construction  zulässig. 

M.  Aufgabe.  Ein  l-Balken  K  P.  M  (S  —  4J288  cm*;  über- 
brückt eine  Spannweite  von  2  m.  Wie  hoch  darf  eine  Last  von 
400  kg  auf  die  Mitte  des  Trägers  herabfallen,  ohne  dass  die  Span- 
nung von  1600  atm  überschritten  wird,  wenn  man  annimmd,  dass 
etwa  80%  der  lebendigen  Kraft  in  Gestalt  von  Formändenmgsarbeit 
auf  den  Balkenübergehen  und  wenA%derElasticitätsmodul^=^  2000000  atm 
gesetzt  wird? 

Lösung,  Wir  berechnen  zuerst  die  ruhende  Belastung  P', 
durch  die  die  angenommene  Spannang  <s  =  1600  atm  hervor- 
gerufen würde.     Aus 

a  =  -^.e   folgt   dafür    P  = -77- 
Die  hierbei  aufgespeicherte  Formänderungsarbeit  ist 

^"^  \  el  )  96 E&        ße^E 

oder  nach  Einsetzen  der  Zahlenwerthe  a  =  1600  atm,  l  =  200  cm, 
e  =  4288  cm*   c  =  12  cm  und  E  =  2000000  atm 

A  =  1270  cmkg. 
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Die  Höhe  h,  aus  der  die  Last  herabfallen  darf,  folgt  aus 

0,8  •  400  •  h  =  1270  zu  Ä  =  4,0  cm. 

Diese  Zahl  ist  indessen  noch  nicht  ganz  genau,  da  das  Gewicht 
von  400  kg  beim  Herabsinken  um  den  dynamischen  Biegungspfeil 
fcL  auch  noch  eine  Arbeit  leistet.  Eigentlich  ist  daher  h  -^  fd 
=  4,0  cm.  Der  Biegungspfeil  fd  ist  gleich  dem  statischen  Bie- 
gungspfeil flir  die  Last  P\  also 

^^  =  48^0  =  mS  =  ^'^^  ^°^- 

Die  ursprüngliche  Höhe  h  des  Gewichtes  über  dem  Träger 
darf  daher  nur  etwa  38  mm  betragen,  wenn  die  zugelassene  Span- 
nung nicht  überschritten  werden  soll. 

ÄnmerJcung,  Ich  möchte  bei  dieser  Gelegenheit  erwähnen, 
dass  ich  kürzlich  einige  Schlagversuche  ganz  kleinen  ümfangs  aus- 
führte. Es  handelte  sich  darum,  die  Widerstandsföhigkeit  eines 
Porzellangefösses  gegen  Stösse  festzustellen.  Bei  dieser  Gelegen- 
heit wurden  schmale  Streifen  von  etwa  7  mm  Stärke  herausge- 
schnitten, die  als  Balken  mit  einer  Spannweite  von  15  cm  auf 
einem  schweren  Eisenklotz  in  geeigneter  Weise  aufgelagert  wurden. 
Einige  Streifen  wurden  durch  allmähliche  Steigerung  einer  ruhenden 
Belastung  zerbrochen,  wobei  der  Biegungspfeil  gemessen  wurde, 
während  die  übrigen  durch  den  Stoss  eines  Gewichtes  von  0,4  kg, 
das  aus  einigen  Centimetern  Höhe  herabfiel,  zerstört  wurden.  Aus 
dem  Vergleiche  der  erhaltenen  Eesultate  folgt,  dass  in  diesem  Falle 
nur  etwa  40%  der  lebendigen  Kraft  des  herabfallenden  Gewichtes 
in  Formänderungsarbeit  umgewandelt  wurden.  Li  Fällen,  die  ganz 
ähnlich  liegen,  würde  man  also  den  Zahlenfaktor  n  in  Gl.  (100) 
schätzungsweise  gleich  0,4  setzen  können.  Zur  Abschwächung  der 
lokalen  Stosswirkung  an  der  Aufschlagstelle  war  ein  kleines  Stück- 
chen Cartonpapier  aufgeklebt  worden,  was  bei  dieser  Angabe  in 
Berücksichtigung  zu  ziehen  ist. 

J25.  Aufgabe.  Ein  Brückenträger  erfuhr  unter  eitler  Einzellasi 
von  10  t  Emsenhmgen,  die  an  drei  verschiedenen  Stellen  zu  2,0,  2,5 
tmd  4,0  mm  beobachtet  wu/rden.  An  diesen  drei  Stellen  werden  nachher 
Lasten  von  8,  12  und  6  t  aufgebracht.  Um  wieviel  senht  sich  jene 
Stelle,  die  vorher  als  Angriffspunkt  der  Eimellast  von  10  t  gedient 
hatte? 

Lösung.  Stillschweigend  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Form- 
änderung vollkommen  elastisch  ist.  Nach  dem  Maxweirschen  Satze 
ist  die  gesuchte  Durchbiegung 

f/  «=  8  .  0,2  +  12  .  0,25  +  6  •  0,4  «=  7,0  mm. 
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Fünfter  Abschnitt. 
Stäbe  mit  gekrümmter  Mittellinie. 


§  31.    Grundlegende  Annahmen  nnd  darüber  bestehende 

Meinnngenintersohiede. 

Vor  der  Formänderung  soll  die  Mittellinie  des  Stabes  eine 
ebene  Curve  gewesen  sein  und  die  Richtungen  der  Kräfte;  die 
an  dem  Stabe  angreifen^  mögen  alle  in  der  Ebene  dieser  Curye 
enthalten  sein.  Ausserdem  soll  diese  Ebene  jeden  Querschnitt 
nach  einer  Hauptaxe  schneiden.  Dann  liegt  kein  Grund  zu 
einem  Heraustreten  "der  "Stabaxe  aus  der  Ebene  während  der 
Formänderung  vor;  die  Mittellinie  bleibt  also  auch  nach  der 
Biegung  noch  eine  ebene  Curve. 

Auf  die  Untersuchung  des  hiermit  umschriebenen  einfachen 
Falles  pflegt  man  sich  in  der  technischen  Mechanik  stets  zu 
beschränken,  weil  andere  Fälle  bei  den  praktischen  Anwen- 
dungen kaum  in  Betracht  kommen.  Ich  werde  mir  diese  Be- 
schränkung hier  auch  auferlegen  und  bemerke  dazu,  dass  die 
Behandlung  des  allgemeineren  Falles  zwar  zu  verwickeiteren 
Rechnungen  führt,  im  Uebrigen  aber  sich  ganz  eng  an  die 
hier  vorzutragende  Untersuchung  anschliesst.  Wesentlich  ist, 
wenn  man  eine  Erweiterung  nach  dieser  Richtung  hin  vor- 
nehmen will,  namentlich  die  Bemerkung,  dass  die  Stabmittel- 
linie auch  dann  in  eine  doppelt  gekrümmte  Curve  übergeht, 
wenn  zwar  die  Kräfte  immer  noch  alle  in  der  Ebene  der  ur- 
sprünglichen Gestalt  der  Mittellinie  enthalten  sind,  die  Quer- 
schnittshauptaxen  aber  eine  schiefe  Lage  zu  dieser  Ebene  haben. 
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Wenn  man  sich  der  beim  geraden  Stabe  für  diesen  Fall  durch- 
geführten Betrachtungen  erinnert,  wird  dies  ohne  Weiteres 
verständlich. 

Für  den  Augenblick  soll  jetzt  ferner  noch  vorausgesetzt 
werden,  dass  der  Krümmungshalbmesser  9  der  Stabmittellinie 
im  ursprünglichen  Zustande  überall  sehr  gross  gegen  die  Quer- 
schnittsabmessungen sei.  Es  handelt  sich  darum,  zu  berechnen, 
in  welchen  Werth  p'  der  Krümmungshalbmesser  q  an  einer 
bestimmten  Stelle  übergeht,  wenn  für  diese  Stelle  das  Bie- 
gungsmoment My  ßie  axiale  Belastung  iV  und  rlir  Sfthii1»1\iiirii 
[ebgn.,=:§ifiä£:>r  Man  erkennt  zunächst,  dass  die  Schub- 
:aft  hierbei  unberücksichtigt  bleiben  kann,  da  eine  geringe 
Verschiebung  des  einen  Querschnitts  parallel  zu  dem  benach- 
barten keine  merkliche  Aenderung  des  Krümmungshalbmessers 
zur  Folge  haben  kann.  Eine  gleichmässig  über  den  Quer- 
schnitt vertheilte  Normalspannung  wird  zwar  den  Winkel 
zwischen  den  aufeinander  folgenden  Querschnitten  etwas  ändern, 
der  Krümmungshalbmesser  wird  aber  davon  ebenfalls  nicht 
berührt.  Denn  jede  Faser  des  Stabelements  verkürzt  oder 
verlängert  sich  proportional  zu  ihrer  ursprünglichen  Länge 
und  nach  der  Formänderung  schneiden  sich  die  beiden  auf- 
einander folgenden  Querschnitte  daher  immer  noch  an  der- 
selben Stelle  wie  vorher.  Uebrigens  ist  auch  jene  elastische^ 
Winkeländerung  Adq)  immer  nur  sehr  klein  im  Verhältniss 
zur  ursprünglichen  Grösse  7^?  des  Winkels,  denn  man  hat  dafür 

^d(p  ___  ^ds  _  G^  ry"^   y\     /i  1  f\\ 

dq>    ~    d8   ~  E'  ~  y,*         ^^^"^^ 

wobei  Ads  die  elastische  Längenänderung  irgend'^  einer  Faser 
ds  des  Balkenelementes  bezeichnet.  In  den  praktisch  vor- 
kommenden Fällen  ist  das  Verhältniss  ^  höchstens  etwa  gleich 

-—— ,  also  auch  Adq>  unerheblich  gegen  dq>.     Die  durch  die 

Momente  hervorgebrachten  Winkeländerungen  sind  im  All- 
gemeinen weit  grösser. 

Bei  der  Berechnung  von  q'   brauchen  wir  also  nur  auf 
das  Biegungsmoment  M  zu  achten  und  selbst  für  die  Berech- 
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nong  von  Adq)  genügt  dies  in  den  meisten  Fällen.  Aus  den 
weiteren  Entwickelungen  wird  hervorgehen,  in  welchen  Fällen 
es  nöthig  ist,  auch  den  Einfluss  von  N  auf  Adq)  zu  berück- 
sichtigen. 

Wir  können  jetzt  zur  Berechnung  von  p'  von  dem  Kunst- 
griffe Gebrauch  machen,  uns  den  Stab  als  einen  ursprünglich 
geraden  vorzustellen,  der  durch  ein  fingirtes  Biegungsmoment 
Mf  zuerst  zum  Krümmungsradius  q  und  dann  noch  weiter 
durch  das  wirklich  vorhandene  Biegungsmoment  M  zum  Krüm- 
mungsradius q'  gebogen  wurde.  Natürlich  müssen  wir  dabei 
annehmen,  dass  diese  ganze  Biegung^vorgenommen  werden 
kann,  ohne  dass  die  Proportionalitätsgrenze  überschritten  wird. 
Diese  Annahme  ist  indessen  nicht  bedenklich,  so  lange  nur 
bei  der  Verbiegung  von  q  zu  q'  keine  Abweichung  von  dem 
Proportionalitätsgesetze  vorkommt  und  so  lange  die  Längen 
ds  der  einzelnen  Fasern  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
Querschnitten  von  vornherein  nur  wenig  voneinander  ver- 
schieden waren.  Denn  der  Stab  muss  sich  bei  der  wirklich 
mit  ihm  vorgenommenen  Biegung  dann  ebenso  verhalten,  wie 
der  andere  ursprünglich  gerade,  den  wir  an  seine  Stellung 
setzen  wollten  und  von  dem  wir  immer  voraussetzen  können, 
dass  die  Proportionalitätsgrenze  des  Materials,  aus  dem  er  be- 
steht, entsprechend  hoch  liegt,  um  ihn  ohne  deren  Ueber- 
schreitung  sowohl  zum  Krümmungshalbmesser  q  als  zu  q' 
biegen  zu  können. 

Durch  diese  Bemerkung  wird  die  Aufgabe  der  Berech- 
nung von  q'  auf  die  in  §  23  gelöste  zurückgeführt.  Die  An- 
wendung von  GL  (77)  auf  die  Belastungszustände  M/  und 
Mf+M  liefert 

9   ""  E@      ^^     Q    '^      E©      ' 

Durch  Elimination  der  Hülfsgrösse  M/  aus  beiden  Gleichungen 
erhalten  wir  die  gesuchte  Beziehung 

1  /         M 


q'      9      Ee 
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Auch  die  durch  das  BieguBgsmoment  M  bewirkte  Ver- 
drehung ^dfp  der  beiden  Querschnitte  gegeneinander  folgt  auf 
demselben  Wege  aus  Gl.  (76)  zu 

/^dip^ds^,  (112) 

wenn  untei;jifi..dejLAbstand  beider  Querschnitte,  längs  der  neu- 
tralen Faser  gemessen^  verstanden  wird. 

Wir  haben  femer  hier  ebenso  viel  Grund  als  beim  ur- 
sprünglich geraden  Stabe  zu  der  Vermuthung,  dass  die  Span- 
nungsvertheilung  mindestens  näherungsweise  dem  Gradlinien- 
gesetze entspricht  und  können  daher  die  Formeln  für  die 
Spannungen^  die  durch  die  äusseren  Kräfte  hervorgerufen 
werden,  ohne  jede  Aenderung  aus  den  früheren  Betrachtungen 
über  die  Biegung  des  graden  Stabes  übernehmen. 

Alle  diese  Folgerungen  werden  indessen  hinfällig,  oder 
mindestens  zweifelhaft,  wenn  die  Voraussetzung  nicht  erfüllt 
ist,  dass  der  ursprüngliche  Krümmungsradius  q  überall  gross 
gegen  die  Querschnittsabmessungen  gewesen  sei.  Denn  in 
diesem  Falle  sind  die  Längen  ds  der  in  verschiedenen  Ent- 
fernungen vom  Krümmungsmittelpunkte  liegenden  Fasern  er- 
heblich verschieden  voneinander  und  die  Längenänderungen 
/^d8  sind  daher  nicht  mehr  ausschliesslich  dem  zugehörigen 
Werthe  von  o  proportional,  sondern  hängen  ausserdem  auch 
von  der  Lage  der  Faser  im  Querschnitte  ab. 

Dieser  Umstand  hat  zur  Folge,  dass  die  beiden  grund- 
legenden Annahmen,  von  denen  wir  bei  der  Berechnung  der 
Spannungen  in  §  13  ausgingen  und  die  sich  dort  als  gleich- 
bedeutend miteinander  erwiesen,  hier  zu  einem  Widerspruche 
führen.  Die  Bernouilirsche  Annahme,  dass  die  Querschnitte 
bei  der  Formänderung  eben  blieben  und  die  andere  Annahme, 
dass  die  Spannungsvertheilung  über  den  Querschnitt  das  ein- 
fachste Gesetz,  nämlich  das  Gradliniengesetz  befolge,  lassen 
sich  beim  Stabe  mit  gekrümmter  Mittellinie  nicht  nebenein- 
ander aufrecht  erhalten.  Man  muss  also  eine  von  beiden  fallen 
lassen.  Es  fragt  sich  nun,  an  welcher  von  beiden  man  fest- 
halten soll.     Leider  ist  diese  Frage  noch  nicht  endgültig  ent- 
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schieden;  es  bedarf  dazu  noch  weiterer  Versuche,  die  sowohl 
von  mir  als  auch  von  anderer  Seite,  wie  mir  mitgetheilt  wurde, 
in  Aussicht  genommen  sind. 

Früher  hat  man  sich  meistens  für  die  Annahme  entschieden, 
dass  die  Spannungsvertheilung  nach  dem  Gradliniengesetze  er- 
folge.    Später  ging  aber   die  überwiegende  Mehrzahl  der  lit- 
terarisch thätigen  Techniker  zu  der  Bemouilli'schen  Annahme 
über.    Die  Rechnungen  wurden  dadurch  erheblich  verwickelter ; 
man  glaubte  aber  die  damit  verbundene  grössere  Mühe  nicht 
scheuen  zu  dürfen,  weil  man  meinte,  damit  genauere  Resultate 
zu  erhalten.     Vor  einiger  Zeit  habe  ich  indessen  darauf  hin- 
gewiesen,  dass  die  Erfahrungen  bei  den  Festigkeitsversuchen 
durchaus  nicht  dafür  sprechen,  dass  dies  wirklich  der  Fall  sei. 
Die  allerdings  nicht  sehr  zahlreichen  Ergebnisse  von  Festig- 
keitsproben, die  mit  Stäben  von  gekrümmter  Mittellinie  bisher 
angesteUt  und  veröffentlicht  worden   sind,   stimmen  vielmehr 
weit  besser  mit  der  anderen  Annahme  überein,   dass  sich  die 
Spannungen  ungefähr   nach  dem  Gradliniengesetz   vertheilen. 
Wenn  nun   auch  noch  nicht  unbedingt  feststeht,   dass  diese 
Annahme  in   allen  Fällen  der  Wirklichkeit   besser  entspricht, 
so  liegt  doch  im  Augenblicke  gar  kein  Grund  vor,  verwickelte 
Rechnungen  vorzunehmen,   deren  wahrscheinliche  Genauigkeit 
auf  Grund  der  bisher  bekannten  Erfahrungsthatsachen  geringer 
zu  schätzen  ist,  als  die  von  ganz  einfachen  Formeln.  Ich  werde 
daher  in  diesem  Buche,  wie  schon  früher  in  einer  Abhandlung, 
die  ich  darüber  veröffentlichte  und  die  bisher  von  keiner  Seite 
einen  öffentlichen  Widerspruch  erfuhr,   an  der  Annahme  des 
Gradliniengesetzes  festhalten,  obschon  die  neueren  (aber  schon 
vor  meiner  Abhandlung  erschienenen)   Schriften   über  Festig- 
keitslehre sich  einmüthig  für  die  Bernouilli'sche  Annahme  ent- 
schieden haben. 

Aus  diesem  Sachverhalte  lässt  sich  übrigens  eine  wich- 
tige Lehre  allgemeiner  Art  ziehen.  Er  zeigt  uns  nämlich  — 
und  dieselbe  Erscheinung  hat  sich  nur  zu  oft  in  anderen  Ge- 
bieten der  Wissenschaft  wiederholt  —  wie  eine  an  sich  ganz 
willkürliche  Hypothese  (nämlich  die  Bemouilli'sche),  nachdem 
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sie  sich  auf  einem  bestimmten  engeren  Gebiete  (nämlich  bei 
der  Biegung  des  geraden  Stabes)  recht  gut  bewährt  hat, 
nachher  unbedenklich  als  streng  richtig  und  als  unbedingt 
anwendbar  auch  auf  andere  Fälle  angesehen  wird,  ohne  dass 
man  sich  irgend  welche  Sorge  darum  machte,  ob  man  damit 
auf  dem  Boden  der  Thatsachen  bliebe.  In  der  That  hat  die 
Bemouilli'sche  Annahme  lange  Zeit  hindurch  in  den  Schriften 
über  technische  Mechanik  fast  die  Rolle  eines  geometrischen 
Axioms  gespielt  und  ich  glaube  fast,  dass  es  auch  heute  noch 
von  der  Mehrzahl  der  Techniker  damit  so  gehalten  wird.  Das 
ist  aber  ein  ganz  verfehlter  Standpunkt.  Es  lässt  sich  gewiss 
nichts  dagegen  einwenden,  wenn  man  den  Versuch  macht,  eine 
solche  Hypothese  auch  noch  in  einem  allgemeineren  Falle  der 
Entwickelung  zu  Grunde  zu  legen.  Man  muss  sich  dann  nur 
dessen  bewusst  bleiben,  dass  erst  der  Ausfall  des  Versuches, 
d.  h.  die  Prüfung  der  abgeleiteten  Formeln  an  der  Hand  der 
Erfahrung  zeigen  kann,  ob  man  auf  dem  rechten  Wege  war. 
Die  Gültigkeit  der  Rechnung  in  solchen  Fällen  a  priori  an- 
zunehmen, ist  ein  durchaus  unwissenschaftliches  Vorgehen, 
vor  dem  man  sich  wohl  hüten  muss.  Die  Sucht,  zu  rechnen 
um  jeden  Preis,  die  Ueberschätzung  der  Rechnung  (und  auch 
der  graphischen  Methoden)  überhaupt  im 
Gegensatze  zu  den  üeberlegungen  des  ge- 
sunden Menschenverstandes,  denen  sie  doch  -^^ 
nur  als  eine  Gehülfin  zur  Seite  stehen  darf, 
führen  nur  zu  leicht  auf  solche  Irrwege. 

Ich  werde  zunächst  zeigen,  inwiefern  die 
beiden  gegeneinander  abgewogenen  Annah- 
men zu  verschiedenen  Ergebnissen  führen. 
In  Abb.  43  ist  ein  zwischen  zwei  aufeinander 
folgenden  Querschnitten  liegendes  Stabelement 
dargestellt.  Es  sei  angenommen,  dass  die  Quer- 
schnitte bei  der  Formänderung,  die  durch  ein 
Biegungsmoment  bewirkt  sein  möge,  eben  bleiben.  Mit  NN 
ist  die  Lage  der  neutralen  Faserschicht  bezeichnet.  Der  Punkt 
0   gelangt   durch    die  Formänderung   nach  0\     Für   die   ur- 


Ad^ 
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sprüngliche  Länge  ds  irgend  einer  Faser  im  Abstände  y  von 

NN  hfitm^  cis  =  (r  +  y)d<p, 

wenn  r  den  Abstand  von  0  bis  NN  angibt.  Die  zugehörige 
Längenänderung  Ads  ist 

Ads  s»  yAdq> 

und  der  Vergleich  beider  Ausdrücke  liefert 

In  der  That  ist  also  6  keine  lineare  Function  von  y.  Wenn 
man  die  Abhängigkeit  der  Spannung  von  y  durch  eine  Gurve 
veranschaulicht^  erhält  man  vielmehr  einen  Hyperbelbogen. 

Da  der  betrachtete  Spannungszustand  einem  Biegungs- 
momente entsprechen  sollte^  mnsaJcdF  '=  0  sein  und  dies 
liefert  für  die  Ermittelung  der  Lage  der  neutralen  Faser  nach 
Einsetzen  von  0  aus  Gl.  (113)  die  Bedingungsgleichung 

,^/F  =  0.  (114) 

Damit  ist  gezeigt^  dass  die  Nulllinie  nach  der  Bernouilli- 
schen  Annahme  nicht  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnitts 
gehen  würde.  Wenn  die  Gestalt  des  Querschnitts  gegeben  ist, 
kann  der  Abstand  vom  Schwerpunkte  mit  Hülfe  von  Gl.  (114) 
berechnet  werden,  wie  bei  Behandlimg  eines  Beispieles  in 
Aufg.  26  gezeigt  werden  wird.  Sobald  auf  diese  Weise  r  er- 
mittelt ist,  erhält  man  die  Spannungen  auf  Grund  des  Momenten- 
satzes, also  auf  Grund  der  Gleichung 

JyadF^M, 

die  nach  Einsetzen  von  0  aus  Gl.  (113)  übergeht  in 


ß 


J  r+y 


dtp 

Wenn  y  im  ganzen  Querschnitte  klein  wäre  gegen  r, 
würde  das  Integral  in  das  Trägheitsmoment  0  des  Querschnitts, 
getheilt  durch  r  übergehen.  jWenn  diese  Annäherung  nicht  als 
genau  genug  angesehen  wird,  kann  man  sich  auch  wohl  damit 
helfen,  den  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  in  eine  Reihe 
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zu  entwickeln,  von  der  man  so  viele  Glieder  berücksichtigt, 
als  es  gerade  nöthig  erscheint.    Man  hat  dann 

Zur  Abkürzung  wollen  wir  für  den  Elammeraüsdruck  & 
schreiben,  da  er  in  der  Begel  nur  um  eine  kleine  Corrections- 
grösse  von  S  abweicht.  Setzt  man  dies  in  die  vorige  Glei- 
chung ein,  so  wird 

■p  Adq> Mr 

und  damit  geht  schliesslich  Ql.  (113)  über  in 

<y  ==  —r-  7v-  (115) 

Wenn  y  überall  klein  gegen  r  ist,  geht  die  Formel  in  die 
früher  für  den  geraden  Stab  abgeleitete  über.  In  anderen  Fällen 
kann  die  Abweichung  aber  sehr  erheblich  werden.  Das  triflFt 
namentlich  bei  Berechnung  der  Haken  zu.  —  Für  die  in  der 
Praxis  gewöhnlich  vorkommenden  Formen  der  Zughaken  be- 
trägt der  Unterschied  zwischen  den  Resultaten  beider  Formeln 
bis  zu  etwa  30%.  Er  ist  also  in  diesem  Falle  so  erheblich, 
dass  es  nicht  zulässig  wäre.  Gl.  (115)  durch  die  auf  der  An- 
nahme des  Gradlinlengesetzes  für  die  Spannungsvertheilung 
beruhende  Formel 

«  =  fy  (116) 

ZU  ersetzen,  wenn  man  irgend  eine  gegründete  Verrauthung 
dafür  hätte,  dass  Gl.  (115)  die  genauere  wäre.  In  der  That 
sprechen  aber,  wie  ich  schon  erwähnte,  die  seither  angestellten 
Festigkeitsversuche  weit  eher  für  die  Richtigkeit  der  einfachen 
Gleichung  (116)  als  für  Gl.  (115)  und  ich  werde  daher  auf 
diese  weiterhin  keine  Rücksicht  mehr  nehmen. 

Mit  der  Wahl  des  durch  Gl.  (116)  ausgesprochenen  Grad- 
liniengesetzes ist  natürlich  umgekehrt  die  Folgerung  verbunden, 
dass   die   Querschnitte   auch   dann,    wenn   nur  ein  Biegungs- 
moment  und  keine  Schubkraft  auftritt,  etwas  gekrümmt  wg 
Unter  diesen  Umständen  muss  man  sich  darüber  einiger^  ^   ^^g 
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unter  der  elastischen  Aenderung  Adq)  des  Winkels  zwischen 
i  zwei  Querschnitten  verstandsa  JVLerden.  solL,  Ich  werde  darunter 
j  (üfiAeßderüng  des  Winkels  zwisohen'd'en  aufeinander  folgenden 
Tangenten  der  Stabmittellinie  verstehen.  Dann  kann  Gl.  (1  i  2) 
zur  Berechnung  von  Adq)  angewendet  werden,  wenn  man  unter 
ds  das  Längenelement  der  Mittellinie  versteht. 

Bei  den  praktischen  Anwendungen  sind  glücklicherweise 
die  Krümmungsradien  gewöhnlich  ziemlich  gross  gegen  die 
Querschnittsabmessungen,  so  dass  es  ziemlich  gleichgültig  ist, 
ob  man  Gl.  (116)  oder  die  verwickeitere  Formel  (115)  anwendet, 
namentlich  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Festigkeitsberech- 
nungen  immer  nur  als  Annäherungsrechnungen  aufzufassen 
sind,  bei  denen  es  auf  einige  Procente  mehr  oder  weniger  im 
Schlussresultate  nicht  ankommt. 


§  32.    Der  Bogen  mit  zwei  Gelenken. 

Ein  Stab  von  gekrümmter  Mittellinie  stütze  sich  an  beiden 
Enden  auf  zwei  Zapfen,  um  die  er  sich  frei  drehen  kann.  Es 
handelt  sich  um  die  Berechnung  der  Auflagerkräffce ,  die  von 
diesen  Zapfen  aufgenommen  werden,  wenn  beliebig  gegebene 
Lasten  an  dem  Stabe  angreifen.  Die  Aufgabe  ist  einfach  sta- 
tisch unbestimmt,  da  jeder  Auflagerdruck  erst  durch  zwei 
Componenten  völlig  bestimnat  ist,  während  die  Statik  starrer 
Körper  nur  drei  Gleichgewichtsbedingungen  zur  Verfügung  stellt. 

Die  Zapfen,  auf  die  sich  der  Bogen  stützt,  bezeichnet  man 
als  Gelenke  5  bei  der  Berechnung  treten  sie  nur  als  Pimkte  auf, 
unter  denen  man  sich  die  Zapfenmittelpunkte  zu  denken  hat. 
Der  Bogen  mit  zwei  Gelenken  kommt  in  der  Praxis  nament- 
lich als  Brückenträger  vor  (heute  freilich  seltener  als  früher, 
da  man  jetzt  den  Fachwerkträgern  vor  den  voUwandigen  Con- 
structionen  den  Vorzug  zu  geben  pflegt).  Da  er  nur  auf 
Grund  der  Elasticitätstheorie  berechnet  werden  kann,  wird  er 
auch  häufig  als  „elastischer  Bogenträger^^  bezeichnet.  Abb.  44 
genau^)  zeigt  die- übliche  Anordnung:  beide  Gelenke  liegen  in 
helfen®^  Höhe  und  der  Bogen  nimmt  nur  senkrecht  gerichtete 
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Lasten  auf.  Die  senkrechten  Componenten  beider  Aufiager- 
kräfte  können  in  diesem  Falle  ohne  Weiteres  mit  Hülfe  von 
Momentengleichungen  för  die  Gelenke  als  Momentenpunkte 
berechnet  werden ; 
sie  sind  ebenso 
gross  als  die  Auf- 
lagerkräfte   eines 


Abb.  44. 


Balkens^  der  die  ^ 
selben  Lasten 
trägt.  Dazu  tritt 
aber  noch  die 
Horizontalcomponente  jedes  Auflagerdrucks,  von  der  man  nach 
den  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  nur  aussagen  kann, 
dass  sie  an  beiden  Gelenken  gleich  gross,  aber  entgegengesetzt 
gerichtet  sein  muss.  Die  Grösse  dieser  Horizontalcomponente 
bezeichnet  man  als  den  Horizontalschub  H  des  Bogens ;  dieser 
bildet  die  statisch  unbestimmte  Grösse,  auf  deren  Ermittelimg 
es  vor  allen  Dingen  ankommt.  Denn  man  sieht  ein^  dass  die 
Biegungsmomente,  die  Schub-  und  die  Normalkräfte  für  alle 
Querschnitte  und  daher  auch  die  Spannungen  an  allen  Stellen 
sofort  angegeben  werden  können,  wenn  H  bekannt  ist.  Wir 
können  uns  daher  hier  darauf  beschränken,  die  Berechnung 
von  H  auseinander  zu  setzen. 

Diese  Aufgabe  soll  zunächst  auf  Grund  des  Satzes  von 
der  kleinsten  Formänderungsarbeit  gelöst  werden.  Wenn  die 
zur  Abscisse  x  gehörige  Ordinate  der  Stabmittellinie  mit  z  be- 
zeichnet wird,  hat  man  für  das  Biegungsmoment  im  Querschnitte  x 

M^Mt  —  Hz.  (117) 

Hierbei  ist  das  Biegungsmoment,  das  ein  Balkenträger  bei 
derselben  Belastung  im  Querschnitte  x  aufzunehmen  hätte,  zur 
Abkürzung  mit  Mb  bezeichnet,  d.  h.  Mb  ist  ein  Ausdruck  von 

der  Form  * 

Mb  =  Ax--yP{x-p), 


0 


also  bei   gegebenen  Lasten   eine  bekannte  Grösse.     Die  dem 
Biegungsmomente  M  im  Bogenelemente  entsprechende  Form- 


206  Fünfter  Abgchnitt. 

änderungsarbeit  kann  nach  GL  (87)  berechnet  werden,  wenn 
man  darin  dx  durch  ds  ersetzt,  denn  für  die  Verdrehung  der 
benachbarten  Querschnitte  gegeneinander  gilt  beim  Bogen  die- 
selbe Formel  wie  beim  graden  Stabe.  Vernachlässigt  man  neben 
dieser  Formänderungsarbeit  die  durch  die  axiale  Belastung  N 
und  die  durch  die  Schubkraft  hervorgerufene,  so  wird  für  den 
ganzen  Bogen 

worin  die  Integration  über  die  ganze  Bogenlänge  auszudehnen  ist. 
Wir  bilden    den  DiflFerentialquotienten   dieses   Ausdrucks 
nach    der   statisch  imbestimmten   Grösse   H  und   setzen   ihn 
gleich  Null.     Dies  liefert 

dH=-J  —E&-'  ^'=-J^W^'  +  ^J^^'  =  ^^ 
und  durch  Auflösen  der  Gleichung  nach   der  Unbekannten  H 

r 


ds 


S=S4? (119) 

ds 


f 


E® 


Der  Elasticitätsmodul  E  kann  fast  in  allen  Fällen,  die 
überhaupt  vorkommen,  als  constant  über  die  ganze  Bogenlänge 
angesehen  werden.  Für  den  besonderen  Fall,  dass  ausserdem 
auch  das  Trägheitsmoment  des  Querschnitts  überall  dieselbe 
Grösse  hat,  vereinfacht  sich  Gl.  (119)  zu 

fM.zds 

^--jhr'  (120) 

Die  Integrale  in  diesen  Formeln  können  immer  ohne 
Schwierigkeit  berechnet  werden,  sei  es  durch  gewöhnliche  In- 
tegration, sei  es  durch  eine  mechanische  Quadratur.  Im  Wesent- 
lichen ist  also  die  Aufgabe  hiermit  als  gelöst  zu  betrachten. 

Wir  wollen  diese  Formeln  jetzt  auf  ein  einfaches  Beispiel 
anwenden.  Die  Bogenmittellinie  sei  ein  Parabelbogen,  dessen 
Axe  die  Spannweite  senkrecht  halbirt  und  die  Belastung  sei 
über  die  ganze  *  Spannweite   gleichförmig  vertheilt,    d.  h.   so, 
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dass  zu  Bogenabschnitten  von  gleicher  Horizontalpröjection 
gleiche  Lasten  gehören.  Dieser  Fall  hat  übrigens  eine  allge- 
meinere Bedeutung^  als  es  nach  dem  Wortlaute  der  Aufstellung 
scheinen  könnte.  Jeder  flache  Bogen  von  symmetrischer  Ge- 
stalt kommt  nämlich  dem  Parabelbogen  nahe,  z.  B.  auch  ein 
flacher  Kreisbogen.  Näherungsweise  kann  daher  jeder  flache 
Bogen  als  ein  Parabelbogen  aufgefasst  werden  und  man  macht 
davon  bei  solchen  Berechnungen  mit  Vorliebe  Gebrauch,  weil 
sich  die  Ausführung  der  Rechnung  beim  Parabelbogen  am  ein- 
fachsten gestaltet. 

Bei  gleichförmiger  Belastung  ist  das  Bieguxigsmoment  Mi, 
eines  Balkens  im  Abstände  x  vom  linken  Auflager 

und  die  Momentenfläche  ist  selbst  eine  Parabel,  die  bei  geeig- 
neter Wahl  des  Maassstabes,  in  dem  Mb  aufgetragen  wird; 
zum  Zusammenfallen  mit  der  Bogenmittellinie  gebracht  werden 

kann.     In  der  Mitte  geht  Mb  in  ^  und  0  in  die  Pfeilhöhe  h 

des  Bogens  über,  daher  kann  auch  überall 

gesetzt  werden.     Führt  man  dies  in  Gl.  (120)  ein,  so  erhält 

™*''  ^=-8r  (121) 

da  sich  der  Nenner  gegen  den  ihm  gleichen  Factor  des  Zäh- 
lers weghebt. 

Mit  diesen  Werthen  von  Mb  und  H  wird  die  Formände- 
rungsarbeit A,  wie  aus  Gl.  (118)  hervorgeht,  zu  Null.  Wenn 
überhaupt  der  Werth  Null  für  die  Formänderungsarbeit  bei 
passender  Wahl  der  statisch  unbestimmten  Grösse  möglich  ist, 
entspricht  er  immer  einem  Minimum,  da  A  niemals  negativ 
werden  kann.  Wir  hätten  daher  auch  schon  auf  Grund  dieser 
einfachen  Ueberlegung  den  Werth  von  H  bestimmen  können. 
Zugleich  werden  wir  aber  hierdurch  aufmerksam  darauf,  dass 
die   GL  (120)   oder   (119)  nicht  den  genauen  Werth   von  H 
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liefern*  können,  denn  in  der  That  wird  eine  kleine  Formände- 
rung beim  Aufbringen  von  Lasten  auf  einen  elastischen  Körper 
immer  eintreten  und  es  wird  also  A  nicht  genau  gleich  Null 
sein  können. 

Der  Grund  für  diesen  Widerspruch  liegt  darin,  dass  wir 
bei  der  Berechnung  von  A  nur  auf  die  Arbeitsleistung  durch 
die  Biegungsmomente  Rücksicht  genommen  haben.  Um  zu  ge- 
naueren Resultaten  zu  gelangen,  muss  vor  Allem  auf  die 
Arbeitsleistung  der  Normalkraft  N  Rücksicht  genommen  werden. 
Die  Arbeit  der  Schubspannungen  kann  dagegen,  wenn  man 
auf  Kleinigkeiten  nicht  zu  achten  braucht,  immer  noch  ver- 
nachlässigt werden,  und  zwar  mit  viel  grösserem  Recht  als 
beim  Balkenträger,  weil  beim  Bogen  die  Schubkräfte  an  sich 
viel  geringer  ausfallen  als  beim  Balken.  Wenn  man  will,  kann 
man  indessen  auch  dieses  Glied,  gerade  so  wie  es  früher  beim 
Balken  gezeigt  wurde,  in  Ansatz  bringen;  da  es  praktisch 
ganz  bedeutimgslos  ist,  sehe  ich  aber  hier  davon  ab. 

Eine  über  den  Querschnitt  F  gleichförmig  vertheilte  Nor- 
malspannung 0  von  der  Grösse 

N 

leistet  beim  Zusammendrücken  des  Bogenelementes  ds  eine 
Arbeit,  die  auf  die  Volumeneinheit  bezogen  nach  Gl.  (41) 

A  = 


2^ 


gesetzt  werden  kann.    Multiplicirt  man  dies  mit  dem  Volumen 
Fds  des  Bogenelementes,  go  findet  man 


G^F  ,  JV* 


dA=-^ds  =  ^^ds, 

Nachdem  diese  Formänderimg  vollzogen  ist,  denken  wir 
uns  das  Biegungsmoment  zur  Wirksamkeit  gebracht.  Dabei 
dreht  sich  der  eine  Querschnitt  relativ  zum  andern  und  zwar 
nach  der  von  mir  zu  Grunde  gelegten  Annahme  über  die 
Spannungsvertheilung  um  eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende 
Axe.  Dabei  verschieben  sich  auch  die  AngriflFspunkte  der  schon 
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N 
vorher   angebrachten   Normalspannnngen  (j  «=  jr  von  Neuem 

und  wir  müssen  zunächst  berechnen,  wie  gross  die  bei  dieser 
Drehung  von  ihnen  geleistete  Arbeit  ist.  Für  ein  Flächen- 
element dF  im  Abstände  y  von  der  Schwerlinie  ist  die  Ver- 
schiebung des  Angriffspunktes  der  an  ihm  von  Anfang  an 
wirkenden  Normalspannung  gleich 

yAdq) 

und  die  gesammte  Arbeitsleistung  dieser  Normalspannungen 

daher  gleich       .  ^^ä^  C  ,^ 

J  adFyAdq)-= — ^^JydF, 

Nach  der  Eigenschaft  der  Schwerlinien  ist  aber  das  letzte 
Integral  gleich  Null.  Im  Ganzen  genommen  leisten  daher  die 
schon  vorher  in  gleichförmiger  Vertheilung  aufgebrachten 
Normalspannungen  während  der  "^ Drehung  keine  Arbeit;  es 
bleiben  also  nur  die  Arbeitsleistungen  der  durch  das  Biegungs- 
moment selbst  hervorgerufenen  Normalspannungen  bei  dieser 
Bewegung  übrig  und  diese  sind  ebenso  gross,  als  wenn  zu 
Beginn  ihres  Auftretens  das  Trägerelement  spannungslos  ge- 
wesen wäre. 

Auch  umgekehrt  könnte  man  zeigen,  dass  die  vom  Bie- 
gungsmoment für  sich  hervorgerufenen  Spannungen  keine 
Arbeit  mehr  leisten,  wenn  nach  ihnen  die  Normalkraft  N  an- 
gebracht wird.  Jedenfalls  kann  also  die  durch  das  Zusammen- 
wirken von  M  und  N  geleistete  Formänderungsarbeit  gleich 
der  Summe  der  beiden  Ausdrücke  gesetzt  werden,  die  für  M 
und  N  für  sich  gefunden  wurden.  An  Stelle  von  Gl.  (118) 
schreiben  wir  daher  jetzt 

Wenn  wir  jetzt  dieselbe  Rechnung  wiederholen,  die  zu 
Gl.  (119)  führte,  erhalten  wir 


d 

FÖppl,  Festigkeitslehre.  14 
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Hier  ist  noch  N  als  Function  von  H  auszudrücken,  was 
leicht  geschehen  kann,  ^üm  langwierige  Formeln  zu  vermeiden, 
von  denen  man  später  doch  keinen  Gebrauch  macht,  weise  ich 
darauf  hin,  dass  bei  einem  sehr  flachen  Bogen,  für  den  diese 
Rechnung  hauptsächlich  von  Wichtigkeit  ist,  weil  bei  ihm  der 
Horizontalschub  H  und  daher  N  besonders  gross  ausfällt, 
nahezu  N==  H  gesetzt  werden  kann.  Mit  dieser  Vereinfachung 
erhält  man  ^j^ 

und  die  Auflösung  der  vorigen  Gleichung  liefert 

^_        J_^/  (122) 


J  E@  ^^  +J  EF 


Wenn  neben  E  auch  ®  und  F  als  constant  angesehen 
werden  können,  vereinfacht  sich  dies  noch  weiter  zu 

fM^zda 

Unter  t  ist  der  Trägheitshalbmesser  des  Querschnitts,  unter 

t^  also  ■=  zu  verstehen.   Der  Vergleich  dieser  Formel  mit  Gl. 

(120)  zeigt  uns  nun  auch,  welchen  Einfluss  die  Berücksich- 
tigung der  Normalspannungen  neben  den  Biegungsmomenten 
auf  den  Werth  von  H  ausübt.  So  lange  t  klein  gegen  den 
Durchschnittswerth  der  Ordinaten  z  ist,  unterscheiden  sich  die 
beiden  Werthe  von  H  nach  (120)  und  nach  (123)  nur  un- 
erheblich voneinander.  Dieser  Fall  liegt  gewöhnlich  vor  und 
man  kann  dann  unbedenklich  die  einfachere  Formel  zur  Be- 
rechnung des  Horizontalschubs  verwenden. 

§  33.  Zweites  Verfahren  zur  Bereohnung  des  Horizontalschubs. 

Die  Wichtigkeit  dieser  Untersuchungen  für  die  praktischen 
Anwendungen  macht  es  wünschenswerth,  noch  einen  zweiten, 
von  dem  vorigen  vöUig  verschiedenen  Weg  zur  Lösung  der- 
selben Aufgabe  zu  kennen. 


Abb.  45. 
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Ich  denke  mir  den  Bogen  platt  auf  den  Boden  gelegt^  das 
linke  Ende  festgehalten  und  ein  Element  von  der  Länge  ds 
zum  neuen  Krümmungsradius  verbogen,  während  alle  übrigen 
Theile  des  Bogens  inzwischen  ihre  Gestalt  behalten  sollen. 
Der  rechte  Theil  des  Bogens  dreht  sich  dann  gegen  den  fest- 
gehaltenen linken  um  den  Winkel  Adq)  und  jeder  zu  ihm 
gehörige  Punkt  beschreibt  einen  kleinen  Kreisbogen  von  diesem 

Centriwinkel      um  7 --^ 

den  Mittelpunkt 
von  ds.  Der  Badius 
des  Kreisbogens, 
den  das  erste  Bo- 
genende  beschreibt, 
ist  in  Abb.  45,  in  der  die  neue  Lage  des  rechten  Bogenstücks 
durch  eine  punktirte  Liaie  (natürlich  sehr  stark  übertrieben) 
eingetragen  ist^  mit  w  bezeichnet.  Die  Länge  des  Kreisbogens 
ist  daher  gleich  wAdq)  zu  setzen.  Um  nun  zu  erkennen,  um 
wie  viel  sich  die  Sehne  des  ganzen  Bogens  durch  die  an  ds 
vorgenommene  Verbiegung  vergrössert  hat,  denke  ich  mir 
nachträglich  den  ganzen  Bogen  ohne  Formänderung  um  den 
linken  Endpunkt  so  lange  gedreht,  bis  der  rechte  Endpunkt 
wieder  auf  die  frühere  horizontale  Linie  fallt.  Die  beiden  nach- 
einander erfolgten  kleinen  Wege  des  rechten  Endpunktes 
bilden  die  Hypotenuse  und  die  eine  Kathete  eines  unendlich 
kleinen  Dreiecks,  dessen  zweite  Kathete  die  gesuchte  Sehnen- 
verlängerung dAl  angibt.  In  diesem  Dreieck  ist  ein  Winkel 
gleich  dem  Winkel  a,  den  der  Badius  w  mit  der  vertikalen 
Richtung  einschliesst.     Man  hat  also 

dAl  «=  wAdq)QOsa  =  zdkdq>. 

Dieselbe  Betrachtung  gilt  auch  für  die  Verbiegung  jedes 
anderen  Bogenelementes  imd  die  dabei  auftretenden  Aenderungen 
der  Bogensehne  oder  der  Spannweite  l  addiren  sich  zu  einander 
algebraisch.  Die  ganze  elastische  Spannweitenänderung  ist  daher 

Ai  =jzC^dq>  -=^J^ds,  (124) 

14» 
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Hierbei  ist  nur  der  Einfluss  der  Biegungsmomente  be- 
rücksichtigt. Als  verhältnissmässig  unbedeutendes  Corrections- 
glied  kann  man  nachträglich  noch  die  durch  die  Normalkräfte 
N  bewirkte  Spannweitenänderung  hinzufügen.  Bei  flachen  Bögen 
genügt  es,  diese  etwa  gleich 

IH 
EF 

zu  setzenl  Dieses  Glied  ist  natürlich  negativ,  da  ein  Hori- 
zontalschub den  Bogen  verkürzt;  dagegen  ist  A2  in  61.  (124) 
positiv,  wenn  M  positiv  ist,  denn  ein  Biegungsmoment,  das 
wir  positiv  nehmen,  biegt  einen  Balken  nach  unten  hin  convex 
und  vermindert  bei  dem  Bogen  die  ursprüngliche  Krümmung, 
streckt  also  den  Bogen  grad  und  vergrossert  dabei  die  Bogen- 
sehne. 

Bei  den  Formänderungen,  die  der  Bogen  in  Wirklichkeit 
ausführt,  bleibt  die  Spannweite  unverändert;  wir  haben  also 
dafür  die  Bedingungsgleichung 

dS  —  ^ETF,  ==  0. 


/Mz 
E@ 


ES  ^^        EF 

Setzt  man  hier  noch  den  Werth  von  M  aus  Gl.  (117)  ein  und 
löst  nach  H  auf,  so  wird  man  wieder  auf  die  früheren  For- 
meln für  H  geführt,  nämlich  auf  Gl.  (119),  wenn  man  das 
zweite  Glied  vernachlässigt,  oder  mit  dessen  Berücksichtigung 
auf  Gl.  (122).  Dass  hier  die  Spannweite  l  an  Stelle  der  Bogen- 
länge /rf«  steht,  kommt  nur  von  der  willkürlichen,  hier  etwas 
abweichenden  Schätzung  des  Gorrectionsgliedes  her,  auf  die  es 
nicht  ankommt. 

Man  kann  die  Sache  auch  so  auffassen,  dass  der  Bogen 
zuerst  am  rechten  Ende  auf  ein  horizontales  Bollenlager  ge- 
setzt sei.  Als  Biegungsmoment  bleibt  dann  nur  3Ib  und  die 
Bogensehne  verlängert  sich  dabei  um 


=/■ 


Dann  denkt  man  sich  nachträglich  eine  Horizontalkraft  H 
an  dem  beweglichen  Auflager  angebracht,  die  so  gross  gewählt 
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• 

wird^  dass  dieses  wieder  um  AZ  zurückgeführt  und  der  Bogen 
dadurch  in  seine  definitive  Gestalt  gebracht  wird.  Die  Hori- 
zontalkraft H  bringt  negative  Biegungsmomente  von  der  Grösse 
Hz  hervor  und  zur  Berechnung  des  dadurch  bewirkten  A7 
kann  Gl.  (124)  ebenfalls  in  der  Form 


~     J  E9 


AZ ^^ds 


benutzt  werden.  Wenn  es  für  nöthig  gehalten  wird,  kann  dazu 
die  Verkürzung  durch  die  axiale  Belastung  gefügt  werden. 
Durch  Gleichsetzen  der  Werthe  von  A2  kommt  man  wieder 
auf  die  früheren  Resultate. 

Diese  Betrachtungsweise  hat  vor  der  Benutzung  des  Satzes 
von  der  Formänderungsarbeit  den  Vorzug,  dass  sie  anschau- 
licher ist  und  einen  unmittelbaren  Einblick  in  den  physika- 
lischen Sinn  gewährt,  der  den  einzelnen  in  der  Rechnung  vor- 
kommenden* Gliedern  beizulegen  ist.  Bei  der  Methode  von 
Oastigliano  verfährt  man  mehr  summarisch,  man  verzichtet 
auf  einen  üeberblick  über  die  Bedeutimg  der  einzelnen  Glieder, 
erlangt  aber  andererseits  dadurch  den  Vortheil,  dass  man  ganz 
von  selbst  zu  dem  richtigen  Resultate  geführt  wird,  ohne 
sich  über  den  Vorgang  in  allen  Einzelheiten  Rechenschaft 
geben  zu  müssen.  Jedes  Verfahren  hat  also  seine  Vorzüge 
und  man  thut  daher  gut,  sich  mit  beiden  vertraut  zu  machen 
und  nicht  das  eine  einseitig  vor  dem  anderen  zu  bevorzugen. 

§  34.    Einfluss  von  Temperaturändemngen. 

Bei  einem  statisch  bestimmten  Träger  sind  Temperatur- 
änderungen ohne  Einfluss  auf  die  Spannungen.  Denn  die  Auf- 
lagerkräfte können  bei  ihm  auf  Grund  der  allgemeinen  Gleich- 
gewichtsbedingungen berechnet  werden  und  sie  sind  daher 
immer  gleich  Null,  wenn  keine  Lasten  an  dem  Träger  an- 
greifen, gleichgültig  welche  Temperaturänderungen  der  Träger 
erfahren  mag.  Beim  Fehlen  aller  äusseren  Kräfte  müssen 
daher  auch  innerhalb  jedes  Querschnitts  alle  etwa  vorkom- 
menden Spannungen  unter  sich  ein  Gleichgewichtssystem  mit- 
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einander  bilden  und  dies  führt  nach  der  Voraussetzung  der 
linearen  Spannungsvertheilung  zu  dem  Schlüsse^  dass  sie  überall 
gleich  Null  sind. 

Bei  ungleichförmiger  Erwärmung  eines  Körpers  kann  es 
freilich  vorkommen,  dass  eine  von  der  linearen  abweichende 
Spannungsvertheilung  auftritt  und  der  Schluss,  dass  die  Span- 
nungen beim  Fehlen  äusserer  Kräfte  überall  verschwinden 
müssteU;  ist  dann  nicht  mehr  zulässig.  Dahin  gehören  auch 
die  sogenannten  Gussspannungen,  die  in  Gussstücken  vor- 
kommen, die  sich  nach  dem  Gusse  imgleichmässig  abgekühlt 
haben,  so  dass  einzelne  Theile  schon  erstarrten,  während  andere 
noch  flüssig  waren.  Unter  Umständen  erreichen  diese  Guss- 
spannungen, ohne  dass  irgend  eine  Belastung  von  dem  Guss- 
stücke aufgenommen  würde,  eine  Höhe,  die  bis  nahe  an  die 
Festigkeitsgrenze  heranreicht,  so  dass  eine  geringfügige  äussere 
Veranlassung  genügt,  den  Bruch  herbeizuführen.  Durch  noch- 
maliges Ausglühen  können  sie  beseitigt  oder  wenigstens  ver- 
mindert werden;  auch  eine  häufig  wiederholte  Beanspruchung 
wirkt,  wie  neuere  Versuche  gelehrt  haben,  in  ähnlichem  Sinne. 

Von  solchen  Fällen  soll  aber  hier  nicht  die  Bede  sein. 
Wir  nehmen  vielmehr  an,  dass  der  Körper  im  ursprünglichen 
Zustande  frei  von  solchen  Spannungen  war  imd  dass  auch 
nachher  seine  Temperatur  sich  überall  gleichmässig  ändert 
und  der  Ausdehnungscoefficient  überall  dieselbe  Grösse  hat. 
Wenn  keine  äusseren  Kräfte  an  dem  Körper  wirken,  ist  dann 
der  Körper  bei  Wärmeschwankungen  ähnlich  veränderlich,  d.  h. 
in  jedem  Augenblicke  ist  seine  Gestalt  der  ursprünglichen 
geometrisch  ähnlich.  Damit  fällt  auch  jede  Veranlassung  für 
ein  Auftreten  von  Spannungen  fort. 

Ein  statisch  unbestimmter  Träger  kann  aber  durch  den 
Zwang  der  Auflagerbedingungen,  die  ihm  vorgeschrieben  sind, 
daran  verhindert  werden,  sich  gleichmässig  auszudehnen.  Diese 
Verhinderung  kann  nur  von  Auflagerkräften  ausgehen,  die  un- 
abhängig von  der  Belastung  auftraten.  Die  statisch  unbe- 
stimmten Grössen,  die  bei  der  Berechnung  solcher  Träger  vor- 
kommen,  hängen   dann  nicht   nur,   wie    bisher   angenommen 
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wurde,  von  den  Belastungen,  sondern  auch  von  den  Temperatur- 
schwankungen ab. 

In  diesem  Falle  befindet  sich  auch  der  Bogen  mit  zwei 
Gelenken.  Wenn  er  erwärmt  wird,  kann  er  sich  nicht  geo- 
metrisch ähnlich  ausdehnen,  da  die  Bogensehne  unveränderlich 
ist.  Es  wird  also  ein  Horizontalschub  entstehen,  der  sich  der 
VergrösseruDg  der  Spannweite  widersetzt.  Diese  Auflagerkraft 
hat  Biegungsmomente  u.  s.  w.  und  damit  Spannungen  zur 
Folge,  die  zu  den  durch  die  Belastung  hervorgerufenen  hinzu- 
treten. Diese  Spannungen  sind  gewöhnlich  so  beträchtlich, 
dass  sie  bei  der  Festigkeitsberechnung  nicht  ausser  Acht  ge- 
lassen werden  dürfen. 

Zunächst  muss  man  sich  darüber  klar  werden,  zwischen 
welchen  Grenzen  etwa  Temperaturschwankungen  zu  erwarte^ 
sind.  Bei  Brückenträgem,  die  im  Freien  aufgestellt  sind,  nimmt 
man  gewöhnlich  an,  dass  die  Temperatur  nach  oben  oder 
unten  um  ungefähr  40®  0.  von  der  dem  spannungslosen  Zu- 
stande entsprechenden  abweichen  kann.  Wenn  der  Träger  sta- 
tisch bestimmt  wäre,  würde  sich,  falls  er  aus  Eisen  besteht, 

jede  Dimension  um  ^rrz  ändern.     Bei  einem  Bogen   mit  zwei 

Gelenken  von  50  m  Spannweite  hätte  man  also  mit  einer 
Spannweitenänderung  von  AI  von  25mm  zu  rechnen.  Um  diese 
wieder  rückgängig  zu  machen,  muss  man  einen  Horizontal- 
schub H  anbringen,  dessen  Grösse  aus  den  Untersuchungen 
des  vorigen  Paragraphen  ohne  Weiteres  folgt.     Ersetzen   wir 

allgemein  die  Dehnung  um  r^  durch  den  Buchstaben  rj  und 

berücksichtigen  wir  bei  der  durch  H  bewirkten  Formänderung 
nur  den  Einfluss  der  Biegnngsmomente,  so  folgt  aus  der 
Gleichung  /»^^i 


E0 


ds 


der  durch  die  Temperaturänderung  hervorgerufene  Horizontal- 
schub zu  „7  ^      ^ 

H 7^  (125) 


E®^'' 
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Aehnlich  ist  natürlich  auch  der  Einfluss  eines  etwaigen 
Nachgebens  der  Widerlager  zu  beurtheilen. 

Uebrigens  können  die  Werthe  der  durch  Temperatur- 
schwankungen hervorgerufenen  statisch  unbestimmten  Auf- 
lagerkräfte auch  nach  der  Methode  von  Castigliano  leicht  be- 
rechnet werden.  Denkt  man  sich  nämlich  den  Zwang  an  den 
Auflagerstellen,  der  die  Uebertragung  dieser  statisch  unbe- 
stimmten Kräfte  vermittelt;  beseitigt,  so  ist  der  Träger  statisch 
bestimmt  und  er  kann  sich  bei  Temperaturänderungen  geo- 
metrisch ähnlich  verändern.  Dabei  wird  sich  der  Angriffs- 
punkt einer  dieser  Auflagercomponenten,  die  etwa  mit  TJ  be- 
zeichnet werden  mag,  in  deren  Richtung  um  eine  Strecke  u 
verschieben,  die  wie  bei  dem  vorher  betrachteten  Beispiele 
leicht  berechnet  werden  kann,  wenn  ri  gegeben  ist.  Hierauf 
bringe  man  die  Lasten  und  die  statisch  unbestimmten  Kräfte 
TJ  an,  letztere  in  solcher  Grösse,  dass  die  durch  die  voraus- 
gehende Temperaturänderung  hervorgerufenen  Verschiebungen  u 
wieder  verschwinden.     Nach  Gl.  (93)  ist  dann 

14  =  -«  (126) 

ZU  setzen.    Diese  Gleichung  tritt  hier  an  Stelle  der  Gleichung 

dU        ^' 

die  wir  früher  unter  der  Voraussetzung,  dass  keine  Temperatur- 
schwankungen vorkämen,  zur  Berechnung  der  U  benutzten. 
Mit  Gl.  (126)  und  den  entsprechenden  für  die  übrigen  statisch 
unbestimmten  Grössen  ist  aber  nun  genau  so  zu  verfahren, 
wie  früher;  die  Auflösung  liefert  die  Unbekannten  ü.  Uebrigens 
kann  unter  ü  auch  ein  unbekanntes  Kräffcepaar  (ein  Einspann- 
moment) verstanden  werden;  dann  *  bedeutet  u  die  Winkel- 
drehung der  Angriflfsstelle,  wenn  der  Träger  statisch  bestimmt 
gemacht  wurde.  Auch  diese  lässt  sich  in  jedem  Falle  ohne 
Weiteres  für  eine  gegebene  Temperaturänderung  ermitteln. 

Diese  allgemeine  Betrachtung  sei  gleichfalls  an  dem  Bei- 
spiele des  Bogens  mit  zwei  Gelenken  näher  erläutert.  Es 
genügt,  wenn  wir  den  Horizontalschub  für  den  Fall  berechnen, 
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dass  gar  keine  Lasten  angreifen.    Mit  U  =  H  und  w  =  —  r^l 

sclireibt  sich  GL  (126) 

dÄ         , 

Für  A  nehmen  wir  den  in  GL  (118)  angegebenen  Werth, 
nachdem  darin  Mi,  =  0  gesetzt  ist.     Wir  erhalten 

dÄ 


=  ^/Ä^'  =  ^'> 


dH 

woraus  für   H  wieder   derselbe  Werth  wie   in   Gl.  (125)   ge- 
funden wird. 

§  35.    Der  beiderseits  eingespannte  Bogen. 

Dieser  ist  dreifach  statisch  unbestimmt:  Wir  wählen  als 
Unbekannten  U  die  vertikale  Auflagercomponente  B,  den  Hori- 
zontalschub H  und  das  Einspannmoment  Mq^  alle  drei  für  das 
linke  Auflager.  Von  der  Berücksichtigung  des  Einflusses  der 
Normalkräfte  auf  die  Formänderung  wollen  wir  der  Einfach- 
heit halber  absehen.  Für  das  Biegungsmoment  M  im  Quer- 
schnitte X  erhalten  wir,  wenn  wir  im  üebrigen  die  früheren 
Bezeichnungen  beibehalten, 

X 

0 

also  z.  B.  für  eine  gleichförmige  Belastung  des  Bogens 

Wir  bilden  jetzt  /'itf* 

und  setzen  die  drei  partiellen  DifiFerentialquotienten  nach  J/q, 
B  und  H  gleich  Null.     Dies  liefert 

dA 


dA 
dB 

dA 
dB 


r  M    dM  ,  f'M    ,         ^ 

:=jEedM/'-jEe^'-^' 

r M   dM  j  CMx  j         ^ 

'-jEG-dB^'-jEe^'-^^ 

I'M    dM  .    _        C^^  ^    —(\ 
V  'E®  dH^^ J  E@  ^^  ""  ^- 
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Nach  Einsetzen  von  M  können  diese  drei  Gleichungen  ohne 
Weiteres  nach  den  drei  Unbekannten  aufgelöst  werden,  so  dass 
in  dieser  Lösung  nur  noch  Integrale  vorkommen,  die  min- 
destens auf  mechanischem  Wege  stets  leicht  berechnet  werden 
können. 

Um  zu  untersuchen,  welche  Werthe  von  Mq,  J?,  H  einer 
Temperaturänderung  entsprechen,  beachte  man,  dass  beim  Frei- 
geben des  linken  Bogenendes  (falls  beide  Auflager  in  gleicher 
Höhe  liegen)  nur  der  Angriffspunkt  von  H  eine  Verschiebung 
in  der  Kraftrichtung  erfahrt.  Man  hat  daher  hierfür  die  drei 
Gleichungen 

in  denen  für  M  der  Werth 

M^M^  +  Bx  —  Hz 

einzusetzen  ist.  Nachdem  dies  geschehen  ist,  können  die  drei 
Gleichungen  wiederum  leicht  nach  M^^  B  und  H  aufgelöst 
werden. 

Als  beiderseits  eingespannter  elastischer  Bogenträger  ist 
ein  Tonnengewölbe  aufzufassen,  das  aus  einem  Material  auf- 
geführt ist,  von  dem  man  annehmen  kann,  dass  es  wenigstens 
näherungsweise  dem  Hooke'schen  Gesetze  gehorcht.  Die  Lehre 
von  den  Gewölben  behandle  ich  in  der  graphischen  Statik 
und  ich  begnüge  mich  daher  mit  diesen  kurzen  Andeutungen. 

§  36.    Berechnung  eines  Kings  oder  einer  Bohre  auf  Druck 
oder  Zug  in  einer  Durchmesserebene. 

Li  Abb.  46  (S.  219)  ist  ein  Körper  von  ringförmiger  Ge- 
stalt dargestellt,  der  zwischen  zwei  Platten  in  der  Bichtung 
des  senkrechten  Durchmessers  mit  der  Kraft  P  zusammen- 
gedrückt wird.  Auf  diese  Art  wird  z.  B.  ein  zur  Entwässe- 
rung in  einen  Strassenkörper  eingelegtes  Thonrohr  beansprucht, 
wenn  ein  Wagen  darüber  wegfährt.  An  Stelle  des  Druckes 
kann  auch  ein  Zug  treten,  ohne  dass  sich  die  Sache  wesent- 
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{,  .1  /i 


lieh  änderte.  In  dieser  Lage  befindet  sich  ein  Kettenglied  von 
kreisrunder  Gestalt  bei  einer  Belastung  der  Kette.  Alle  Form- 
änderungen und  alle  Spannungen  sind  gleich  gross  ^  aber  yon 
entgegengesetztem  Wir- 
kungssinne, als  wenn  der 
Ring  mit  einer  ebenso 
grossen  Kraft  zusammen- 
gedrückt würde.  Es  ge- 
nügt daher,  wenn  wir 
immer  nur  von  diesem 
Falle  reden;  der  andere 
ist  dadurch  zugleich  mit 
erledigt. 

Es  genügt,  die  Form- 
änderung eines  einzigen 
Quadranten  zu  betrach- 
ten, da  die  drei  übrigen 
alle  in  der  gleichen  Lage 
sind;  ich  wähle  dazu  den 
in  der  Abbildung  nach 
links  oben  hin  gelegenen.  Wenn  ich  diesen  Quadranten  aus 
dem  ganzen  Ring  loslöse,  muss  ich  an  den  beiden  Schnitt- 
stellen äussere  Kräfte  anbringen,  die  die  vorher  dort  über- 
tragenen Spannungen  ersetzen.  In  der  horizontalen  Schnitt- 
fläche kann  ich  mir  alle  dort  übertragenen  Spannungen  zu 
einer  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnitts  gehenden  Re- 
sultirenden  und  einem  resultirenden  Kräftepaare  zusammen- 
gesetzt denken.  Die  Resultirende  muss  aus  Symmetriegründen 
rechtwinklig  zum  Querschnitte  stehen.  Die  untere  und  die 
obere  Ringhälfte,  die  dort  aneinander  stossen,  befinden  sich 
nämlich  in  genau  gleichen  Umständen;  der  zwischen  ihnen 
übertragene  Druck  und  Gegendruck  muss  daher  gegen  die  eine 
ebenso  liegen,  wie  gegen  die  andere  und  das  ist  nur  möglich, 
wenn  der  Winkel  ein  rechter  ist.  Aus  dem  Gleichgewichte  der 
einen  Ringhälfte  für  sich  betrachtet,  folgt  ferner,  dass  der 
in  jeder  horizontalen  Schnittfläche   übertragene  Druck  gleich 


Abb.  46. 
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Y  ist.  Das  unbekannte  Moment  der  Spannungen  im  Anfangs- 
querschnitte sei  mit  Mq  bezeichnet. 

Für  irgend  einen  Querschnitt  des  Quadranten,  dessen  Ebene 
mit  der  horizontalen  Richtung  den  Winkel  q)  bildet;  hat  man 
das  Biegungsmomenty  also  das  Moment  der  links  vom  Quer- 
schnitt liegenden  äusseren  Kräfte ,  die  am  Quadranten  wirken 

M=Mq+  y(r  — rcos^), 

denn  das  Anfangsmoment  Mq  behält  für  jeden  neuen  Momenten- 
punkt den  ursprünglichen  Werth.  Auch  die  Normalkraft  N 
für  den  Querschnitt  q)  lässt  sich  leicht  angeben  -,  man  hat  dafür 

i>  =  YC0S9. 

Zunächst  soll  aber  nur  auf  den  Einfluss  der  Biegungsmomente 
auf  die  Formänderung  geachtet  werden,  da  dieser,  wie  ge- 
wöhnlich bei  solchen  Aufgaben,  erheblich  überwiegt,  so  dass 
es  in  der  Regel  genügt,  ihn  bei  der  Durchführung  der  Rech- 
nung ausschliesslich  zu  beachten. 

Die  Bedingung,  der  die  Formänderung  hier  unterworfen 
ist,  besteht  darin,  dass  die  beiden  Schnittflächen  des  Quadranten 
immer  senkrecht  zueinander  bleiben  müssen.  Allgemein  gehört 
nämlich  der  ganze  Umfang  der  Mittellinie  zu  einem  Centri- 
winkel  von  360®  und  dieser  Winkel  kann  sich  nicht  ändern, 
so  lange  die  Mittellinie  fortfährt,  eine  in  sich  zurückkehrende 
Curve  zu  bilden,  so  lange  also  kein  Bruch  erfolgt.  Da  nun 
hier  der  Ring  in  vier  sich  ganz  gleich  verhaltende  Quadranten 
zerfallt,  kann  sich  auch  der  zu  einem  dieser  Quadranten  ge- 
hörige Centriwinkel  nicht  ändern.  Die  Bedingungsgleichung, 
die  zur  Ermittelung  der  einzigen  unbekannten  Grösse  Mq 
führt,  lautet  daher  ganz  einfach 


n 


0 

Man  braucht  nur  für  Ad<p  seinen  Werth 


§  36.   BerechnuDg  eines  Rings  oder  einer  Röhre  etc.  221 

/  Pr      Pr         \ 

MdB        i^o  +  -2— ^coacp)rd<p 

^^^  '^IW ES 

einzusetzen  und  zu  integriren.  Da .  E  und  0  constant  siud^ 
kann  man  diese  Factoren  streichen;  ebenso  den  coustanten 
Factor  r  im  Zähler;  es  bleibt  also 


7t 

T 


/( 


■mm       i     Pr  Pr  \  j  Ttjr     ^      t     P^^  ^^  n 

^0  +  1"  -  -g-cosfpjrfcp  «J(f^~  +  -^ T=^ 


0 

und  durch  Auflösen  erhält  man 

J/„  =  —  "-^  Pr=-  0,182  Pr. 

Am  Ende  des  horizontalen  Durchmessers  ist  das  Biegungs- 
moment demnach  negativ,  d  h.  es  bringt  eine  stärkere  Krüm- 
mung hervor.  Dies  war  auch  schon  auf  Grund  der  oberfläch- 
lichsten Betrachtung  zu  erwarten  und  wir  können  auf  Grund 
derselben  Betrachtung  des  ganzen  Vorgangs  sofort  voraus- 
sagen, dass  das  Moment  im  Scheitel  positiv  werden  muss,  also 
eine  Verminderung  der  Krümmung  an  dieser  Stelle  bewirkt. 
Auch  in  Abb.  46  ist  übrigens  der  Drehpfeil  von  Mq  für  den 
betrachteten  Quadranten  in  Voraussicht  dieses  Resultates  schon 
entgegengesetzt  dem  Uhrzeigersinne  eingetragen  worden. 

Das  andere  Glied  in  dem  Ausdrucke  für  M  ist  bei  jedem 
weiteren  Querschnitte  des  Quadranten  positiv;  demnach  ist  Mq 
zugleich  das  grösste  Biegungsmoment  von  negativem  Vor- 
zeichen.   Das  grösste  positive  Moment  muss  dagegen  im  Scheitel 

eintreten.     Mit  tp  =  -—  geht   M,    das    wir   dann  mit  Mn  be- 
zeichnen,  über  in 

Jlf„=^  =  0,318Pr. 

2 

Im  Scheitel  tritt  also  zugleich  das  absolut  grösste  Moment 
und  damit  die  grösste  Beanspruchung  des  Materials  auf.  Die 
Spannung  6  lässt  sich  daraus  sofort  berechnen.  Wenn  der 
ringförmige  Körper  z.  B.  ein  Rohr  von  der  überall  gleichen 
Wandstärke  d  und   der  Länge  l   ist,   bildet   der  Querschnitt 
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ein   ßechteck   vom  Widerstandsmomente  -r-  und  für  <?  erhält 

6 

(T  «=  ^^y^  .  (127) 

Wenn  der  Einfluss  der  Normalkrafk  N  auf  die  Formände- 
rung nicht  zu  vernachlässigen  ist,  hat  man  nach  Gl.  (HO) 

oder  nach  Einsetzen  der  Werthe  von  N  und  M 

Integrirt  man  dies    zwischen  0  und  ^  ^^^  ^^^^  ^^^  Integral 
gleich  Null,  so  erhält  man 

P       tM^     n     ,     Pr*      n  Fr^    ^  q 


2EF*E&      2     '    2JB70      2  2J5;0 

und  hieraus  durch  Auflösen  nach  Mq 

"  \  2«       '     nr/' 

wenn   man   mit   t  den   Trägheitsradius    des   Querschnitts    be- 
zeichnet.   Speciell  für  den  rechteckigen  Querschnitt  des  Rohres 

ist  i^  =  T^  lind  hiermit 


"  \   2«       '     12r'«/ 


Das  zur  Berücksichtigung  des  Einflusses  der  Normalspan- 
nungen gegen  früher  hinzugetretene  letzte  Glied  der  Klammer 
ist  nur  dann  von  merklicher  Grösse,  wenn  die  Wandstärke  der 
Röhre  ziemlich  gross  gegen  den  lichten  Durchmesser  ist 

Für  das  Moment  im  Scheitel  findet  man 

JIf„  =  Mo  +  ^  =  ^(l-i*l.).  (128) 

2 

Auf  das  Moment  im  Scheitel  kommt  es  bei  der  Festigkeits- 
berechnung an.  Dieses  wird  etwas  geringer,  als  wir  es  bei  der 
vorausgehenden  einfacheren  Betrachtung  fanden,  d.  h.  das  Rohr 
kann   etwas   mehr   Druck   aushalten,    als   es   nach   Gl.  (127) 
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scheinen  konnte.   Diese  Gleichung  ist  vielmehr  ebenfalls^  wenn 
man  genauer  rechnen  will,  durch 

'-^(^-^)-  (129) 

ZU  ersetzen.    Mit  d  =  —  macht  indessen  das  Correctionsglied 

nur  73%  aus  und  ist  daher  zu  vernachlässigen.    Erst  bei  ganz 
dickwandigen  Röhren  kommt  es  in  Betracht. 

Wir  wollen  jetzt  noch  berechnen,  um  wie  viel  sich  der 
horizontale  Durchmesser  der  Bohre  bei  der  Belastung  ver- 
grossert.  Dazu  können  wir  uns  der  in  §  33  für  die  Vergrösse- 
rung  AI  der  Spannweite  eines  Bogenträgers  abgeleiteten  For- 
meln bedienen.     Nach  61.  (124)  war 


-/: 


^^  =  *§w^^- 


Da  l  hier  schon  in  einem  anderen  Sinne  (als  Länge  des 
Kohrs)  gebraucht  ist,  schreibe  ich  Ac?  für  die  Vergrösserung 
des  Durchmessers  d.  An  Stelle  von  M  ist  im  linken  Quadranten 

Jf  =  jMq  +  —  {r  —  r  cosqp)  und  für  0  ist  ^8^  =  r  sin^o  zu  setzen. 

Die  Integration  wird  nur  über  den  linken  Quadranten  aus- 
gedehnt und  dann  das  Doppelte  des  Resultats  genommen,  da 
der  Quadrant  rechts  ebenso  viel  zu  A<{  beiträgt.  Diese  Spal- 
tung des  Integrals  ist  nöthig,  weil  der  für  M  angegebene 
Ausdruck  in  dieser  Form  nur  für  den  linken  Quadranten  gültig 

ist.     Für  S  setze  ich  noch  @  =  -— - ,  um  die  Betrachtung  für 

ein  Rohr  (oder  überhaupt  für  einen  rechteckigen  Querschnitt) 
vollständig  durchzuführen.  Man  findet  nach  Ausführung  der 
Integration 

^'^-W-W^^l'ßSO^V  (130) 

Natürlich  hätte  man  alle  diese  Berechnungen  auch  auf  Grund 
des  Satzes  von  der  kleinsten  Formänderungsarbeit  durchführen 
können.  Ich  will  hier  noch  zeigen,  wie  dieser  Satz  selbst 
noch  in  einem  viel   allgemeineren  Falle  zur  Lösung  der  Auf- 
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gäbe  benutzt  werden  kann.  Abb.  47  gibt  den  ringförmigen 
Körper  unter  dem  Einflüsse  beliebig  längs  des  Umfangs  ver- 
theilter  Druckkräfte  (an  deren  Stelle  auch  Zugkräfte  treten 
können)  an.  Von  diesen  äusseren  Kräften  wird  nur  verlangt, 
dass  sie  sich  an  dem  Ringe  im  Gleichgewichte  halten  sollen. 
Man  soll  die  dadurch  hervorgerufenen  Spannungen  berechnen. 
Um  die  Aufgabe  zu  lösen,  führe  man  irgend  einen  Quer- 
schnitt mm  durch  den  Ring.  Die  in  diesem  Schnitte  über- 
tragenen Spannungen  kann  man 
zusammensetzen  zu  einer  Nor- 
malkraft JVo,  einer  Schubkraft 
Tq  und  einem  Anfangsmomente 
Mq.  Wenn  diese  drei  Grössen 
für  den  Anfangsquerschnitt  be- 
kannt wären,  könnte  man  für 
irgend  einen  anderen  Querschnitt, 
der  mit  dem  ersten  einen  Win- 
kel (p  bildet,  die  entsprechen- 
den Grössen  N^  T,  M  sofort  an- 
geben und  daraus  liessen   sich 

Abb.  47.  n       r«  1  -1  T^' 

alle  Spannungen  berechnen.  Die 
Aufgabe  ist  also  dreifach  statisch  unbestimmt  oder  mit  anderen 
Worten:  der  in  dieser  Aufgabe  vorkommende  Ring  bildet  nur 
einen  besonderen  Fall  des  in  §  35  besprochenen  beiderseits  ein- 
gespannten Bogens.  Die  beiden  Bogenenden  fallen  hier  miteinan- 
der zusammen.  In  der  That  kann  nun  auch  die  Aufgabe,  die  drei 
Unbekannten  Nq  Tq  Mq  zu  berechnen,  genau  so  gelöst  werden, 
wie  es  dort  gezeigt  wurde.  Man  stellt  zuerst  den  Ausdruck 
für  die  Formänderungsarbeit  A  auf,  wobei  es  in  der  Regel 
genügen  wird,  nur  auf  den  Einfluss  der  Biegungsmomente  M 
zu  achten.  Dann  setzt  man  die  drei  Diflerentialquotienten  von 
Ä  nach  Nq,  Tq  und  Mq  gleich  Null  und  löst  diese  Gleichungen 
nach  den  Unbekannten  auf.  Denn  die  Bedingung,  dass  der 
Ring  im  Querschnitte  mm  in  Wirklichkeit  zusammenhängt, 
kommt  darauf  hinaus,  dass  sich  der  Angriffspunkt  von  Nq 
und  Tq  nicht  verschieben  und  dass  sich  die  Angriffsstelle  von 
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Mq  aucli  niclit  drehen  kann^  wenn  man  sich  das  jenseits  des 
Querschnitts  gelegene  Ende  des  aufgeschnittenen  Rings  fest- 
gehalten denkt.  Diesen  Verschiebungen  und  Drehungen  sind 
aber  die  DifFerentialquotienten  von  A  nach  N^  T^  Mq  nach 
dem  Satze  Yon  Castigliano  gleich  und  die  Differentialquotienten 
von  A  sind  daher  gleich  NuU  zu  setzen. 

Man  bemerkt  hier  wieder,  wie  der  Satz  von  der  kleinsten 
Formänderungsarbeit  ohne  vieles  Nachdenken  ganz  mechanisch 
von  selbst  zu  der  richtigen  Lösung  fuhrt. 

Die  Glieder  von  Ketten  sind  gewohnlich  von  länglicher 
Gestalt.  Wenn  man  die  Mittellinie  als  eine  Ellipse  betrachtet, 
kann  man  die  Berechnung  auf  ganz  ähnliche  Art  durchfuhren, 
wie  es  im  Eingange  des  Paragraphen  für  den  kreisförmigen 
Ring  gezeigt  wurde.  Bei  der  Ausführung  der  Integration 
kommt  man  aber  in  diesem  Falle  auf  elliptische  ^Integrale 
Es  ist  daher  besser,  wenn  man  in  solchen  Fällen  zum  Ersätze 
der  Integration  durch  eine  Summirung  endlicher  Theile,  also 
zu  einer  mechanischen  Quadratur  seine  Zuflucht  nimmt.  Ab- 
gesehen von  der  dadurch  veranlassten  etwas  langwierigeren 
Rechnung  macht  die  Lösung  der  Aufgabe  aber  auch  in  diesem 
Falle  gar  keine  Schwierigkeiten  von  grundsätzlicher  Art. 

§  37.    Berechnung  der  ebenen  Spiralfedern. 

Wenn  die  Feder  (vgl*  Abb.  48)  aufgezogen,  d.  h.  wenn 
die  in  der  Mitte  liegende  Spindel  gedreht  wird,  während  das 

äussere  Ende  der  Feder  festgehalten  

ist,    verbiegt  sich  jedes  Längende-       /\-^       "0\ 
ment   ds   der  Mittellinie  zu  einem    (ff/ — xV\  \ 

kleineren       Krümmungshalbmesser.    [  [  /  (/"^^\ -1-1-1 ^^-- 

Die  ganze  Drehung  A 9)  der  Spindel    \  \V  \^^^-'"^//  i 

ist    gleich   der    Summe    der    elasti-     \V^^^^^__.-yw^         ^ 
sehen  Winkeländerungen  Aöfg?  der        ^C^^^^^~; — ^  ^ 

aufeinander   folgenden  Querschnitte  p 

jedes  Elementes  dL     Zugleich  tritt  Abb.  48. 

an  dem  äusseren  Ende  eine  Kraft  P  auf,  mit  der  die  Feder 
an  der  Befestigungsstelle  zurückgehalten  wird.     Die  Richtung 

FOppl,  Festigkeitslehre.  15 
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dieser  Kraft  P  ist  senkrecht  zu  dem  nach  der  Befestigungs- 
stelle von  der  Mitte  aus  gezogenen  Badiusvector  anzunehmen^ 
denn  eine  in  der  Richtung  dieses  Radiusvectors  angebrachte 
äussere  Kraft  hätte  eine  Entfernung  ihres  Angriffspunktes  von 
der  Spindel  zur  Folge,  die  hier  nicht  möglich  ist,  da  beide 
Federenden  in  demselben  Gestelle  unverschieblich  gelagert  sind. 
Für  ein  Element  rfs,  das  den  senkrechten  Abstand  y  von 
der  Richtungslinie  der  Kraft  P  hat,   ist  das  Biegungsmoment 

M=Py, 

denn  wenn  man  die  Feder  an  dieser  Stelle  durchschneidet,  ist 
P  die  einzige  äussere  Kraft,  die  an  dem  nach  aussen  hin  ge- 
legenen Theile  angreift.  Das  Vorzeichen  von  M  ist  für  alle 
Längenelemente  dasselbe.  Bei  der  in  der  Abbildung  angenom- 
menen Richtung  von  P  wäre  es  eigentlich  nach  den  üblichen 
Festsetzungen  negativ  zu  nehmen;  es  genügt  aber  hier,  wenn 
wir  nur  mit  den  Absolutbeträgen  rechnen,  da  ein  Zweifel  über 
den  Sinn,  in  dem  die  auftretenden  Formänderungen  zu  nehmen 
sind,  ganz  ausgeschlossen  ist.     Nach  Gl.  (112)  erhalten  wir: 

und  wenn  wir  dies  über  die  ganze  Ausdehnung  der  Mittel- 
linie integriren  und  constanten  Querschnitt  voraussetzen: 

Das  hier  vorkommende  Integral  hat  übrigens  eine  ein- 
fache Bedeutung :  es  gibt  das  statische  Moment  der  Mittellinie 
in  Bezug  auf  die  Richtungslinie  der  Kraft  P  an.  Dafür  können  wir 
auch  das  Product  aus  der  Länge  der  Mittellinie  und  dem  Ab- 
stände des  Schwerpimktes  setzen.  Offenbar  fällt  nun  der 
Schwerpunkt  der  Mittellinie  ziemlich  genau  mit  der  Mitte  der 
Spindel  zusammen  und  wir  haben  daher  auch,  wenn  p  die  Ent- 
fernung des  äusseren  Federendes  von  der  Spindelmitte  angibt, 

Aip-H?.  (131) 

Bei  der  Anwendung  solcher  Federn  hat  man  die  Absicht, 
mechanische  Energie  von    einem  durch   die   besonderen   Um- 
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stände  des  Falles  bedingten  Betrage  in  Gestalt  von  Form- 
änderungsarbeit aufzuspeicliern.  Die  Berechnung  der  Form- 
änderungsarbeit A  ist  daher  hier  von  besonderer  Wichtigkeit. 
Am  einfachsten  stellt  man  zu  diesem  Zwecke  fest,  wie  viel 
mechanische  Arbeit  beim  Aufziehen  der  Feder,  also  bei  der 
Umdrehung  der  Spindel  geleistet  wird.  Dazu  beachte  man, 
dass  die  an  der  Spindel  angreifenden  äusseren  Kräfte  mit  der 
Kraft  P  am  äusseren  Ende  ein  Gleichgewichtssystem  bilden 
müssen.  Die  Kräfte  an  der  Spindel  lassen  sich  daher  zu  einer 
Einzelkraft  .P,  die  durch  die  Spindelmitte  geht,  und  einem 
Kräftepaare  vom  Momente  Pj}  zusammensetzen.  Die  Einzel- 
kraft wird  von  der  Lagerung  der  Spindel  aufgenommen,  das 
Moment  nur  dann,  weim  eine  Hemmung  in  das  auf  der  Spindel 
sitzende  Sperrrad  eingreift.  Beim  Aufziehen  der  Feder  muss 
aber  ein  Kräftepaar  M  angebracht  werden,  das  die  Drehung 
der  Spindel  erzwingt.  Die  Arbeitsleistung  eines  Kräftepaars 
bei  einer  Drehung  ist  gleich  dem  Producte  aus  dem  Momente 
und  dem  in  Bogenmaass  ausgedrückten  Drehungswinkel.    Hier 

ist  noch  der  Factor  —  beizufügen,  weil  es  auf  den  Mittelwerth 

des  Momentes   während  des  Aufziehens    ankommt.     Man    hat 

daher  ^  {Vv:\^ 

^  =  |i»fA<p  =  S%?.  (132) 

Dieser  Ausdruck  kann  noch  etwas  umgeformt  werden. 
Man  sucht  nämlich  die  Leistung  der  Feder  möglichst  auszu- 
nutzen, d.  h.  so  viel  Arbeit  als  möglich  in  ihr  aufzuspeichern. 
Die  Grenze  dafür  ist  durch  die  zulässige  Beanspruchung  des 
Materials  gegeben.  Diese  wählt  man  bei  den  Federn,  die 
meistens  aus  bestem  Stahle  hergestellt  werden,  aus  demselben 
Grunde  gewöhnlich  sehr  hoch,  viel  höher  als  es  der  Sicher- 
heit wegen  bei  anderen  Constructionen  zu  geschehen  pflegt. 
Jedenfalls  darf  man  aber  nicht  über  die  Elasticitätsgrenze 
oder  die  damit  in  der  Regel  zusammenfallende  Proportionali- 
tätsgrenze des  Materials  gehen.  Bezeichnen  wir  die  hiernach 
als  zulässig  anzusehende  grösste  Biegungsspannung  mit  (?, 
so  ist 

15* 


b  -^.- 
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denn  das  grösste  Biegimgsmoment  tritt  in  der  äussersten  Win- 
dung diametral  gegenüber  der  Befestigungsstelle  auf  und  der 
Hebelarm  der  Kraft  P  kann  dort  gleich  2jp  gesetzt  werden. 
Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  kann  das  grosste  Moment  Pp^  das 
an  der  Spindel  angreifen  darf^  in  ö  ausgedrückt  und  dieser 
Werth  in  Gl.  (132)  eingeführt  werden.     Man  findet 

Wenn  der  Querschnitt  der  Feder,  der  hier  stets  als  con- 
stant  vorausgesetzt  wurde,  gegeben  ist,  kann  dies  noch  weiter 
ausgerechnet  werden.   Für  einen  rechteckigen  Querschnitt  von 

den  Seiten  6  und  Ä,  wird  &  =  -rr-  und  e  =  --- ,  also 

^  =  '^'-^-^-  (134) 

In  der  letzten  Formel  bedeutet  V=hhl  das  Volumen 
der  Feder  und  man  erkennt  daraus,  dass  die  Formänderungs- 
arbeit nur  von  dem  Volumen,  also  dem  Materialaufwande  ab- 
hängt und  nicht  davon,  wie  sich  das  Volumen  aus  den  drei 
Factoren  6,  h  und  l  zusammensetzt. 

Aufgaben. 

26,  Aufgabe,  Der  Querschnitt  eines  gekrümmten,  Stabes  sei 
ein  Bechteck  von  2  cm  Breite  tmd  4  cm  Höhe  (diese  Seite  in  der 
Bichtung  des  Krümmungshalbmessers  gemessen)  und  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Mittellinie  sei  gleich  5  cm.  Um  wie  viel  tmter^cheidet 
sich  die  nach  der  Bemouüli'schm  Annahme  berechnete  grösste  Span- 

nu/ng,  die  durch  ein  Biegungsmomerd  M  hervorgerufen  wird  von  der 

M 
nach  der  einfachen  Formel  <y  =  "ö^  gefundenen? 

Lösung.  Nach  Gl.  (115)  hat  man  für  die  Spannung  <y  nach 
der  Bemouilli'schen  Annahme  einen  Ausdruck  von  der  Form  I 


worin  jetzt  c  eine  constante  (d.  h.  von  y  unabhängige)  Grösse  ist, 
die  wir   berechnen  werden.     Die   Abstände  y  sind   von  der  Null- 
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i£^ 


li' 


linie  NN  aus  gerechnet,    deren  Lage  zun&ohst  ermittelt  werden 
miiBS.     Dafür  dient  uns  die  Gleichung 


jödF^O    oder     /j 


r  +  y 


dF— 0, 


die  ausspricht,  dass  die  Spannungen  zu  einem  Biegungsmomente 
gehören.  Mit  Bücksicht  auf  die  in  Abb.  49  eingeschriebenen  Be- 
zeichnungen ist  ^  -{-  r  «B  t4  und 
dF^^hdu  zu  setzen.  Dahergeht 
die  vorige  Gleichung  über  in 


Ml 

j 


u  —  r 


tf« 


e2w  =  Ä-rlg-^  =  0, 


u, 


«1 


u. 


aus  der  r  =  Ä :  lg  —  folgt.  Setzt 


u. 


man  die  im  yorliegepden  Beispiele 
gewählten  Zahlenwerthe  ein,  so 
findet  man 

7 
r  =  4  ;  lg  -  =  4,72  cm. 

o 

Die  Nulllinie  NN  liegt  also  um 
0,28  cm  von  der  Mitte  entfernt. 

Um  jetzt  noch  c  zu  berech- 
nen, schreibe  ich  die  Momentengleichung  an: 


A 

t 

1 

Y 


lij >l 


^i- 


Abb.  49. 


Um 


M 


=ßdFy  =  cJ^^äF=clß^äu. 


Für  das  Integral  erhält  man: 

«1  M,  tfs 


«1 


«* 


ß^äu-ßä«  -  2rß.  +  ^/^»  =  ^--«.--  2 


rh 


Ml 


«1 


«1 


Demnach  ist 


+  rMg5  =  /i(««-+-i^-r). 


M 


MH^-^) 


Die  Spannung  an  der  Innenkante  (u  =»  u^)  sei  mit  tfi ,  die 
&n  der  Aussenkante  mit  tfu  bezeichnet;  man  hat  dann 


h 
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lt.  —  r  M  1,72  ^  ^^  _   T,^ 

Wg  —  r  jÄf  2,28         ^  ^  .  t   7,^ 

""-"«-V*"         8(6=4:72)  • -V- =  0,U5  M, 

wobei  als  Längeneinheit  1  cm  zu  Grunde  gelegt  ist.  Die  Vor- 
zeichen der  Spannungen  tfi  und  tfn  richten  sich  natürlich  nach 
dem  Drehsinn  des  Biegangsmoments  ilf  und  kommen  hier  nicht 
weiter  in  Betracht.  Die  grösste  Spannung  tritt  an  der  Innenkante 
auf.     Nach  der  von  mir  ftlr  genauer  gehaltenen  einfachen  Formel 

6  =  -^y  werden  die  Spannungen  an  beiden  Kanten  gleich  gross 

und  zwar  ^  j^        ^j^        r^^on  n/r 

^^  =  ^"  =  &F  =  27i6  =  ^'i^^^- 

Der  Unterschied  der  grössten  Eantenspannung  nach  beiden  An- 
nahmen beträgt  daher  0,069  M  oder  377o  von  dem  nach  der  ein- 
fachen Formel  berechneten  Werthe.  Bei  den  Haken  liegen  die  Ver- 
hältnisse ähnlich;  dort  kommt  aber  zu  der  Beanspruchung  durch 
das  Biegungsmoment  noch  eine  Normalkraft  und  dadurch  werden 
die  Unterschiede  etwas  herabgemindert. 

27,  Aufgabe.  Ein  Flusseisenstäb  hat  quadratischen  Querschnitt 
von  6  cm  Seite  und  eine  gekrümmte  Mittellinie  von  1^20  m  Spann- 
weite v/nd  20  cm  Ffeü.  Er  wird  als  elastischer  Bogenträger  aufge- 
stellt und  trägt  eine  Einzellast  in  der  Mitte  von  3000  hg.  Wie 
gross  ist  der  Horizontalschul)  und  wie  gross  die  Beanspruchung  des 
Materials? 

Lösung,  Für  ein  Coordinatensystem  der  XZ,  dessen  Ur- 
sprung mit  dem  linken  Auflager  zusammenfällt  und  dessen  X-Axe 
horizontal  gerichtet  ist,  lautet  die  Gleichung  einer  Parabel  von 
der  Spannweite  l  und  dem  Pfeile  fi 

0  =^  -^(Ix  —  Ol?), 

Von  der  Mittellinie  des  Stabs  ist  zwar  nicht  gesagt,  dass  sie 
einen  Parabelbogen  bilde;  man  weiss  vielmehr  nur,  wie  gross 
Spannweite  und  Pfeil  ist.  In  solchen  Fällen  legt  man  aber  immer 
die  für  die  Rechnung  bequemste  Annahme  über  die  genauere  Ge- 
stalt der  Mittellinie   zu   Grunde.      Für   das  Biegungsmoment  Mb 

eines  Balkens  in  Folge  der  Einzellast  P  in  der  Mitte  hat  man 

P 
Mb  ^=  ~x  und  nach  Gl.  (120)  findet  man  den  Horizontalschub  H 

zdx 


«_a 


fz^dx 
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Hierbei  ist  an  Stelle  von  ds  in  Gl.  (120)  das  Differential  dx  ge- 
setzt. Auch  dies  ist  eine  zur  bequemeren  Ausrechnung  dienende, 
praktisch  zulässige  Vernachlässigung,  mit  der  man  sich  bekannt 
machen  muss.  Zur  Rechtfertigung  dafür  erwähne  ich  zunächst, 
dass  sich  bei  einem  flachen  Bogen  ds  überhaupt  nicht  viel  von  dx 
und  dass  sich  die  Bogenlänge  nicht  viel  von  der  Länge  der  Sehne 
unterscheidet.  Hier  ist  aber  nicht  nur  im  Zähler,  sondern  auch 
im  Nenner  an  Stelle  von  ds  der  kleinere  Factor  dx  getreten  und 
man  sieht  ein,  dass  der  Fehler,  der  dadurch  im  Werthe  von  H 
begangen  wird,  noch  weiter  herabgemindert  wird.  Wenn  Mb  überall 
proportional  mit  ^  wäre,  würde  H  von  der  Vertauschung  des  Dif- 
ferentials ds  mit  dx  überhaupt  nicht '  berührt  In  anderen  Fällen 
ist  aber  der  Fehler  höchstens  etwa  von  der  Ordnung  des  Unter- 
schiedes zwischen  Bogen  und  Sehne  und  dieser  fällt  bei  einem 
flachen  Bogen  innerhalb  der  Genauigkeitsgrenzen,  die  man  bei 
Festigkeitsberechnungen  überhaupt  anstrebt,  nicht  in's  Gewicht. 
Beim  Einsetzen  der  Werthe  von  M(,  und  z  findet  man 

i 

JMtzdx  ==  2j^x^(lx  —  x^)dx^~FfE 

0 

Das  Integral  musste  in  zwei  Theile  gespalten  und  ein  Theil  nur 
über  die  linke  Bogenhälfte  ausgedehnt  werden,  weil  der  Ausdruck 
für  M  nur  für  diese  Bogenhälfte  gilt.  Das  Integral  im  Nenner 
von  H  kann  dagegen  sofort  von  0  bis  l  ausgedehnt  werden.  Man 
findet 

CzUx  =-f  ßl^x^  -^2lx^  +  x')dx  =  ^  fH. 

0  0 

Für  H  erhält  man  demnach : 

48 '^^^^  26        l 

H  =  ^— =,i.3^P^  =  3520kg. 

w  '■ 

Das  Biegnngsmoment  M  ist: 

M  =  ^x  —  He  =  1500a;  —  3520  ^. 
Um  das  Maximum  zu  finden,  differentiiren  wir  nach  x: 
^=1500  —  3520^==  1500  —  3520^0—24 

Cl  X  ClX  l 


1 
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Dies  wird  zu  Null  fUr  o;  =»  22  cm  und  die  Ordinate  z  wird  an 
dieser  Stelle  je;  «»12cm,  das  Vorzeichen  des  Moments  an  dieser 
Stelle  ist  negativ.  Wir  haben  also  Jfmin  =  —  9200  cm  kg.*  Da- 
neben kommt  aber  auch  das  Biegungsmoment  im  Bogenscheitel  in 
Betracht,  das  kein  analytisches  Maximum  ist,  aber  wegen  der  bis 
zum  Bogenscheitel  begrenzten  Gültigkeit  des  Ausdrucks  ftLr  M 
trotzdem  den  absolut  grössten  Werth  annimmt.    Man  hat  nämlich 

Mi^  =  1500  •  60  —  3520  •  20  =  +  19  GOOcmkg. 

An  der  gefährlichst  beanspruchten  Stelle  wird  daher 

eüf         6.19  600  e..     X 

^  "  "ÖÄ»  "" 6» °^  ^^^  **™- 

Dazu  kommt  noch  die  sich  gleichförmig  tlber  .den  Querschnitt  ver- 
theilende  Druckspannung  durch  die  axiale  Belastung  von  der  Grösse 

£r,   also  -Tg- =  98  atm.      Die    grösste    Druckspannung,    die    das 

Material  aufzunehmen  hat,  wird  also  gleioh  544  -{-  98  <=  642  atm 
und  die  grösste  Zugspannung  gleich  544  —  98  »=  446  atm. 

28.  Aufgabe,  Derselbe  Träger  wird  mit  10000  leg  gleichförmig 
heiastet  \  wie  gross  wird  der  Horieontälschub  a)  ohne  h)  mit  Berück- 
sichtigung des  Einflusses  der  Normalkraft  auf  die  Formänderungen? 

Lösung,  Wir  brauchen  hier  nur  die  Zahlenwerthe  in  die  For- 
meln von  §  32  einzusetzen.    Im  Falle  a)  haben  wir  nach  GL  (121) 

gZ»_  10  000- 120  _^.^^, 
^■^   8Ä 8T2Ö—  -  7500kg. 

Für   den   Fall  b)    wenden  wir  Gl.  (123)    an.     Mit  ilf &  =  ^  •  ~ 


wird 


iMbZdx  =  Qf  I ^^  ^^ 


15 


mit  Benutzung   eines   schon  bei   der  Lösung  der  vorausgehenden 
Aufgabe  gefundenen  Resultats.     Für  f  ist 

^2        0  &Ä»         Ä»        36        «       o 

^    =^=im=12  =  12  =  3«^ 

zu  setzen.     Nach  Gl.  (123)   hat  man  daher   (nach  Vertauschung 
von  ds  mit  dx) 

fM^zdx  16  _  10  000  '  120  ■  20 

^  ~  fz^dx+ß^dx  ""   8    ,,,,,,,  ""  8  .20«  +  15  .  3  ""  ^^^^  ^^• 
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Der  Unterschied  zwischen  den  Fällen  a)  und  b)  ist  daher  un- 
erheblich. 

29.  Aufgabe.  Um  wie  viel  vergrössert  sich  die  Spannweite, 
wenn  der  in  den  vorhergehenden  Aufgäben  angeführte  Stab  als  Balken- 
träger  aufgestellt  wird,  unter  dem  Einflüsse  der  in  Aufgäbe  27  an- 
gegebenen Belastung? 

Lösung,  Nach  Gl.  (124)  ist,  wenn  an  Stelle  von  M  hier  Mi, 
gesetzt  und  ds  mit  dx  vertauscht  wird 

A  7        r^*^  ^  ß^/"^"        ß  •  ^0^  •  20  •  120»        ^  _  . 

^^  ~J  -^0  ^^  =  ^m  ^    48  .  22  .  10»  .  108    ^  ^'^®  ^°^- 

Dabei  ist  fUr  das  Integral  der  schon  in  der  Lösung  von  Aufg.  27 
gefundene  Werth  und  ftlr  den  Elasticitätsmodul  E  des  Flusseisens 
22-10*  atm  eingesetzt.  —  Wenn  die  Widerlager  um  1  nam  nach- 
geben^ wird  dadurch  in  jedem  Belastungsfalle  der  Horizontalschub 

3620       ^^^  ,  .   -i    . 

um  -gg-  =  926  kg  vermindert. 

30.  Aufgabe.  Nach  welchem  Gesetze  muss  die  Stärke  eines 
vorher  auf  einen  grösseren  Durchmesser  abgedrehten  Kolbenringes 
von  der  SchlUzsteUe  aus  nach  beiden  Seiten  hin  zwnehmen^  wenn  der 
Bing  nach  dem  Einpassen  in  den  Cylinder  überall  mit  demselben 
spedfischen  Drucke  p  in  radialer  Bichtung  an  der  Cylinderwand  an- 
liegen  soU? 

Lösung.  Man  betrachte  einen  Querschnitt  im  Winkelabs tande  g> 
von  der  Schlitzstelle  (vgl.  Abb.  50).  Die  äusseren  Kräfte  am  einen 
Stabtheile  geben  eine  Resultirende,  die  v^.^— ^-«^ 

ebenso  gross  und   ebenso  gelegen  ist,  \P/^     ^""^^\ 

als  wenn   sich    der  Druck  p  auf  die  ^vv^  A    \  \ 

Sehne  s  vertheilte.    Dies  folgt  nämlich      v^d       '•  \ 

aus  einer  hydrostatischen  Betrachtung,     ^  /        ^  i  \ 

von  der  man  bei  solchen  Untersuchungen     ^3/  __,>-i^^---  1 

oft  Gebrauch  macht.  Ein  Wasserkörper,       f"  / 

der  den  Raum  des  Segmentes  ausfüllte,        \  / 

wäre  im  Qleichgewichte,  wenn  von  allen         \  / 

Seiten  her  der  Druck  j)  auf  ihn  wirkte.  x,^^^  ^^ 

Daraus  folgt  sofort,  dass  die  Resulti-  — 

rende    des   Drucks   am   Bogenumfang 

gleich  der  Besultirenden  des  Drucks  längs  der  Sehne  ist.  Wenn 
wir  die  Breite  des  Rings  (senkrecht  zur  Ebene  von  Abb.  50)  mit 
b  bezeichnen,  ist  diese  Resultirende  gleich  pbs  und  das  Biegungs- 
moment im  Querschnitte  tp 

Jlf  =  jp5  ^  =  2^6r*  sin^  ~  • 
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Vorher  sei  der  Bing  auf  einen  um  Ar  grösseren  Radius  abge- 
dreht gewesen;  durch  die  elastische  Formänderung  muss  sich  der 
Radius  überall  auf  r  vermindem,  wenn  der  Ring  nachher  überall 
gatt  anliegen  soll.     Nach  Gl.  (lll)  haben  wir  daher 

1  1  M  12      ^«.«qp 

Für  die  linke  Seite  kann  man,  da  Ar  klein  gegen  r  ist,  kürzer 
-y  setzen.  Die  Gleichung  kann  dann  nach  der  unbekannten,  ver- 
änderlichen Stärke  "h  des  Kolbenrings  aufgelöst  werden  und  gibt 

8 

Ä  =  c 


=l78in'f, 


wenn  unter  der  c  der  für  den  ganzen  Ring  constante  Werth 

s 


I /24|3r* 

~  r  WKt 


verstanden  wird.  Die  erste  von  beiden  Gleichungen  gibt  das  all- 
gemeine Gesetz  an,  nach  dem  h  mit  97  zunehmen  muss;  c  dagegen 
ist  die  grösste  Stärke,  die  der  Ring  an  der  der  Schlitzstelle  gegen- 
über liegenden  Stelle  erhält.  Die  letzte  Gleichung  kann  daher  auch 
umgekehrt  dazu  benutzt  werden,  die  Stärke  des  Drucks  ^,  mit 
dem  der  Ring  an  der  Cylinderwand  aufliegt,  zu  berechnen,  wenn 
0  und  Ar  gegeben  sind. 

Für  9  =  0  und  ftlr  9)  =  360^  =  27r  gibt  die  Formel  h  =  0, 
d.  h.  der  Ring  müsste  dort  in  einer  Schneide  endigen.  Davon  sieht 
man  bei  der  praktischen  Ausführung  ab;  dagegen  ist  es  allgemein 
gebräuchlich,  die  Stärke  des  Rings  sonst  in  ungefährer  üeberein- 
stimmung  mit  der  abgeleiteten  Formel  nach  der  Mitte  hin  zu- 
nehmen zu  lassen. 

Bei  der  Berechnung  ist  überall  h  als  klein  gegen  r  voraus- 
gesetzt worden,  so  dass  r  als  Radius  der  Mittellinie  genommen 
werden  konnte.   Mit  Rücksicht  auf  den  Zweck  der  Rechnung  war 

diese  Vernachlässigung  zulässig.     Man  hätte  natürlich  auch  für  r 

h 
den  genaueren  Werth  r — -5-  setzen    können;    man    glaube    aber 

nicht,  dass  dies  in  Wirklichkeit  eine  Verbesserung  wäre.  Es  han- 
delt sich  bei  solchen  Untersuchungen  immer  darum,  die  Haupt- 
züge  einer  Erscheinung  in  möglichst  einfach  gebauten  Formeln 
wiederzugeben  und  auf  Kleinigkeiten  zu  verzichten.  Freilich  will 
diese  Kunst,  an  der  rechten  Stelle  die  angebrachte  Vernachlässigung 
einzuführen,  geübt  sein,  damit  man  nicht  einmal  ein  Glied  unter- 
drückt, das  von  grösserer,  vielleicht  sogar  von  ausschlaggebender 


Aufgaben. 
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Bedeutung  ist.  Nur  die  klare  üebersicht  über  alle  Bedingungen 
der  Aufgabe  und  die  vollständige  Beherrschung  des  Gebiets,  die 
man  durch  längere  üebung  gewinnt,  können  hier  vor  gelegent- 
lichen Missgriffen  schützen. 

31.  Auf g ah e.  ,Mn  U- förmiger  Bügel  von  constcmtem  Quer- 
schnitt wird  mit  Hülfe  einer  zwischen  den  Schenkeln  angebrachten 
Schraube  in  der  Höhe  a  auseinander  gebogen  (vgl.  Abb,  51),  Die 
über  a  hinaus  liegenden  Theile  der  Schenkel  bleiben  hierbei  grad- 
linig nnd  »war  dreht  sich  jeder  Theü  beim  Auseinanderbiegen  um 
einen  festen  Punkt  0.     Man  soll  dessen  Lage  ermitteln, 

Lösung,  Der  Körper  ist  als  ein 
Bogen  außsufassen,  dessen  Mittellinie 
aus  drei  Seiten  eines  Rechtecks  zu- 
sammengesetzt wird.  Wir  berechnen  zu- 
nächst, um  wie  viel  sich  die  Spannweite 
unter  dem  Einflüsse  eines  Horizontal- 
schubs oder  Horizontalzugs  verändert 
und  dann,  um  welchen  Winkel  sich  die 
oberen  Theile  der  Schenkel  drehen; 
wenn  beide  Werthe  bekannt  sind,  kann 
daraus  leicht  die  Lage  des  Drehpunktes 
ermittelt  werden.  Vorausgesetzt  wird, 
dass  der  Bügel  während  der  Formände-  i 
rung  so  festgehalten  wird,  dass  die 
Symmetrieaxe  ihre  Lage  beibehält;  auf 
die  Bewegungen,  die  der  Bügel  daneben 
etwa  noch  im  Ganzen  ausführen  könnte^ 
kommt  es  natürlich  nicht  an. 


0 


a 
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Abb.  51. 


Zur  Berechnung  von  A2  verwenden  wir  Gl.  (124): 


A7 


Mz 


EG 


Die  Integration  ist  über  die  eine  Hälfte  der  Bogenmittellinie 
auszudehnen  und  dabei  in  zwei  Theile  zu  trennen,  von  denen  der 
eine  sich  auf  die  horizontale  Strecke  und  der  andere  sich  auf  die 
vertikale  Strecke  der  Mittellinie  bezieht.  In  der  ersten  Strecke  ist 
z  überall  gleich  a,  in  der  zweiten  ist  eis  =  dz  und  daher 


a; 


/Fa  .  ( 
^0 


ds 


Die  Drehung  Agp  des  oberen  Theiles  des  Schenkels  ist  gleich 
der  Summe  aller  elastischen  Winkeländerungen  Ac^gp  benachbarter 
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Querschnitte,  die  zwischen  dem  Bogenanfang  und  der  Mitte  liegen^ 
also  nach  Gl.  (112) 

b  a 

0  0 

In  seine  neue  Lage  kann  der  obere  Theil  des  Schenkels  aach 
dadurch  gebracht  werden,  dass  man  ihn  um  einen  auf  der  ursprüng- 
lichen Lage  der  Schenkelmittellinie  gelegenen  Punkt  um  den  Winkel 
Aq>  dreht,  wenn  dieser  Punkt  im  Abstände  u  von  der  Angriffs- 
stelle der  Kraft  H  nach  abwärts  liegt.  Man  braucht  den  Abstand 
u  nur  so  zu  wählen,  dass  der  Angriffspunkt  von  H  bei  der  Drehung 
einen  Weg  AI  zurücklegt.    Daraus  folgt  die  Bedingungsgleichung 

A  A7      1  6&  +  2a 

uA(p  =  At,  also  u  =  „,  •  a. 

^  '  6b  -}-  Sa 

Da  u  unabhängig  von  P  ist,  folgt,  dass  sich  der  überstehende 
Theil  des  Schenkels  in  der  That  fortwährend  um  denselben  Punkt 
dreht,  dessen  Lage  zugleich  ermittelt  ist.  —  Bechnungen  dieser 
Art  sind  zuweilen  nöthig,  um  sich  über  die  Art  der  elastischen 
Bewegungen,  die  in  Messinstrumenten  oder  auch  in  Maschinen  auf- 
treten und  dabei  leicht  einen  störenden  Einfluss  ausüben,  rasch 
Rechenschaft  geben  zu  können. 


\ 


} 


Sechster  Abschnitt. 
Stäbe  anf  nachgiebiger  Unterlage. 


§  38.    Grundlegende  Annahmen. 

Bei  der  Berechnung  des  Eisenbahnoberbaues  steht  man 
vor  der  Aufgabe,  die  Biegungsmomente;  Scheerkräfte  und 
Spannungen  in  einem  Stabe  zu  berechnen,  der  zwar  seiner 
ganzen  Länge  nach  gestützt  ist,  so  jedoch,  dass  die  Stützen 
selbst  unter  einer  Belastung  nachgeben.  Aehnliche  Fälle 
kommen  zwar  auch  sonst  noch  bei  den  Anwendungen  der 
Mechanik  öfters  vor;  wir  wollen  aber,  um  eine  deutliche  Vor- 
stellung von  dem  Gegenstande  der  Untersuchung  zu  gewinnen, 
hier  zunächst  immer  nur  an  die  Formänderungen  und  die  Be- 
anspruchungen denken,  die  eine  gewohnliche  Eisenbahnquer- 
schwelle erfährt,  wenn  die  beiden  auf  ihr  befestigten  Schienen 
einen  gegebenen  Druck  auf  sie  übertragen. 

Dass  sich  die  Schwelle  etwas  einsenkt,  wenn  ein  Eisen- 
bahnzug über  das  Geleis  fährt,  lehrt  schon  eine  einfache  Be- 
obachtung, die  man  bei  jedem  Spaziergange  längs  einer  von 
einem  Zuge  befahrenen  Eisenbahnstrecke  machen  kann.  Man 
nimmt  dabei  zunächst  wahr,  dass  die  Schiene  selbst  sich  senkt. 
Dies  kommt  zum  Theil  daher,  dass  die  Schwelle  der  Quere 
nach  zusammengedrückt  wird;  indessen  nur  zum  kleineren 
Theile,  denn  beim  Nachrechnen  erkennt  man,  dass  die  elastische 
Verkürzung  der  Schwellenhöhe  nicht  ausreichen  kann,  um  die 
mit  blossem  Auge  sehr  deutlich  wahrnehmbare  Senkung  der 
auf  ihr  ruhenden  Schiene  zu  erklären.  Die  Schwelle  muss  sich 
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daher  tiefer  in  die  Kiesbettung  des  Eisenbahnkörpers  ein- 
drücken und  zwar  muss  die  Formänderung  des  Bettungs- 
körpers eine  ziemlich  vollkommen  elastische  sein,  da  die 
Schwelle  nach  der  Entlastung  jedesmal  in  ihre  frühere  Lage 
zurückkehrt.  Man  wird  im  Zusammenhange  mit  dieser  Be- 
obachtung auch  zu  der  Frage  geführt,  nach  welchem  Ge- 
setze sich  die  Last  der  Länge  nach  auf  die  Kiesbettung  ver- 
theilt  und  sieht  sofort  ein,  dass  eine  Beantwortung  der  Frage 
nur  auf  Grund  einer  näheren  Untersuchung  der  eintretenden 
elastischen  Formänderungen  sowohl  der  Schwelle  als  des  Bet- 
tungskörpers möglich  ist.  Natürlich  hängt  diese  Lastvertheilung 
auch  davon  ab,  auf  welche  Art  die  Schwelle  schon  im  unbe- 
lasteten Zustande  eingebettet  ist;  wenn  irgendwo  eine  Lücke 
oder  eine  lockere  Stelle  in  der  Kiesbettung  vorkäme,  könnte 
an  dieser  Stelle  überhaupt  keine  Lastübertragung  stattfinden. 
Wir  setzen  aber  als  selbstverständlich  voraus,  dass  die  Schwelle 
überall  gut  unters  topft  sei,  so  dass  sie  satt  auf  dem  Kies-  oder 
Schotterbette  aufruht  und  dass  also  in  dieser  Hinsicht  der 
ganzen  Schwellenlänge  nach  die  Vorbedingungen  überall  die 
gleichen  sind. 

Auf  den  ersten  Blick  mag  es  befremdlich  erscheinen,  dass 
ein  Körper  von  der  Art  eines  Sand-  oder  Kieshaufens  im 
Stande  sein  könne,  ziemlich  vollkommen  elastische  Form- 
änderungen auszuführen.  Aber  auch  andere  Erfahrungen  be- 
stätigen den  Schluss,  den  wir  aus  der  Beobachtung  an  dem 
Eisenbahngeleise  gezogen  haben.  In  der  That  weiss  man  ja, 
dass  ein  in  solcher  Weise  zusammengesetzter  Erdboden  Schall- 
schwingungen fortzupflanzen  vermag,  dass  er  also  elastische 
Bewegungen  —  solche  sind  die  Schallbewegungen  —  ausführen 
kann.  Ich  habe  mich  aber  auch  noch  durch  einen  unmittel- 
baren Versuch  von  der  Elasticität  des  gewöhnlichen  Erdbodens 
überzeugt.  Dazu  liess  ich  in  dem  Hofe  meines  Laboratoriums 
zwei  Pfähle  einrammen,  die  3  m  voneinander  entfernt  sind  und 
eine  Eisenschiene  tragen,  die  etwa  70  cm  über  dem  Boden 
liegt.  Unterhalb  der  Schiene  wurden  kleine  JSolzpflöcke  ein- 
geschlagen, die  fest  im  Boden  sitzen  und  dessen  Bewegungen 
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mitmachen.  Es  handelte  sich  nun  darum,  die  Verschiebungen 
dieser  Holzpflöcke  gegen  die  darüber  in  fester  Lage  ver- 
harrende Eisenschiene  zu  messen.  Zu  diesem  Zwecke  wurde 
ein  Spiegelgeräth  an  der  Schiene  befestigt  und  von  dem  Holz- 
pflocke aus  wurde  eine  Stange  in  die  Höhe  geführt,  deren 
unteres  Ende  sich  um  Spitzen  in  einer  Messingfassung  drehen 
konnte,  die  an  dem  Holzpflock  befestigt  war,  während  das 
passend  zugeschnittene  obere  Ende  auf  dem  Umfange  des 
HartgunmiiröUchens  des  Spiegelgeräths  auf  ruhte;  für  einen  an- 
gemessenen Druck  an  der  Auflagerstelle  sorgt  ein  kleines 
Uebergewicht.  Eine  Verschiebung  des  Holzpflocks  nach  ab- 
wärts verräth  sich  nun  durch  eine  Drehung  des  Spiegels,  die 
mit  einem  Femrohre  beobachtet  wird.  Bei  meinen  Versuchen 
entsprach  eine  Verschiebung  des  Maassstabbildes  im  Spiegel 
gegen  das  Fadenkreuz  des  Fernrohrs  um  einen  Theilstrich 
einer  Senkung  des  Holzpflocks  um  0,835  Tausendstel  Milli- 
meter und  auf  Zehntel  mm  der  Maassstabtheilung  konnte  bei 
der  Ablesung  geschätzt  werden.  Man  las  also  die  Boden- 
senkung, die  der  Holzpflock  mitmachte,  im  Fernrohre  in  rund 
1200f acher  Vergrösserung  am  Maassstabe  ab  und  die  Genauig- 
keit der.  Messung  stellte  sich  auf  etwa         ^    mm. 

Ein  Beobachter,  der  durch  das  Fernrohr  sieht,  während 
eine  andere  Person  in  der  Nähe  des  Holzpflocks  auf  und  ab 
geht,  sieht  deutlich,  wie  sich  der  Boden  bei  der  Annäherung 
des  Spaziergängers  senkt  und  bei  der  Entfernung  wieder  hebt. 
Bis  zur  angegebenen  Genauigkeitsgrenze  hin  sind  diese  Be- 
wegungen als  vollkommen  elastische  zu  betrachten.  Um  eine 
genauere  Messung  durchzuführen,  liess  ich  ein  gusseisemes 
Gewichtsstück  von  100  kg  in  verschiedenen  Entfernungen  vom 
Holzpflocke  wiederholt  aufstellen  und  wieder  wegnehmen  und 
maass  die  zugehörigen  elastischen  Senkungen  des  Holzpflocks. 
Ich  fand  für  die 

Entfernung  in  cm  =-    20      40     60     80 

die  Senkung  in  —  -  mm  =    18,3  4,1    1,4    0,6. 
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Eine  andere  Messung  zeigte^  dass  die  elastischen  Be- 
wegungen ungefähr  proportional  der  Belastung  wachsen,  so 
lange  wenigstens  als  es  sich,  wie  bei  allen  diesen  Versuchen, 
nur  um  verhältnissmässig  geringe  Lasten  handelte.  Eine  Er- 
gänzung der  Versuchseinrichtung;  die  eine  Erprobung  mit 
Lasten  bis  zu  etwa  1000  kg  gestatten  soll,  ist  in  Aussicht 
genommen;  vorläufig  kann  ich  aber  darüber  nichts  berichten. 

Diese  Beobachtungen  sind  noch  allerneuesten  Datums;  zur 
Begründung  irgend  einer  theoretischen  Betrachtung  konnten  sie 
daher  noch  nicht  verwendet  werden.  Sie  zeigten  im  Gegen- 
theile,  dass  eine  früher  schon  von  Boussinesq  gegebene  Lösung 
der  allgemeinen  Elasticitätsgleichungen,  von  denen  in  einem 
späteren  Abschnitte  die  Rede  sein  wird,  hier  sicher  nicht  an- 
wendbar ist. 

Vielmehr  hat  man  sich  bei  den  Berechnungen  des  Eisen- 
bahnoberbaues durch  eine  weit  einfachere  Annahme  geholfen, 
die  für  die  Ableitung  ungefähr  richtiger  Resultate  hinreichend 
genau  zu  sein  scheint.  Man  nimmt  nämlich  an,  dass  die  Ein- 
senkung  der  Bettung  unter  dem  Drucke  der  Schwelle  an  jeder 
Stelle  nur  dem  gerade  dort  wirkenden  specifischen  Drucke 
proportional  sei.  Genau  richtig  ist  dies  natürlich  keineswegs; 
man  sieht  aber  aus  den  vorher  mitgetheilten  Zahlen,  wie 
schnell  die  Einsenkung  mit  der  Entfernung  von  der  Angriffs- 
stelle  der  Belastung  abnimmt.  In  der  That  wird  also  die  Tiefe 
der  Einsenkung  in  erster  Linie  von  den  in  der  nächsten  Nach- 
barschaft übertragenen  Druckkräften  abhängen  und  nur  wenig 
von  den  weiter  entfernten  beeinflusst  sein.  Es  ist  daher  voll- 
ständig gerechtfertigt,  wenn  man  zunächst  nur  einmal  jenen 
Umstand  in  Betracht  zieht),  der  der  ausschlaggebende  zu  sein 
scheint,  und  die  sich  daraus  ergebenden  Folgerungen  ableitet. 
Wünschenswerth  ist  nachher  freüich  die  Prüfung  der  üeber- 
einstimmung  dieser  Folgerungen  mit  der  Wirklichkeit  durch 
einen  unmittelbaren  Versuch.  Zimmermann  hat  solche  Ver- 
suche vornehmen  lassen;  leider  sind  diese  aber  bisher  ver- 
einzelt geblieben,  während  bei  der  Wichtigkeit  der  Sache  er- 
gänzende Versuche  recht  nöthig  wären. 
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§  39.  Die  Eisenbahnquersohwelle  mit  constantem  Quersohnitt. 

Der  auf  die  Längeneinheit  von  der  Schwelle  auf  die  Bet- 
tung übertragene  Druck  sei  mit  p,  der  Druck  fiir  das  Längen- 
element dx  der  Schwelle  also 
mit  pdx  bezeichnet.  Für 
einen    Querschnitt    im    Ab- 


stände X   vom   linken  Ende   it-a^J^ 


der  Schwelle  hat  man,    falls 
OC'  kleiner  als  a  ist,  für  die   t—^ 
Scheerkraft   V  und  das  Bie-   -^^^ 
gungsmoment    M   die    Aus- 
drücke 

X  X 

V=^Jpdx]  M  ^=Jpdu(x—u), 

0  0 


i 


Abb 


1^ 


] 
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wenn  u  hier  ebenfalls  eine  Abscisse  ist,  die  man  von  0  bis  x 
wachsen  lässt.  Die  Benutzung  dieser  Integrale  ist  aber  un- 
bequem und  es  ist  daher  besser,  die  DifiFerentialquotienten  von 
V  und  M  nach  x  in  der  unbekannten  Function  p,  auf  deren 
Ermittelung  es  ankommt,  auszudrücken.  Man  hat  zunächst 
dV=  pdx,  ein  Ansatz,  der  unmittelbar  aus  der  Bedeutung 
von  p  hervorgeht,  und  hiermit 

'^-P-  (135) 

Schon  früher  fanden  wir,  dass  die  Scheerkraft  F  als  DifiFeren- 
tialquotient  des  Biegungsmoments  M  angesehen  werden  kann 
(Gl.  72)  und  wir  finden  daher  auch 

1^  =  P-  (136) 

Dieselben  Ausdrücke  hätten  sich  auch  durch  DifiFerentiation 
der  vorher  für  Fund  M  aufgestellten  Formeln  ableiten  lassen; 
sie  sind  aber  allgemeiner  als  jene,  denn  sie  gelten  nicht  nur 
für  den  ersten,  von  0  bis  a  reichenden  Abschnitt  der  Schwelle, 
sondern,  wie  aus  ihrer  Ableitung  hervorgeht,  auch  für  die 
folgenden.  Die  Biegungsmomente  bedingen,  dass  sich  die  Mittel- 


Föppl,  Festigkeitslehre. 
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Knie  des  Stabes  krümmt.  Bezeichnen  wir  die  Einsenkung,  die 
ein  Punkt  der  Mittellinie  mit  der  Abscisse  x  erfährt,  mit  y, 
so  ist  y  «=  f{x)  die  Gleichung  der  elastischen  Linie  des  Stabs. 
Die  Einsenkungen  y  sind  also  einerseits  an  den  Zusammen- 
hang mit  den  Biegungsmomenten  gebunden,  der  durch  die 
Differentialgleichung  der  elastischen  Linie  ausgesprochen  wird, 
und  andererseits  sind  sie  nach  unserer  grundlegenden  Annahme 
der  unbekannten  Function  p  direct  proportional.  Der  Ver- 
gleich beider  Beziehungen  miteinander  führt  zur  Lösung  der 
Aufgabe. 

Die  Differentialgleichung  der  elastischen  Linie  (Gl.  78) 

E®^p, M 

liefert,  wenn  man  sie  zweimal  nach  x  dififerentiirt,  mit  Rück- 
Sicht  auf  GL  (136)      ^@  g  =,  _  p.  (137) 

Die  von  uns  gewählte  Annahme  über  den  Zusammenhang 
zwischen  der  elastischen  Einsenkung  y  und  dem  Drucke  p  für 
die  Längeneinheit  der  Schwelle  kann  in  der  Gleichung 

p  =  hy  (138) 

ausgesprochen  werden,  in  der  h  eine  von  den  elastischen  Eigen- 
schaften der  Bettung  abhängige  Constante  ist,  die  wir  als  die 
„Bettungszififer"  bezeichnen  wollen.    Gl.  (137)  geht  damit  über  in 

Man  kennt  die  allgemeine,  also  mit  vier  willkürlichen 
Constanten  behaftete,  Lösung  dieser  Differentialgleichung  vierter 
Ordnung.     Sie  lautet 

y  =  CjC^^cosaa;  -j-  Cg^^sinaa;  -j-  C^e^^'c^o^ax  + 

-f  C^e-^^sinaic,  (140) 

worin  die  C  die  willkürlichen  Constanten  sind,  während  mit  a 
zur  Abkürzung  der  Absolutbetrag  von 

bezeichnet  ist.  Dass  die  Lösung  die  Differentialgleichung  (139) 
befriedigt,  erkennt  man  durch  Einsetzen  in    diese  Gleichung, 
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und  dass  sie  zugleich  die  allgemeinste  Lösung  ist,  folgt  daraus^ 
dass  sie  yier  unbestimmte  Gonstanten  enthält. 

Es  bleibt  uns  jetzt  nur  noch  übrige  die  Constanten  mit 
Hülfe  der  Grenzbedingungen,  die  bei  der  Aufgabe  vorgeschrieben 
sind,  zu  bestimmen.  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  die  ganze 
elastische  Linie  der  Schwelle  in  drei  gesonderte  Aeste  zerfallt, 
von  denen  der  erste  von  0  bis  a  reicht,  der  zweite  zwischeiji 
die  beiden  Schienen  fällt  und  der  dritte  das  über  die  rechte 
Schiene  hinausragende  Stück  der  Schwelle  umfasst.  Der  Sym- 
metrie wegen  genügt  es  indessen,  wenn  wir  hier  nur  den 
ersten  Ast  imd  die  bis  zur  Symmetrieaxe  reichende  Hälfte  des 
zweiten  Astes  in's  Auge  fassen. 

Für  alle  Aeste  gilt  im  Allgemeinen  die  Lösung  (140);  die 
Constanten  C  sind  aber  den  verschiedenen  Anfangsbedinguugen 
entsprechend  bei  den  einzelnen  Aesten  verschieden.  Wir  haben 
also  hier  im  Ganzen  acht  bisher  unbestimmt  gebliebene  Con- 
stanten den  Grenzbedingungen  entsprechend  zu  wählen.  Dazu 
stehen  uns  auch  in  der  That  acht  Bedingungsgleichungen  zur 
Verfügung.     Zunächst  wissen  wir,   dass  für  x  =  Q  sowohl  M 

als  V  verschwinden.    Mit  M  ist  aber  überall  ^^  und  mit  V  ist 

-r\  proportional;    beide   DifiFerentialquotienten    sind   also    für 

X  =  0  gleich  Null  zu  setzen.  Der  besseren  üebersicht  wegen 
stelle  ich  hier  die  drei  ersten  DifiFerentialquotienten  von  y  nach 
Gl.  (140)  zusammen.     Man  findet: 

-y^  =  «  { Cj  (e^* cos ax  —  t"^  sin ax)-\-C2  (^"* sinaa?  +  e"* cosax) 
+  C3  ( — e^"*cosaa: — e~""*sinaa:) 
+  C^{ — e~"*sinaa;  +  e"~"*cosaa:)}  , 
^2/  =  ^2 1  _  2Cf^eaar  gina;r  +  2C^€f^  cosaa;  +  2(786-«*sin  ax 
—  2C4e~'**cosaa;}, 

^^^«»j  — 2Ci(e«*sinaa;  +  e^^cosaa?) 
+  2(72  (e«*cos  arc  —  e«*sinaa;) 
-\-2C^{ — (T^^Bmax  +  e"~"*  cosax) 
+  2(74(6-^*  cosaa;  +  c"***  sin«a;)}. 

16* 
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Die   Bedingung,   dass  ^,  für  x  =  0  verschwinden  soll,  liefert 
daher  die  Gleichung 


und  aus  ^  =  0  für  rr 


(7^  =  Gj 
0  folgt 


(142) 


C,  =  C,  +  C,  +  C,.  (143) 

Zur  Abkürzung  führen  wir  ferner  die  Bezeichnungen  ein 


e^**  cos  aa  =  m. 


c""  sin  aa 


m« 


er^^  cosaa 


m. 


V^  ,  V  Oi*X  M,V»    »rg  ,  ^  ^vo  «-.^    #«.3  , 

c^"*  sin  aa  ==  fn4 

und  die  vier  Constanten,  die  in  der  Gleichung  des  zweiten 
Astes  der  elastischen  Linie  auftreten,  werden  der  Reihe  nach 
C,  bifl  C,  geschrieben.  Nun  müssen  sich  beide  Aeste  so  an- 
einander  schliessen,   dass  sie  für   x  ^==  a  gleiches  y  und  auch 

gleiches  -^   geben,  denn  ein  Knick  der  elastischen  Linie  kann 


dx 
an  dieser  Stelle  nicht  auftreten.    Aber  auch 


d^ 
dx* 


muss  an  der 


Anschlussstelle  für  beide  Aeste  gleich  sein,  da  sich  das  Bie- 
gungsmoment M  nicht  sprungweise  ändert.  Damit  erhalten 
wir  die  drei  Bedingungsgleichungen 

Gl  Wi  +  Cg  m^  +  G,  Wg  +  C^m^  =  (7ß  m^  +  C^m^  +  C^m^>^ 

+  G^m^y 
Gl  (wi  —  mj)  +  Ci  (wi  +  mj)  —  G,  (%  +  ^i) 

+  C!i(»»3  —  W4)  =  C^öC*»!  —  ^2)  +  Gß  (wj  +  m^) 

—  Ci  1W2  +  Cg  Wi  +  Gjm^  —  C^m^  =  — Q  m^ 

Der  dritte  Differentialquotient  von  y  ist  dagegen  an  der  An- 
schlussstelle für  beide  Aeste  von  verschiedener  Grösse,  denn 
man>at  ^^l 


(144) 


=   —    jB0 


d«t/ 


da;  ■"  ^  d«* 

und  die  Scheerkraft  7  erleidet  an  der  Uebergangsstelle  eine 
plötzliche  Aenderung  um  den  Betrag  —  P.  Wenn  man  also 
für  den  Augenblick  die  Ordinate  des  ersten  Astes  mit  yi,  die 
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des  zweiten  mit  yu  bezeichnet^  so  besteht  an  der  üebergangs- 
stelle  die  Beziehung 


oder,  wenn  man  die  Werthe  der  Differentialquotienten  einsetzt, 
(Oi-C75)K+«»,)+  (C;,-QK-m,)  +  (C,  - C,)(m,  - m^) 

Endlich  seien  die  Werthe,  die  man  erhält,  wenn  man  in 
den  Ausdrücken  für  %  w^  •  •  •  die  Abscisse  a  durch  die  Ab- 
scisse  l  (entsprechend  der  Schwellenmitte)  ersetzt,  mit  n^  Wg 
u.  s.  f.    bezeichnet.      In    der    Symmetrieaxe    muss    zunächst 

-^  =8  0  werden,  femer  aber   auch  t-^,  weil  hier  F=  0  ist. 

Man  hat  also  noch  die  beiden  Gleichungen 

—  (75(^1+^2)  +  Cß  (^i-w,)  +  Cr  (Ws—wJ+CgC 


^«"-^^)=^l.(146) 
W8+wJ=0J 


Alle  in  den  acht  Bedingungsgleichungen  (142)  bis  (146) 
vorkommenden  Grössen  sind  bis  auf  die  Unbekannten  C  in 
einem  concreten  Falle  numerisch  gegebene  Werthe;  man  kann 
daher  diese  Gleichungen  ersten  Grades  ohne  Weiteres  nach 
den  acht  Unbekannten  auflösen  und  kennt  dann  nach  Gl.  (140) 
die  Gestalt  der  beiden  Aeste  der  elastischen  Linie.  Auch  das 
Gesetz  der  Druckvertheilung  ist  damit  nach  GL  (138)  gegeben. 

Wenn  man  eine  solche  Untersuchung  zu  praktischen 
Zwecken  durchführt,  wird  man  die  Mühe,  acht  Gleichungen 
ersten  Grades  nach  den  Unbekannten  aufzulösen,  nicht  sonder- 
lich scheuen,  denn  die  Rechnung  braucht  nur  einmal  oder  nur 
wenige  Male  wiederholt  zu  werden,  um  einen  klaren  Ueber- 
blick  über  das  Verhalten  der  Querschwelle  unter  verschiedenen 
Umständen  zu  verschaffen.  Man  wird  sich  also  namentlich 
Rechenschaft  darüber  geben  können,  wie  lang  man  die  Schwelle 
zweckmässiger  Weise  beiderseits  über  die  Schienen  vorstehen 
lassen  soll,  wie  stark  sie  zu  machen  ist  u.  s.  f.  Da  die  Quer- 
schwelle im  Eisenbahnbau  ein  Constructionselement  bildet,  das 
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sich  so  ungemein  häufig  in  derselben  Form  wiederholt,  liegt 
nichts  daran,  wenn  sich  ein  Rechner  einmal  einige  Tage  da^ 
mit  abmühen  muss,  sofern  man  nur  irgend  einen  Vortheil  von 
einer  klaren  Einsicht  in  die  "Kraftvertheilung  erhoffen  darf. 
Hier  aber  noch  weiter  auf  die  Frage  einzugehen,  hätte  keinen 
Zweck,  nachdem  alle  principiellen  Schwierigkeiten  aus  dem 
Wege  geräumt  sind,  so  dass  sich  der  Leser  jetzt  selbst  ohne 
fernere  Anleitung  weiter  helfen  kann. 


§  40.    Lösung  der  vorigen  Aufgabe  auf  graphischem  Wege. 

An  Stelle  der  durch  Gl.  (137)  oder  Gl.  (139)  ausgesprochenen 
Bedingung,  kann  man  das  Gesetz,  dem  die  elastische  Linie  der 
Schwelle  unterworfen  ist,  auch  geometrisch  zum  Ausdruck 
bringen.  Die  elastische  Linie  eines  vorher  graden  Stabes  kann 
nämlich,  wie  in  der  graphischen  Statik  gezeigt  wird,  als  ein 
zweites  Seilpolygon  gefunden  werden,  das  zu  der  gegebenen 
Belastungsfläche  gehört.  Die  durch  jene  Differentialgleichungen 
zum  Ausdruck  gebrachte  Bedingung  kommt  dann  darauf 
hinaus,  dass  das  zweite  Seilpolygon  und  die  Belastungsfläche 
verhältnissgleiche  Ordinaten  haben  müssen.  Geometrisch  ge- 
sprochen, handelt  es  sich  also  um  die  Lösung  der  Aufgabe,  eine 
solche  Gestalt  der  Belastungsfläche  (also  der  Fimction  p)  aus- 
findig zu  machen,  die  bei  passender  Wahl  des  Maassstabes 
mit  ihrem  eigenen  zweiten  Seilpolygon  zusammenfällt. 

Wenn  man  nun  auch  keine  directe  Methode  für  die  gra- 
phische  Lösung  dieser  Aufgabe  angeben  kann,  so  kann  diese 
doch  sehr  leicht  auf  indirectem  Wege,  nämlich  durch  Probiren 
(nach  der  „regulsa  falsi^')  gefunden  werden.  Man  sucht  sich 
nämlich  zunächst  ein  ungefähres  Bild  von  der  zu  erwartenden 
Druckvertheilung  zu  verschaffen.  Dazu  reicht  schon  aus,  dass 
der  Druck  unterhalb  der  Schiene  jedenfalls  am  grössten  sein 
wird  und  dass  er  von  da  aus  sowohl  nach  der  Schwellenmitte 
als  nach  aussen  hin  allmählich  abnimmt.  Dem  entsprechend 
zeichnet  man  zur  Probe  eine  Belastungsfläche  (d.  h.  eine  gra- 
phische Darstellung  der   Druckvertheilung  p)   hin,   die    sonst 
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ganz  willkürlich  gewählt  werden  darf.  Dann  probirt  man,  ob 
man  mit  dieser  Yermuthung  das  Rechte  getroffen  hat,  d.  h. 
man  construirt  das  zweite  Seilpolygon  dazu  und  trägt  dessen 
Schlusslinie  horizontal  in  solcher  Höhe  ein,  dass  die  Ordinaten 
an  den  Enden  zu  den  grössten  Ordinaten  in  demselben  Ver- 
hältnisse stehen  wie  bei  der  Belastungsfläche.  Wenn  dann 
auch  alle  anderen  Ordinaten  mit  jenen  der  Belastungsfläche 
yerhältnissgleich  sind,  ist  dies  ein  Beweis  für  die  richtige  An- 
nahme der  Druckvertheilung.  Im  Allgemeinen  wird  man  aber 
zunächst  eine  starke  Abweichung  in  der  Gestalt  beider  Curven 
finden.  Dann  ändert  man  die  zuerst  gezeichnete  Belastungs- 
fläche so  ab,  dass  sich  die  Lastvertheilung  jetzt  mehr  der  Ge- 
stalt der  gefundenen  elastischen  Linie  nähert  und  wiederholt 
das  Verfahren  für  diese  zweite  Annahme.  Die  üebereinstim- 
mung  zwischen  Belastungsfläche  und  zugehöriger  elastischer 
Linie  wird  jetzt  besser  werden  und  nach  mehrmaliger  Wieder- 
holung findet  man  mit  hinreichender  Genauigkeit  die  wirk- 
liche Druckvertheilung. 

Dieses  graphische  Verfahren  hat  den  Vortheil,  dass  es 
auch  dann  noch  bequem  anwendbar  bleibt,  wenn  der  Quer- 
schnitt nicht  constant  ist  (z.  B.  bei  eisernen  Querschwellen), 
da  man  auch  für  diesen  Fall  die  Gestalt  der  zu  einer  ange- 
nommenen Belastungsfiäche  gehörigen  elastischen  Linie  ohne 
Schwierigkeit  auf  graphischem  Wege  ermitteln  kann.  —  Eine 
Unterscheidung  zwischen  den  einzelnen  Aesten  der  elastischen 
Linie  braucht  hier  natürlich  nicht  gemacht  zu  werden,  da  es 
bei  dem  graphischen  Verfahren  ganz  gleichgültig  ist,  wenn 
irgendwo  ein  Sprung  in  dem  Werthe  des  dritten  Differential- 
quotienten von  y  auftritt. 

§  41.    Aufgaben  ähnlicher  Art. 

An  den  Bedingungen,  denen  der  Stab  unterworfen  ist, 
wird  nicht  viel  geändert,  wenn  er  nicht  gleichmässig  seiner 
ganzen  Länge  nach,  sondern  in  einzelnen  Punkten  unterstützt 
ist,  die  in  kleinen,  unter  sich  gleichen  Abständen  aufeinander 
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folgen.  Vorausaetzung  ist  nur,  dass  jede  dieser  Stützen  unter 
demselben  Drucke  um  gleich  viel  nachgibt.  Solche  Fälle 
kommen  öfters  vor.  Man  denke  sich  z,  B.  eine  Bröckencon- 
struction,  die  aus  einer  Anzahl  ziemlich  dicht  nebeneinander 
liegender  Hanptträger  gebildet  wird,  auf  die  sich  die  der 
ganzen  Briickenbreite  nach  durchlaufenden  Qnerti^er  stützen. 
Die  Vertheilung  des  Druckes  vom  Querträger,  wenn  dieser 
irgend  eine  Einzellast  (oder  auch  mehrere)  tragt,  auf  die  ein- 
zelnen Hauptträger  befolgt  dann  ungefähr  dasselbe  Gesetz, 
das  durch  die  in  §  39  gegebene  Lösung  dargestellt  wird. 

Ein  anderer  Fall  wird  durch  Abb,  53  ang^eben.  Dnrdi 
einen  Holzbalken  ist  ein  Loch  gebohrt,  durch  das  ein  Schrauben- 
bolzen gut  passend  gesteckt  ist.  Aussen 
greifen  zwei  Eisenlaschen  an,  die  durch 
den  Bolzen  mit  dem  Balken  yerbnnden 
sind  und  die  durch  dessen  Vermittelung 
eine  Belastung  auf  den  Balken  übertragen. 
Unter  dem  Einflüsse  der  Belastung  biegt 
sich  der  Bolzen  etwas;  dieser  Biegung 
widersetzt  sich  das  Holz  und  es  tritt  nun 
ein  Druck  des  Holzes  gegen  den  Bolzen 
auf,  der  in  der  Mitte  nach  abwarte  und 
an  den  Seiten  nach  aufwärts  gerichtet  ist. 
Mau  kann  auch  hier  i^herungsweiae  den 
Druck  proportional  der  Zusammendrücknng 
setzen,  die  das  Holz  an  der  betreffenden 
Stelle  erfährt.  Von  dem  Falle  der  Eisenbahnschwelle  in  der 
Bettung  weicht  der  hier  Torliegende  nur  insofern  ab,  als  dort 
nur  Druckkräfte  in  einer  Richtung,  hier  aber  auch  solche  in 
der  entgegengesetzten  Richtung  übertragen  werden  können. 
Gl.  (140)  gibt  aber  auch  in  diesem  Falle  ohne  Weiteres  die 
allgemeine  Gestalt  der  elastischen  Linie  und  damit  das  all- 
gemeine Gesetz  der  Druckübertr^ung  an.  Die  Constanten  C 
bestimmen  sich  aus  den  Bedingungen,  dass  an  beiden  Enden 
j\  gleich  Null  and  -iX  =  -^^  bezw.  gleich  —  -^-^  werden  muss. 
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Wenn  auf  einen  Mauerkörper  an  einer  Stelle  eine  grössere 
Last;  z.  B.  der  Auflagerdruck  eines  Brückenträgers  übertragen 
werden  soll,  muss  man  die  zunächst  ziemlich  concentrirt  auf- 
tretende Belastung  mit  Hülfe  einer  grossen  Eisenplatte  über 
eine  Mauerwerksfläche  vertheilen,  die  so  gross  ist,  dass  die 
Festigkeit  der  Steine  nirgends  überschritten  wird.  Auch  zur 
Abschätzung  des  Druckvertheilungsgesetzes  in  diesem  Falle 
geben  die  vorausgehenden  Betrachtungen  einen  Anhaltspunkt. 
Man  möchte  in  diesem  Falle  eine  möglichst  gleichmässige 
Druckvertheilung  herbeiführen.  Dazu  gehört  natürlich  in  erster 
Linie  eine  möglichst  genaue  ^  satte  Auflagerung  der  Platte, 
also  die  Erfüllung  der  Voraussetzung,  von  der  die  hier  durch- 
geführten Betrachtungen  ausgingen.  Ausserdem  wird  man  aber 
die  Druckvertheilung  um  so  mehr  der  gleichförmigen  nähern 
können,  je  stärker  man  das  Trägheitsmoment  des  Querschnitts 
der  Platte  namentlich  nach  der  Mitte  hin  wählt.  Ein  Fall 
dieser  Art  wird  in  einer  der  folgenden  Aufgaben  behandelt. 

Aufgaben. 

32,  Aufgabe.  Eine  Schiene^  die  hinreichend  lang  ist,  um  sie 
<üs  unendlich  lang  betrachten  zu  körmen,  ist  ihrer  ganzen  Länge 
nach  satt  auf  den  Erdboden  aufgelegt  und  wird  in  der  Mitte  durch 
eine  EinzeUast  P  belastet.  Nach  welchem  Gesetze  vertheiU  sich  der 
Druck  auf  den  Boden? 

Lösung.  Wir  legen  hier  besser  das  Coordinatensjstem  so, 
dass  die  Abscissen  x  von  der  belasteten  Stelle  aus  nach  rechts 
hin  zählen.  Dadurch  wird  an  der  Gültigkeit  der  GL  (135)  und 
(136)  und  der  daraus  folgenden  nichts  geändert.  Folglich  bleibt 
auch  Gl.  (140)  unmittelbar  anwendbar  und  es  handelt  sich  nur 
noch  um  die  Bestimmung  der  Litegrationsconstanten  aus  den  Greuz- 
bedinguDgen.   Für  a;=»oo  muss  y  verschwinden,  daher  müssen  die 

Constanten  C^  und  Cg  hier  gleich  Null  gesetzt  werden.    Für  x  =  0 

dv 
wird  femer  der  Symmetrie  wegen  3^^  =  0  und  daraus  folgt  C^  =  C^, 

Zunächst  bleibt  also  als  Gleichung  der  Curve 

y  =  C^^"'(cosax  -\-  siaax) 

und  für  die  Druckvertheiluug  hat  man  nach  Gl.  (138) 

p  =  ifcCg  e~"*(co8  ax  +  sin  cc^)- 
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Das  Gesetz,  nach  dem  sich  der  Druck  der  Länge  nach  yertheilt, 
ist  hiermit  schon  gegeben.  Man  erkennt  zunächst,  dass  p  auch 
negativ  wird,  nämlich  sobald  x  bis  über  den  Werth 

angewachsen  ist  und  weiterhin  wieder.    An  der  Stelle  a?  ==  —  ist 

der  Factor  e""*  auf  0,094  des  Werthes  1  an  der  Stelle  x  =  0 
gesunken  und  er  nimmt  dann  weiterhin  schnell  ab.  Wir  wollen 
annehmen,  dass  das  Gewicht  der  Schiene  hinreiche,  um  an  den 
Stellen,  wo  p  nach  der  Formel  negativ  wird,  ein  Abheben  der 
Schiene  von  dem  Boden  zu  verhindern  oder  auch,  dass  die  Schiene 
an  dem  Boden  befestigt  ist.  Wir  können  dann  die  vorher  abgeleitete 
Gleichung  überall  als  gültig  betrachten.  Der  unbekannte  constante 
Factor  kC^^  der  noch  darin  vorkommt,  hat  die  Bedeutung  des 
Druckes  Pq  an  der  Stelle  x  ==  0.  Um  diesen  zu  ermitteln ,  be- 
achten wir,  dass 

JpdX  •=   y 
0 

sein  muss.  Die  andere  Hälfte  der  Last  P  kommt  nämlich  auf  die 
nach  links  gelegene  Schienenhälfte.  Setzt  man  p  in  diese  Gleichung 
ein  und  integrirt,  so  wird 

OD  00  00 


lpdx=pQ  I  e—"*(cosaa;  +  sinaa;)da?=j>Q er^^cosccx 


0 

Demnach  wird 


oc 


aP 


während  a  durch  Gl.  (I4l)  bestimmt  ist.  Damit  kennt  man  den 
Druck  an  jeder  Stelle,  vorausgesetzt,  dass  die  Bettungsziffer  h, 
das  Trägheitsmoment  des  Schienenquerschnitts,  der  Elasticitäts- 
modul  ^  und  die  Last  P  gegeben  sind. 

33,  Aufgabe.  Eine  Stcmge  aus  Fhusseisen  von  80  cm  Länge 
und  quadratischem  Querschnitt  von  6  cm  Seite  liegt  satt  auf  dem  Erd- 
boden auf  und  trägt  in  der  Mitte  eine  Last  von  1000  kg.  Wie  gross 
ist  der  Drucke  den  die  Stange  in  der  Mitte  u/nd  an  den  Enden  auf 
den  Erdboden  ausübt  u/nd  wie  gross  ist  die  Beanspruchu/ng  des 
Eisens^  wenn  der  Boden  u/nter  einer  spedfischen  Belastung  von  1  hg 
pro  1  qcm  eine  elastische  Emsenhang  von  0^25  mm  erfährt? 

Lösung.    Für  den  linken  Ast  der  elastischen  Linie  benutzen 
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wir  wieder  Gl.  (140);  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  lassen 
wir  mit  dem  linken  Ende  der  Stange  zusammenfallen.  Wir  können 
dann  ohne  Weiteres  die  in  den  Gl.  (142)  und  (143)  ausgesprochenen 
Grenzbedingungen  benutzen.  Dazu  kommt,  dass  für  o; »»  a  «»  40  cm 

der   Symmetrie   wegen  j^  =  0   sein  muss.     Dies  liefert  die  Be- 

dingungsgleichung 

Ci  (w»i  —  Wg)  +  Ca  (wj  +  mg)  —  C3  (mg  +  m^)  +  C^(m^  _ wj =0. 

Hiermit  lassen  sich  die  übrigen  Constanten  C  in  einer  davon  aus- 
drücken. Um  dies  auch  numerisch  sofort  ausführen  zu  können, 
berechnen  wir  zunächst  a  nach  Gl.  (I4l).     Man  hat  hier 

kg 
und  für  Plusseisen  setzen  wir  E  =>  22  •  10^  — ^  •     Die  Constante 

k  ist  durch  Gl.  (138)  eingeführt;  ihre  Dimension  ist  hiemach  die 
einer  specifischen  Spannung.  Denken  wir  uns  auf  1  cm  Länge 
der  Stange  einen  specifischen  Druck  von  1  kg/cm^   übertragen,  so 

wirdp  =  — -  und  die  zugehörige  Einsenkung  y  nach  den  Angaben 

cm 

der  Aufgabe  gleich  0,25  mm,  daher  ist  ifc  =  ~  =  240  -^-  Für 
cc  hat  man  daher 


4 


a 


ke 
240-  ^ 


^ =  0,0224  •  cm-^ 


4. 22-  10*-^108cm 


cm* 


Für  aa  ergibt  sich  hieraus  aa  «=  0,896,  ferner 

e«a  =  2,450,  e-««  =  0,408,  cosaa  =  0,625,  sin  aa  =  0,781 

und  daher  auch 

mj  =  1,530,     ma  =  1,912,     m^  =  0,255,     m^  =  0,319. 

Die  Gleichungen  zwischen  den  Constanten  C  lauten  also  jetzt 

C,  =  0,;       C,  =  C,  +  2C,; 
—  0,382  Cj  +  3,442  C^  —  0,574  C^  —  0,064  C4  =  0  , 

aus  denen  folgt: 

Ci  =  4,73(74;     ^2  =  ^'^;     (78  =  2,73^^. 

Die  Gleichung  der  elastischen  Linie  schreibt  sich  daher  jetzt 
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d«y M_        __ 

dx*~       EG'^        ^ 

anschreiben,  in  der  d  eine  Constante  ist,  die  nnbestimmt  bleiben 
muss,  weil  keine  Angabe  aber  den  Proportionalitätsfactor  von  M 
und  &  gemacht  ist.     Durch  Integration  folgt 

dy 
Für  a?  *=  a  muss  ^  =  0  sein  und  daraus  folgt  JTj  «=  ca.     Man 

findet  also 

p  =  jcy  =:s  kK^  +  Y  (2öf^  —  ^*)- 

Das  Druckvertheilungsgesetz  ist  also  hier  genau  parabolisch;  für 
den  Druck  am  Ende  und  in  der  Mitte  hat  man 


i?o  =  ÄJÄi ;     pa  =  Ä^2  +  -T- 


und  daher  auch 

wie  bei  der  vorigen  Aufgabe;  daher  ist  auch  wie  dort 

Po  +  ^Pa  P 

3 ^  =  T 

und  hieraus  folgt 

—  Z.  _   c^g*  ir ?     _  ^ 

■^0  —  2a  3     '  2  —   2afc  3 

Wenn  c  und  Je  gegeben  sind;  kennt  man  hiermit  die  genaue  Ge- 
stalt der  elastischen  Linie.  Für  das  Biegungsmoment  im  Abstände 
X  vom  Ende  folgt: 


M  =j\x  -  u)pdu  =  ^'  +  (P,  -  Po) 


^ax^  —  x* 


12a 

0 

M 

und  hieraus  6  mit  Hülfe  der  Beziehung  &  =  -p-  •      Mit    S    ist 

auch  die  Höhe  des  Querschnitts  als  Function  von  x  bestimmt. 


Siebenter  Abschnitt. 

Die  Festigkeit  von  ebenen  Platten,  die  am  ganzen  Umfange 

nnterstfitzt  sind. 


§  42.     Genauere  Theorie  der  kreisförmigen  Platte  mit 

symmetrischer  Belastung. 

Als  Belastung  nehme  ich  hier  entweder  eine  Einzellast 
in  der  Mitte  oder  einen  gleichförmig  über  die  ganze  Fläche 
vertheilteD  Druck  an,  obschon  die  Aufgabe  in  ganz  gleicher 
Weise  auch  für  eine  andere  Lastvertheilung  gelöst  werden 
kann,  wenn  diese  nur  symmetrisch  ist,  d.  h.  wenn  sie  in 
gleichen  Abständen  von  der  Mitte  ringsum  gleich  ist.  Für 
andere  Lastvertheilungen  wird  die  Rechnung  zu  verwickelt; 
man  ist  dann  in  der  Praxis  auf  eine  Schätzung  angewiesen. 
Glücklicherweise  kommen  aber  die  Fälle  der  symmetrischen 
Lastvertheilung  weitaus  am  häufigsten  vor. 

Femer  setze  ich  voraus,  dass  auch  die  Stützung  der  Platte 
am  Rande  überall  in  der  gleichen  Weise  erfolgt  und  zwar 
entweder  so,  dass  die  Platte  am  Rande  eingeklemmt  ist,  oder 
so,  dass  sie  frei  aufliegt.  Der  letzte  Fall  ist  im  Gegensatze 
zur  Biegungstheorie  des  Balkens  schwieriger  zu  behandeln,  als 
der  andere.  Bei  der  frei  aufliegenden  Platte  betheiligen  sich 
nämUch  auch  die  über  den  Auflagerkreis  hinausreichenden 
Theile  der  Platte  an  der  Kraftübertragung  und  es  ist  daher 
keineswegs  gleichgültig,  um  wie  viel  die  Platte  übersteht.  Ich 
werde  indessen  annehmen,   dass  sie  nur  wenig  übersteht,   so 
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dass  die  Spannungen  in  dem  überstehenden  Theile  unberück- 
sichtigt bleiben  können. 

Von  Tornlxerein  ist  klar,  daas  die  Untersuchung  in  einer 
gewissen  Verwandtschaft  mit  der  Biegungstheorie  des  Balkens 
steht  nnd  in  der  That  lehnt  sich  die  Betrachtung  im  grossen 
Ganzen  an  die  dort  durchgeführte  an.  An  die  Stelle  der  ela- 
stischen Linie  tritt  hier  die  elastische  Fläche,  in  die  die  Mittel- 
ebene der  Platte  (so  soll  die  in  der  halben  Plattendicke 
parallel  zu  den  Grenzflächen  gezogene  Ebene,  genannt  werden) 
durch  die  Formänderung  übergeführt  wird.  Wie  früher  beim 
Balken  nehmen  wir  an,  dass  die  Ordinaten  y  der  elastischen 
Fläche,  von  der  ursprünglichen  Lage  der  Mittelebene  an  ge- 
rechnet, klein  bleiben.  Der  Symmetrie  wegen  hängt  y  nur 
von  dem  Abstände  x  von  der  Symmetrieaxe  (d.  h.  von  der  im 
Mittelpunkte  der  Mittelebene  zu  dieser  errichteten  Senkrechten) 
ab;  die  elastische  Fläche  ist  also  eine  ümdrehungsfläche. 
Dann  sollen  auch  die  etwa  parallel  zur  Mittelebene  auftretenden 
elastischen  Verschiebungen  von  Punkten  der  Mittelebene  gegen- 
über den  Ordinaten  y  vernachlässigt  werden,  wie  es  schon 
beim  Balken  geschehen  ist. 

Auch  eine  Voraussetzung  über  die  besondere  Art  der 
Formänderung,  die  der  Bemouilli'schen  Annahme,  dass  die 
Querschnitte  des  Balkens  bei  der  Biegung  eben  bleiben,  ent- 
spricht, ist  hier  erforderlich.  Wir  setzen  als  hinreichend 
genau  zutreffend  voraus,  dass  alle  Punkte  der  Platte,  die  vorher 
auf  einer  zur  Mittelebene  senkrecht  gezogenen  Graden  lagen, 
auch  nach  der  Formänderung  noch  auf  einer  Graden  liegen, 
die  der  Symmetrie  wegen  die  Symmetrieaxe  der  Platte  schneiden 
muss  (wenn  sie  nicht  parallel  zu  ihr  bleibt).  Ein  lingförmig 
um  die  Symmetrieaxe  gezogener  cylindrischer  Schnitt,  der 
etwa  dem  Querschnitte  beim  Balken  entspricht,  soll  also  durch 
die  Formänderung  nur  in  eine  Kegelfläche  übergehen  können. 

Nach  diesen  Festsetzungen  müssen  wir,  wie  es  früher  beim 
Balken  geschehen  ist,  zunächst  einen  Ausdruck  für  die  speci- 
fischen  Längenänderungen  aufstellen,  die  bei  der  Formänderung 
eintreten,   und   daraus  einen  Schluss  über  die  Spannungsver- 
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theilung  ziehen.  In  einem  Punkte,  der  den  Abstand  x  von 
der  Symmetrieaxe  und  den  Abstand  z  von  der  Mittelebene  hat 
(vgl.  Abb.  54)  treten  Dehnungen  in  tangentialer  und  in  radialer 
Kichtung  auf,  die  wir  mit  «<  und  Sr  bezeichnen.  Der  durch 
den  Punkt  gehende  Kreis  vom  Radius  x  hat  sich  nämlich 
wegen  der  Neigung  %  die  die  Normale  zur  elastischen  Fläche 
gegen  die  Symmetrieaxe  angenommen  hat,  um  den  Betrag  ^q) 


■  « 


Abb.  54. 


vergrössert.    Der  Neigungswinkel  (p  wird  als  hinreichend  klein 

vorausgesetzt,   um  den  Bogen  an  Stelle  des  Sinus  nehmen  zu 

können.     In   demselben  Verhältnisse    wie    der  Radius   wächst 

auch    der   Umfang   eines   Kreises    und   hierdurch    kommt    die 

specifische   Dehnung   St   in   tangentialer  Richtung   zu  Stande. 

Man  hat  daher  «„ 

5<  =  ^.  (147) 


Um  die  Dehnung  in  radialer  Richtung  zu  ermitteln,  ziehe 
ich  im  Abstände  dx  eine  zweite  Normale  zur  elastischen  Fläche. 
Der  Winkel  zwischen  beiden  Normalen  ist  mit  dq)  zu  be- 
zeichnen. Die  durch  den  Punkt  z  gehende  Faser  ist  zwischen 
beiden  Normalen  um  zdtp  länger  geworden,  als  die  Faser  in 
der  Mittelebene,    die  unverändert  blieb.     Die  specifische  Deh- 

Föppl,  Festigkeitslehre.  17 
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nung  £r  folgt  daraus   darcb  Division  mit  der  ursprünglichen 
Länge  dx,  also  ^^^  ^^^^ 


"'*         dx 

Dieser  letzte  Ausdruck  entspricht  genau  dem  früher  für 
den  Balken  festgestellten;  dagegen  kommt  bei  der  Platte  die 
Dehnung  St  hinzu,  die  beim  Balken  gleichgültig  blieb.  Es 
treten  daher  hier  neben  den  Spannungen  in  radialer  Richtung 
6r  (entsprechend  den  Biegungsspaunungen  des  Balkens)  auch 
noch  solche  in  tangentialer  Richtung  6t  auf,  die  mit  den  Deh- 
nungen nach  dem  Elasticitätsgesetze  durch  die  Gleichungen 

zusammenhängen.     Durch  Auflosen  dieser  Gleichungen  nach 
öt  und  6r  erhält  man 

AVI     Tw  A%1      §4 

oder  nach  EinfQbrung  der  Werthe  für  die  Dehnungen  aas  den 
Gleichungen  (147)  und  (148) 

Die  Spannungsvertheilung  längs  einer  Normalen,  sowohl 
die  von  6r  als  die  von  6t ,  befolgt  daher  ein  lineares  Gesetz; 
die  Spannungen  sind  den  Abständen  von  der  Mittelebene  pro- 
portional. 

Nachdem  diese  Ausdrücke  für  die  Spannungen  ermittelt 
sind,  müssen  wir  das  Gleichgewicht  eines  Plattenelementes 
untersuchen.  Zu  diesem  Zwecke  denke  ich  mir  durch  die 
Symmetrieaxe  zwei  Meridianebenen  gelegt,  die  einen  beliebigen 
unendlich  kleinen  Winkel  da  miteinander  bilden;  von  der 
Formänderung  bleibt  dieser  unberührt.  Zwischen  beiden  Ebenen 
lege  ich  femer  zwei  cylindrische  Schnitte  mit  den  Radien  x 
und  X  +  dx.  Hierdurch  wird  das  in  Abb.  55  in  Aufriss  und 
Grundriss  gezeichnete  Plattenelement  abgegrenzt.  An  den  vier 
Schnittflächen  treten  zunächst  die  Spannungen  6r  und  6t  auf^ 
die  sich  an  jeder  Schnittfläche  zu  einem  Kräftepaare  zusammen- 


§  42.    Genanere  Theorie  der  kreisförmigen  Platte  etc. 


259 


h 


'f*. 


<fr 


^r 


da 
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Abb.  55. 


setzen  lassen.  Ausserdem  kommen  aber  an  den  cylindrischen 
Schnittflächen  noch  die  Schubspannungen  r  vor,  durch  die  die 
Last  im  mittleren  Theile  der  Platte  nach  dem  Auflager  über- 
tragen wird.  Wir  haben 
eine  Gleichung  aufzu- 
stellen, durch  die  die  Be- 
dingung für  das  Gleich- 
gewicht aller  dieser 
Kräfte  an  dem  Platten- 
elemente zum  Ausdrucke 
gebracht  wird. 

Zunächst  fasse  ich 
die  Spannungen  0t  in's 
Auge.  Zu  jedem  Flächen- 
elemente dF  des  einen 
Meridianschnitts  gehört 
ein  Flächenelement  des 
anderen,  in  dem  die  Span- 
nung   6t    ebenso    gross 

und  entgegengesetzt  gerichtet  ist.  Die  Richtungslinie  beider 
Kräfte  OtdF  schneiden  sich  in  der  Symmetriebene  des  Platten- 
elementes und*  ich  will  mir  beide  an  diesem  Angriffspunkte 
zu  einer  Resultirenden  vereinigt  denken.  Diese  fällt  selbst  in 
die  Symmetrieebene  und  sie  hat  die  Grösse  6tdF»da,  In  der 
Symmetrieebene  lassen  sich  alle  die  Kräfte,  die  zu  den  ver- 
schiedenen Flächenelementen  dF  eines  Meridianschnitts  ge- 
hören, zu  einem  resultirenden  Kräftepaare  vereinigen,  dessen 
Moment  leicht  festgestellt  werden  kann.  Für  einen  auf  der 
Mittelebene  gelegenen  Momentenpunkt  hat  nämlich  die  Kraft 
ötdFda  das  Moment  6tzdFda  und  im  Ganzen  ist  daher,  mit 
Berücksichtigung  von  Gl.  (150) 

Mom.  der  iSt  «=  da  j  6tßdF==da-^^^\m  ~  +  ^|j  j  is^dF. 

Das  hier  noch  vorkommende  Integral  ist  das  Trägheitsmoment 
der  Meridianschnittfläche  und  daher 

17* 
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1  A 


Damit  erhalten  wir  schliesslich 

Mom.  der  6t  =  -^ — r  •  ts  (*w  —  +  3^ )  ^^  ^«-  (151) 

in*  —  1     12  \      X     *    dxJ  ^       ^ 

Hier  muss  noch  eine  Bemerkung  über  das  Vorzeichen  beige- 
fügt werden.  Die  Ordinaten  z  rechnete  ich  nach  abwärts  positiv. 

Wenn  cp  und  ^  positiv  sind,   treten  im  unteren  Theile  Zug- 

a  X 

Spannungen  0t  auf  und  die  Resultirende  solcher  Zugspannungen 
in  beiden  Meridianschnitten  hat  in  der  Symmetrieebene  des 
Plattenelementes  den  Pfeil  nach  der  Plattenmitte  hin  gerichtet, 
wie  er  in  Abb.  55  eingetragen  ist.  Oben,  d.  h.  bei  negativem 
0y  kehren  sich  die  Richtungen  um  und  das  aus  den  Spannungen 
Ot  resultirenden  Kräftepaar  sucht  das  Plattenelement  entgegen- 
gesetzt dem  Uhrzeigersinn  zu  drehen.  Daher  ist  der  in  Gl. 
(151)  festgestellte  Werth  des  Moments  später  mit  negativem 
Vorzeichen  in  die  Momentengleichung  einzuführen. 

Jetzt  komme  ich  zu  den  Spannungen  ör-  In  der  Schnitt- 
fläche, die  zum  Radius  x  gehört,  bilden  die  Spannungen  6r 
ein  Eräftepaar,  dessen  Moment  sich  mit  -Siücksicht  auf 
Gl.  (150)  zu 

berechnet.  Das  Integral  ist  das  Trägheitsmoment  eines  Recht- 
ecks von  der  Breite  xda  und  der  Höhe  Ä;  der  vorige  Aus- 
druck geht  daher  über  in 


mE      h^  I       dm    .      \  7 


Dazu  kommt  das  Kräftepaar  der  Spannungen  6r  an  der  gegen- 
über liegenden  Schnittfläche,  das  den  entgegengesetzten  Dreh- 
sinn hat.  Es  kommt  also  nur  auf  den  Unterschied  zwischen 
beiden  Momenten  an.  Dieser  Unterschied  ist  das  Differential 
des  vorausgehenden  Ausdrucks,  das  einem  Anwachsen  des  Ab- 
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Standes  x  um  dx  entspricht.    Durch  Ausführung  der  Differen- 
tiation finden  wir 

Mom.  aUer  ff,  =  ^^^  .  *!  (^a;  |^  +  m  g  +  ^)da;<i«.(152) 

In  Bezug  auf  das  Vorzeichen  ist  zu  bemerken,   dass  bei 

positivem  g?  und  ^  die  Spannungen  6r  in  der  unteren  Hälfte 

Zugspannungen  sind  und  dass  das  Eräftepaar  im  Schnitte  x 
daher  entgegengesetzt  dem  Uhrzeigersinne  dreht.  Im  Schnitte 
X  -{-  dx  dreht  es  also  im  Uhrzeigersinne.  Wenn  das  vorher 
berechnete  Differential  positiv  ist,  gibt  es  demnach  ein  im 
positiven  Sinne  drehendes  Moment  an,  d.  h.  Mom.  aller  6r  ist 
ohne  Vorzeichenwechsel  in  die  Momentengleichung  einzuführen. 
Endlich  führen  auch  noch  die  Schubspannungen  zu  einem 
Kräftepaare,  dessen  Moment  berechnet  werden  muss.  Hier 
müssen  wir  nun  eine  nähere  Bestimmung  darüber  treffen,  für 
welche  Belastung  die  Rechnung  weiter  durchgeführt  werden 
soll,  während  alle  vorausgehenden  Betrachtungen  bei  jeder 
symmetrisch  vertheilten  Belastung  in  Gültigkeit  bleiben.  Wir 
wollen  jetzt  annehmen,  dass  die  Belastung  in  einem  gleich- 
formig  über  die  Fläche  der  Platte  vertheilten  Drucke  jp  auf 
die  Flächeneinheit  bestehe.  Dieser  Fall  liegt  z.  B,  vor,  wenn 
ein  Cylinderdeckel  einem  Flüssigkeitsdrucke  ausgesetzt  ist.  — 
Zur  Berechnung  der  übertragenen  Scheerkraft  denken  wir  uns 
einen  ringförmigen  Schnitt  mit  dem  Halbmesser  x  geführt. 
Der  dadurch  nach  Innen  hin  abgegrenzte  Theil  der  Platte 
trägt  dann  eine  Belastung  von  der  Grösse 

nx^p 

und  ihr  muss  durch  die  Scheerkräfte  im  Ringschnitte  das 
Gleichgewicht  gehalten  werden.  Auf  den  zwischen  die  beiden 
Meridianschnitte  mit  dem  Centriwinkel  da  fallenden  Theil  des 

doc 

Ringschnittes  kommt  davon  der  Bruchtheil  — ,  so  dass  also 
an  dem  Plattenelemente  im  Schnitte  x  die  Scheerkraft 
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übertragen  wird.  Im  Schnitte  x  •\'  dx  ist  die  übertragene 
Scheerkraft  um  ein  Differential  grösser^  so  dass  der  Unter- 
schied der  auf  das  Plattenelement  selbst  kommenden  Belastung 
entspricht.  Bei  Feststellung  des  Momentes  kommt  es  aber 
auf  diesen  von  höherer  Ordnung  unendlich  kleinen  Unterschied 
nicht  an  und  wir  haben 

Mom.  der  r  =  ^^dadx,  (153) 

Das  Vorzeichen  dieses  Momentes  ist;  wie  schon  ein  Blick 
auf  Abb.  55  lehrt,  positiv. 

Das  Gleichgewicht  des  Plattenelementes  gegen  Drehung 
erfordert,  dass  die  algebraische  Summe  aller  dieser  Momente 
gleich  Null  ist,  also 

Mom.  der  6t  +  Mom.  aller  6r  +  Mom.  der  r  ==  0 , 

oder  wenn  wir  die  dafür  berechneten  Werthe  einführen   und 
zugleich  auf  die  Bemerkungen  über  die  Vorzeichen  achten, 

mE       Ä*  /      qp     ,    dw\    ,       mE       Ä' /        d*<p    ,         dop    ,    da>\ 


m'  —  1     12 


+  ^  =  0. 


Die  gemeinsamen  Faktoren  du  und  dx  sind  hier  schon  fort- 
gehoben.     Die  Gleichung  vereinfacht  sich  weiter  zu 

m^E  h^  (    d^cp    .    dcp         <p\    •    T'a;* ^ 

,;^«zrTi2 \^ dx^"^  dx~'x)  "^  ~2         ^' 

Zur  Abkürzung  beim  Anschreiben  der  folgenden  Formeln 

setzen  wir  6  (m»  —  i)  ,. .  . . 

^=-m^Ef?-P'  (154) 

so  dass   also   N  einen  constanten  Werth   bezeichnet,    der  als 
gegeben  zu  betrachten  ist.     Die  vorige  Gleichung  geht  dann 

über  in  ^a^  dm 

**y  +  *§|-9'  +  ^*'=0.  (165) 

Man  kennt  die  allgemeine  Lösung  dieser  Differentialgleichung; 
sie  lautet 

9,  =  -^ar'  +  Ba;  +  |,  (156) 
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worin  B  und  C  die  beiden  willkürlichen  Integrationsconstanten 
sind.  Durch  Einsetzen  des  angegebenen  Ausdrucks  in  61.  (155) 
überzeugt  man  sich  leicht,  dass  er  diese  Gleichung  befriedigt, 
und  dass  er  die  allgemeinste  Lösung  bildet  folgt  daraus,  dass 
er  zwei  unbestimmte  Gonstanten  umfasst. 

Zur  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  aus  den  Grenz- 
bedingungen dient  zunächst  die  Bemerkung^  dass  (p  für  rr «» 0 
verschwinden  muss.  Daher  ist  C  ==  0  zu  setzen.  Die  Con- 
stante  B  hängt  von  der  Bedingung  ab,  der  die  Platte  am  Rande 
unterworfen  ist.  Wir  wollen  zunächst  annehmen^  dass  die  Platte 
eingespannt  sei,  dass  also  die  elastische  Fläche  längs  des  Kreises 
o;  SS  r  von  der  horizontalen  Ebene,  mit  der  die  Mittellinie  ur- 
sprünglich zusammenfiel,  berührt  wird.  Dann  muss  q)  auch  für 
X  =  r  verschwinden  und  aus 

0  =  —  ~r«  +  Br 

o 

folgt  JB  =  —  r^.     Wir  kennen  jetzt  (p  vollständig,  nämlich 

9  =  f  (t^o;  -  rr»)  =  '-^ri^P  (r^x  -  ^).        (157) 

Nach  den  Gl.  (147)  und  (148)  findet  man  hiermit  auch  die 
elastischen  Dehnungen  und  damit  die  Beanspruchung  des 
Materials.     Durch  Einsetzen  erhält  man 

e,=,^(r^-x')z-     sr  =  j(f-3x')z.  (158) 

In  der  Mitte   der  Platte,   also   für  x  =  0,  werden  Sr   und  €t 

N 
einander  gleich   und  zwar  gleich  -ö-^*^*     T>ie3  war   auch  von 

vornherein  zu  erwarten,  denn  dieselbe  Dehnung,  die  für  einen 
Meridianschnitt  als  St  zu  bezeichnen  ist,  d.  h.  die  zu  dieser 
Meridianebene  senkrecht  steht,  gilt  hier  für  einen  anderen 
Meridianschnitt,  der  in  der  Richtung  der  Dehnung  gelegt  ist, 

als  fr-    Nach  aussen  zu  (bei  wachsendem  x)  nehmen  sowohl  St 

N 
als  £r  ab;  am  Rande  wird  6t  zu  Null  und  Sr  =  — ~r^^^)  ^^o 

dem  Absolutbetrage  nach  doppelt  so  gross  als  in  der  Mitte.  Am 
Rande  tritt  also  die  grösste  Beanspruchung  des  Materials  auf; 
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man  bat  zu  erwarten^  dass  der  Bruch  der  Platte  durch  die 
Bildung  eines  ringförmigen  Bisses  längs  des  Auflagers  ein- 
geleitet wird.  Die  reducirte  Spannung,  die  als  Maass  für  die 
Beanspruchung  des  Materials  zu  betrachten  ist,  erhält  man  aus 

€r,  nachdem  darin  x  =  r  und  ^  =  y  gesetzt  ist,   durch  Mul- 

tiplication  mit  dem  Elasticitätsmodul  E,  also 

(Jred  =-B^f-  •  Y  =    \^,      •  j^P  =  0,68i)^fiirm  =  y.(159) 

Die  Spannungen  6t  und  0r  kaim  man  nach  den  Gl.  (149) 
oder  (150)  ebenfalls  sofort  anschreiben,  nachdem  (p,  bezw.  die 
Dehnungen  St  und  er  ermittelt  sind.  Es  hat  aber  kaum  einen 
Zweck,  da  die  ganze  Untersuchung  nur  auf  die  Ermittelung 
der  Beanspruchung  des  Materials  hinausläuft  und  diese  durch 
öied  schon  angegeben  wird. 

Nur  die  Frage  nach  der  Gestalt  der  elastischen  Fläche 
bleibt  jetzt  noch  zu  beantworten.  Dazu  bemerke  ich,  dass  q) 
zugleich  den  Neigungswinkel  angibt,  den  die  Tangente  an  die 
Meridianlinie  der  elastischen  Fläche  mit  der  Richtung  der 
X-Axe  bildet.  Mit  Rücksicht  auf  die  aus  Abb.  54  einzu- 
sehenden Festsetzungen  über  die  positiven  Richtungen  hat  man 
daher  ^y 

dx  =  -  *g9'- 

Da  der  Winkel  qp  klein  ist,  kann  an  Stelle  der  Tangente 
auch  der  Winkel  selbst  gesetzt  werden;  mit  Rücksicht  auf 
Gl.  (157)  hat  man  daher 

g=,|(,s_,.^).  (160) 

Durch  Integration  erhält  man  daraus 


JS  fx*  8  a;*\    ,    ^ 


und  die  Integrationsconstante  C  bestimmt  sich  aus  der  Be- 
dingung, dass  tuT  X  =  r  die  Einsenkung  y  zu  Null  werden 
muss.     Dies  liefert 

^ 32" 
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und  daher  schliesslich 

y = |(*'  -  2»-'^  +  ^)  =  !(**  -  ^f      (161) 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Einsenkung,   die  die  Platte 

in   der  Mitte  erfährt,   also   die  Ordinate  y  für  x  =  0.    Wir 

wollen  sie,  wie  früher  beim  Balken,  den  Biegungsfeil  f  nennen 

und  erhalten 

/•«  ^ 
'  32   ' 

Nach  Einsetzen  des  Werthes  von   N  aus   Gl.  (154)   und  mit 
in  =  — -  geht  dies  über  in 


§  43.   Fortsetzung  für  den  Fall  einer  Einzellast  P  in  der  Mitte. 

Die  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  bleiben 
gültig  bis  nach  61.  (152).  Die  Scheerkraft,  die  in  einem  ring- 
förmigen Schnitte  übertragen  wird,  ist  aber  hier  gleich  P  und 
auf  den  zu  dem  Plattenelemente  gehörigen  Theil  dieses  Schnittes 

kommt  davon  Pr— •    Für  das  Moment   des   aus   den  Scheer- 

Spannungen  gebildeten  Eräftepaars  hat  man  daher 

P 

Mom.  der  r  =  —dccdx  (163) 

an  Stelle  von  Gl.  (153).  Die  Momenten  gleichung,  die  die  Be- 
dingung für  das  Gleichgewicht  des  Plattenelementes  gegen 
Drehen  ausspricht,  lautet  daher  hier 

"^^      ^'  (m^A-^)-^    ^^    .^(nix^-^4-  ni^A-^) 


m^  -  1    12 


+  —  =  0, 


■woraus  man,    wie  früher,  nach  Einführung  der  abkürzenden 
Bezeichnung  6(m«~i)P  ..n.. 

für  fp  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
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^S  +  *ä|-9'+«^  =  0  (165) 

erhält.  Auch  die  allgemeine  Lösung  dieser  Differentialgleichung 
ist  bekannt;  sie  lautet 

9 ^x\gx  +  Bx  +  §,  (166) 

wie  man  sich  durch  Einsetzen  leicht  überzeugt.  Die  Integra- 
tionsconstante  C  muss  wieder  gleich  Null  gesetzt  werden,  da- 
mit q)  in  der  Mitte  zu  Null  wird  und  fiir  B  erhält  man,  falls 
die   Platte    am  Bande    eingespannt    ist,    aus   der  Bedingung 

w  =  0  iür  X  =  r  o 

5  =  flgr. 

Damit  geht  Gl.  (166)  über  in 

9=.|a;lg^.  (167) 

Aus  den  Gl.  (147)  und  (148)  erhält  man  für  die  speci- 
fischen  Dehnungen 

Für  a?  «=»  0  werden  diese  Ausdrücke  unendlich  gross,  d.  h. 
die  Platte  müsste  zerbrechen,  wenn  es  möglich  wäre,  den 
Druck  P  in  einem  einzigen  Punkte  zu  concentriren,  wie  es  bei 
Ableitung  der  Formeln  vorausgesetzt  war.  In  Wirklichkeit 
wird  sich  aber  die  Belastung  immer  auf  einer  kleinen  Fläche 
vertheilen  und  die  Gl.  (168)  sind  daher  zur  Berechnung  der 
Beanspruchung  des  Materials  in  der  Mitte  unbrauchbar.  Für 
das  Verhalten  der  Platte  am  Bande  ist  es  dagegen  gleich- 
gültig, ob  die  Last  genau  oder  nur  angenähert  in  der  Mitte 
concentrirt  ist;  wir  können  also  die  Formeln  zur  Berech- 
nung der  Beanspruchung  am  Umfange  benutzen.     Mit  x  =  r 

erhalten  wir  €t  =  0  und  f^  =  —  y  ^,  also  ist  dort  mit  0=  -^ 
und  m  =  -r- 

o 

«^-o  =  -^-Ä^  =  0.43si-  (169) 
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Die  Beanspruchung  am  Rande  ist  also  ganz  unabhängig  vom 
ßadius  der  Platte. 

Um  über  die  thatsächlich  in  der  Mitte  zu  erwartende  Be- 
anspruchung des  Materials  in*s  Klare  zu  kommen^  nehmen  wir 
an,  dass  sich  die  Last  P  über  einen  kleinen  Kreis  vom  Halb- 
messer a  gleichförmig  vertheile.  Die  Meridianlinie  der  elasti- 
schen Fläche  setzt  sich  aus  zwei  Aesten  zusammen,  von  denen 
der  eine  von  a?  ^=  0  bis  x  =  a  reicht  und  der  Gl.  (156)  ent- 
spricht, während  für  den  anderen  von  x  =  a  bis  2;=  r  Gl. 
(166)  gilt.    Für  den  ersten  Ast  hat  man  also 

9  =  —  -r-  a^  -|-  Bx 

und  für  den  zweisten  Ast,  wenn  man  jetzt  die  Integrations- 
constanten  mit  anderen  Buchstaben  bezeichnet, 

O  F 

y  =  _  l-irlg^c  +  jDa;  +  - . 

Beide  Aeste  müssen  sich  ohne  Knick  aneinanderschliessen; 
zwischen  den  Constanten  B,  D,  F  besteht  daher  die  erste  der 
beiden  Gleichungen 

-f  a»  +  £a  =  -  |alga  +  I?«  +|, 

-  —  a^  +  B    »-Xlga-f +  i)-^. 

Die  zweite  Gleichung  folgt  daraus,  dass  zu  beiden  Seiten  des 
ringförmigen  Schnittes  x  =  a  die  Spannung  6r  nach  dem  Ge- 
setze der  Action  und  Reaction  von  gleicher  Grösse  sein  muss. 

Dazu  gehört  aber  nach  Gl.  (150),   dass  auch  ^  an  der  An- 
schlussstelle für  beide  Aeste  gleich  gross  ist. 
Man  erhält  durch  Auflösen  nach  F  und  D 


a« 


F=^\{Na^-2Q), 


8 


^  =  -B  —  -4-  +  T  +  ylg«- 
Dann  muss  noch  beim  zweiten  Aste  9  »=  0  sein  für  x  ^=r,  also 

0  =  — -f  rlgr-|-Dr  +  ~. 
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Setzt  man  hier  die  Werthe  von  F  und  B  ein  nnd  lost  dann 
die  Gleichung  nacb  B  auf,  so  erhält  man 

Nun  ist  noch  auf  die  Beziehung  zu  achten,  die  hier  zwischen 
A"  und  Q  besteht.    Der  Ausdruck  N  in  Gl.  (154)  geht  hier, 

weil  t)  ==»  — i  zu  setzen  ist,  über  in 

6(m«-  1)       F^ 

imd  der  Vergleich  "mit  dem  Ausdrucke  Q  in  61.  (164),  der 
hier  keine  Aenderung  erleidet,  zeigt,  dass 

ist.    Für  die  Integrationsconstante  B  hat  man  daher  auch 

J5=»|(41g^  +  :i)  (170) 

und  schliesslich  für  den  ersten  Ast  (von  a;  =  0  bis  x  =  ä) 

9,  =  f^(41g^  +  ^-g).  (171) 

Damit  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  auch  die  Dehnungen 
und  die  Beanspruchung  des  Materials  in  dem  kleinen  Mittel- 
stück anzugeben.    Nach  den  Gl.  (147)  und  (148)  wird  nämlich 


(172) 


Beide  Dehnungen  nehmen  den  grossten  und  zwischen  beiden 
übereinstimmenden  Werth  an  der  Stelle  a;  =  0  an.  Die  redu- 
cirte  Spannung  in  der  Mitte  ist  daher 


.^-^.(41g^  +  ^) 


oder  nach  Einführung  des  Werthes  yon  Q   und   mit  0  «=>  — 


3  (m»  -  1)  PI.,     r         o'\ 
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Bas  letzte  Glied  in  der  Elammer  kann  gegen  das  erste  ver- 
nachlässigt werden ;   wenn  a   in  der  That  klein  gegen  r  ist; 

hiermit  und  nach  Einführung  von  w  =  y  wird 

<yred«0,43|lg^.  (173) 

Mit  der  Spannung  am  Rande  würde  dies  übereinstimmen,  wenn 
r  =  2,718 «-a  wäre;  wenn  a  kleiner  ist,  wird  aber  das  Mate- 
rial am  meisten  in  der  Mitte  beansprucht.  Für  a  =  0,1  r 
z.  B.  wird  p 

und  für  a  =  0,01  r 

p 

^red  =  1,98  j^  • 

Man  sieht  daraus,  dass  die  Beanspruchung  allerdings  erheblich 
zunimmt,  wenn  sich  die  Last  mehr  concentrirt,  dass  aber  ein 
Unendlichwerden,  wie  es  nach  den  Gl.  (168)  zu  erwarten  ge- 
wesen wäre,  in  Wirklichkeit  nicht  zu  befürchten  ist.  Auf  be- 
sondere Zuverlässigkeit  können  übrigens  die  zuletzt  angeschrie- 
benen Formeln  keinen  Anspruch  machen,  weil  in  der  Nähe 
der  Lastangriffsstelle  noch  locale  Wirkungen  und  infolgedessen 
Abweichungen  von  den  sonst  hinreichend  genau  zutreffenden 
Annahmen  über  die  Formänderung  und  die  Spannungsverthei- 
lung  hinzutreten,  die  in  der  Theorie  nicht  berücksichtigt  sind. 
Die  Formeln  sollen  vielmehr  nur  ein  ungefähres  Bild  von  der 
Beanspruchung  geben,  die  man  etwa  zu  erwarten  hat. 

Schliesslich  sei  noch  die  Gestalt  der  elastischen  Fläche 
und  der  Biegungspfeil  für  diesen  Belastungsfall  ermittelt. 
Dabei  ist  es  nicht  nöfchig,  den  inneren  Ast  der  Meridianlinie 
besonders  zu  berücksichtigen,  da  das  Gesetz  der  Meridianlinie 
längs  dieses  kleinen  Abschnitts  nicht  von  merklichem  Ein- 
flüsse auf  den  Biegungspfeil  sein  kann.  Aus  Gl.  (167)  schliessen 
wir,  wie  im  vorigen  Paragraphen 

Durch  Integration  folgt  daraus 

y^.^Qflgr  +  ^lgx-^  +  a  (175) 
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Die  Integrationsconstante  bestimmt  sich  durch  die  Bedingung^ 
dass  y  am  Rande  verschwinden  muss.     Daraus  folgt 

und  man  hat 

Diese  Gleichung  lassen  wir  aus  dem  vorher  angegebenen  Grunde 
bis  zur  Mitte  hin  gelten.  Für  a;  =  0  nimmt  das  zweite  Glied 
der  rechten  Seite  die  unbestimmte  Form  0  •  oo  an;  der  rich- 
tige Werth  ist  aber,  wie  man  leicht  einsieht,  Null,  denn  ein 
Logarithmus  wächst  viel  langsamer  als  der  Numerus,  zu  dem 
er  gehört.  Darum  wird  schon  fl;lgic  zu  Null  für  a?  «=  0  und 
x^  Igx  umsomehr.  Für  den  Biegungspfeil  f  erhalten  wir  dem- 
nach aus  GL  (176) 

wenn  m  =  —  gesetzt  wird.    Der  Vergleich  von  Gl.  (177)  mit 

Gl.  (162)  lehrt,  dass  der  Biegungspfeil  viermal  so  gross  wird, 
wenn  die  Last  P  in  der  Mitte  concentrirt  ist,  als  wenn  sie 
sich  gleichmässig  über  die  ganze  Fläche  der  Platte  vertheilt. 


§  44.    Fortsetzxing  für  den  Fall,  dass  die  Platte  am  Bande 

frei  aufliegt. 

Für  den  Fall  einer  gleichförmig  vertheilten  Belastung 
bleiben  hier  alle  Betrachtungen  von  §  42  bis  nach  Gl.  (.156) 
gültig.  Die  Integrationsconstante  C  von  Gl.  (156)  ist /auch 
hier  gleich  Null  zu  setzen;  dagegen  nimmt  die  Litegrrritions- 
constante  JS  in 

(p  =  --^x'  +  Bx  *  (178) 

einen  anderen  Werth  an  als  dort.  Vorausgesetzt,  dass  dif  3  Platte 
am  Rande  nur  knapp  übersteht,  muss  dort  6r  zu  Null  10  werden 
und  diese  Bedingung  gestattet  uns,  B  zu  ermitte^  in.  Im 
anderen  Falle,   wenn  die  Platte  um   ein  grösseres  Stü    ck  über 
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den  Auflagerkreis  hinausreicht,  muss  noch  der  äussere  Ast  der 
Meridiancurve  der  elastischen  Fläche  näher  untersucht  und  zu- 
letzt die  Bedingung  eingeführt  werden,  dass  am  Rande  der 
Platte  die  Spannungen  in  radialer  Richtung  zu  Null  werden. 
Dass  6r  hier  verschwindet^  folgt  daraus,  dass  der  ringförmige 
Schnitt  hier  die  Grenze  des  Körpers  bildet  und  dass  der  Vor- 
aussetzung zufolge  äussere  Kräfte  an  dieser  Stelle  nicht  ein- 
wirken. 

Die  hier  angedeutete  Rechnung  bietet  nun  zwar  an  und 
für  sich  keine  besonderen  Schwierigkeiten;  vielmehr  kann  das 
Gesetz  des  äusseren  Meridianastes  leicht  aus  den  Formeln  für 
den  inneren  Ast  entnommen  werden,  wenn  man  darin  N  ^=Q 
setzt.  Immerhin  erfordert  aber  die  Durchführung  einige  Zeit, 
da  man  ausser  B  in  Gl.  (178)  auch  noch  zwei  Integrations- 
>  Constanten  für  den  äusseren  Ast  aus  den  Grenzbedingungen 
ermitteln  muss.  (Zu  diesen  Grenzbedingungen  gehört  natür- 
lich auch  der  stetige  Uebergang  aus  dem  inneren  Aste  in  den 
äusseren.)  Ich  sehe  deshalb  von  dieser  umständlicheren  Be- 
trachtung ab  und  nehme  an,  dass  6r  schon  für  a;  =  r  (oder 
schon  unmittelbar  nach  x  =  r)  verschwinden  muss,  weil  die 
Platte  dort  zu  Ende  ist  und  keine  Auf lagerkräfte  an  der  ring- 
förmigen Schnittfläche  übertragen  werden. 

Für  6r  hat  man  nach  Gl.  (150) 


^       ffi*— 1     \     dx    *     x/ 


Der  Klammerwerth  muss  also  für  x  =  r  verschwinden.     Nun 
ist  nach  Gl.  (178) 

^'^^  +  l  =  -(ßni  +  l)^  +  {m  +  l)R 

Für  a?  =  r  hat  man  daher  die  Bedingungsgleichung 

5  =  i^^.  (179) 

w  +  1     8  ^        ■' 

womit  die  Constante  B  ermittelt  ist.     Hiermit  geht  GL  (178) 
^^^^  '°  JV/3m+l  ,  ,\  ..of,\ 
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Für  die  Dehnangen  Sr  und  St  erhält  man 

•-f  •(^'•-'■)i  —f  •  i^l-'--  «4  (181) 
Die  grösste  Dehnung  tritt  in  der  Mitte  auf;  man  hat  dort 

und  daraus  folgt  für  die  reducirte  Spannung^  wenn  man  den 
Werth  von  N  aus  Gl.  (154)  einführt,  ^  =  y  uod  schliess- 
lich noch  m  =  —  setzt 

Im  Gegensatze  zu  der  Platte  mit  eingeklemmtem  Rande  wird 
hier  das  Material  in  der  Mitte  am  meisten  angestrengt*,  der 
Bruch  wird  also  von  hier  aus  beginnen.  Die  Beanspruchung 
wird  hier  im  Verhältnisse  87 :  68  =  1,28  grösser  an  der  un- 
günstigsten Stelle  als  im  früheren  Falle. 

Um  noch  den  Biegungspfeil  zu  berechnen,  setze  ich  wieder 

woraus  durch  Integration  folgt 

Für  X  =  r  muss  y  verschwinden;  daraus  erhält  man  die  In- 
tegrationsconstante  C 

^_  N/Sm  +  1     r^  _  £^\ 
8\m-fl*2  4/* 

Wenn  in  GL  (184)  x  =  0  gesetzt  wird,  erhält  man  y  =  C, 
d.  h.  die  Integrationsconstante  G  giebt  zugleich  den  Biegungs- 
pfeil /'an.  Setzt  man  den  Werth  von  N  ein  und  später  auch  noch 

m  ==  Y ;  ^^  ^^^^  daher 

'         16    m'^Ä»    ^     m  +  1^         ^^<^J5;     /j»  ^^^^^ 

Der  Biegungspfeil  wird  also  hier,  wie  ein  Vergleich  mit 
Gl.  (162)  lehrt;  etwas  mehr  als  viermal  so  gross,  als  bei  ein- 
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geklemmtem  Rande.  Bei  Versuchen  über  das  Verhalten  kreis- 
förmiger Platten  bei  gleichförmiger  Belastung  kaim  die  Wirk- 
samkeit einer  Einspannung  am  Rande  am  besten  dadurch 
benrtheilt  werden^  dass  man  den  Biegungspfeil  misst  und  ihn 
mit  den  Formeln  (162)  und  (185)  vergleicht.  Ich  selbst  habe 
Versuche  mit  plattenförmigen  Körpern  bisher  nicht  angestellt. 

Schliesslich  soll  auch  noch  eine  frei  aufliegende  Platte 
betrachtet  werden,  die  eine  Einzellast  in  der  Mitte  trägt. 
Dabei  will  ich  mich  aber  auf  die  Ermittelung  der  Gestalt  der 
elastischen  Fläche  und  die  Berechnung  des  Biegungspfeiles 
beschränken,  da  im  anderen  Falle  die  etwas  weitläufige  Unter- 
suchung von  §  43  wiederholt  werden  müsste,  ohne  dass  ein 
besonderer  Gewinn  dabei  herauskäme. 

Dass  die  Platte  am  Bande  eingespannt  sei,  setzte  ich  in 
§  43  erst  nach  der  Ableitung  von  61.  (166)  voraus,  um  die 
Constante  B  zu  ermitteln.  Ich  habe  also  hier  auszugehen 
von  der  Gl.  (166) 

9?  =  —  fx\gx  +  Bx, 

denn  C  ist  auch  hier  gleich  Null  zu  setzen.  Wie  im  Eingange 
dieses  Paragraphen  haben  wir  zur  Bestimmung  von  B  die  "Be- 
dingung zu  benutzen,  dass  für  x  =  r  der  Ausdruck 


I    V 
ax    '    X 

verschwinden  muss.     Setzt  man  den  hier  gültigen  Werth  von 
q)  ein,  so  erhält  man 

»»' §!  +  ¥  =  -('"  + 1)1^«^  + ('»  +  i)^-'»l 

lind  die  Grenzbedingung  liefert 
Damit  wird  nun 

Das  Negative  davon  ist  gleich  ^   zu  setzen  und  die  In- 

CISC 

tegration  liefert 

Föppl,  Festigkeitslehre.  18 
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Für  a;  =  r  muss  y  wieder  zu  Null  werden;   daraus  folgt  für 
die  Integrationsconstante  C 

^        2  \4  "^  w+l  2/- 

Dies  ist  zugleich  der  Werth  von  y  für  a;  =  0;   also  der  Bie- 
gungspfeil.    Nach  Einsetzen   von    Q   aus   Gl.  (164)   und   mit 

fn  =^-^  erhält  man  daher 

.        8(m-l)(3m+l)     Pr^  _  r.  p^p^  Pr'  ,.oov 

Der  Biegungspfeil  wird  also  bei  dieser  Belastung  für  die 
frei  aufliegende  Platte,  wie  ein  Vergleich  mit  Gl.  (177)  lehrt, 
etwa  2V2mal  so  gross,  als  bei  unwandelbar  fest  eingespanntem 
Rande. 

§  45.    Baoh'sohe  NSlierangstheorie  für  kreisförmige  Platten. 

Die  vorausgehenden  Untersuchungen  stehen  in  dem  Rufe, 
dass  sie  schon  etwas  zu  viel  mathematische  Schwierigkeiten 
enthielten,  als  dass  sich  der  Ingenieur  damit  befassen  könnte. 
Ich  hoffe  indessen,  dass  meine  Darlegung  gezeigt  haben  wird, 
dass  dieser  Ruf  unbegründet  ist;  von  mathematischen  Sätzen 
wird  ausser  den  ersten  Anfangsgründen  der  Analysis  nur  das 
Einfachste  aus  der  Lehre  von  der  Integration  der  Differential- 
gleichungen vorausgesetzt.  Die  Aufstellung  der  Differential- 
gleichungen für  q)  erfordert  allerdings  einen  gewissen  Ueber- 
blick  über  die  Art,  wie  man  Kräfte  im  Räume  an  dem 
Plattenelemente  zusammensetzen  kann;  diese  Schwierigkeit  ist 
aber  keine  eigentlich  mathematische,  wenigstens  keine  analy- 
tische, sie  bezieht  sich  nur  auf  die  räumliche  Auffassung  und 
einer  solchen  Schwierigkeit  muss  der  Techniker,  der  auf  der 
Höhe  stehen  will,  immer  Herr  werden  können,  während  die 
völlige  Beherrschung  des  eigentlich  mathematischen  Apparates 
im  Vergleiche  dazu  von  geringerer  Bedeutung  für  ihn  ist. 
Ich  halte  es  daher  für  ganz  ungerechtfertigt,  dass  diese  Unter- 
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suchungen  in  der  neueren  technisclien  Literatur  stark  ver- 
nacUässigt  wurden.  Viel  mag  dazu  allerdings  beigetragen 
haben,  dass  ältere  Darstellungen  der  Theorie  wegen  der  allzu 
abstracten  Fassung,  die  womöglich  alle  Fragen,  die  sich  über- 
haupt stellen  lassen,  mit  einem  Schlage  erledigen  wollte, 
schwer  verständlich  für  den  Anfänger  blieben.  Dies  gilt 
namentlich  von  der  Grashof  sehen  Darstellung,  die  in  den 
deutschen  technischen  Kreisen  die  bekannteste  ist  und  die  in 
dieser  Hinsicht  recht  abschreckend  gewirkt  zu  haben  scheint. 
Zugleich  will  ich  indessen  hinzufügen,  dass  ich  es  auch  selbst 
für  zuläsjäig  halte,  wenn  der  Techniker  auf  alle  schwierigeren 
Probleme,  als  die  hier  behandelten,  von  vornherein  verzichtet, 
da  der  Erfolg  nicht  im  rechten  Verhältnisse  zu  der  aufgewen- 
deten Mühe  steht.  Für  die  vorausgegangenen  Betrachtungen 
lasse  ich  dies  aber  nicht  gelten.  Man  darf  diese  Mühe  schon 
nicht  scheuen,  um  sich  in  den  Stand  zu  setzen,  bei  den  ein- 
fachsten und  am  häufigsten  vorkommenden  Fällen,  z.  B.  den 
Biegungspfeil  zu  berechnen,  was  nur  auf  diesem  Wege  mög- 
lich ist.  In  schwierigeren  Fällen  hat  man  dann  wenigstens 
einen  Anhaltspunkt  für  die  Vornahme  einer  Abschätzung. 

üeberdies  ist  als  Zweck  aller  solcher  Untersuchungen  auch 
keineswegs  allein  die  Ableitung  einiger  Formeln  zu  erblicken, 
mit  denen  man  späterhin  etwas  anfangen  kann,  sondern  weit 
mehr  noch  die  Schulung,  die  dadurch  gewonnen  wird,  dass 
man  sich  volle  Klarheit  über  aUe  Einzelheiten  verschafft,  die 
bei  dem  betreffenden  Falle  in  Frage  kommen.  Eine  solche 
Schulung  befähigt  'dazu,  auch  in  verwickeiteren  Fällen  das 
Kräftespiel  in  allgemeinen  Umrissen  zu  verfolgen  und  gibt 
die  rechte  Grundlage  ab  für  das,  was  man  den  praktischen 
BUck  nennt.  Dieser  bildet  die  beste  und  reifste  Frucht  der 
gehörigen  geistigen  Durchdringung  eines  Gegenstandes  und  so 
ist  es  auch  jedenfalls  zu  verstehen,  wenn  neuerdings  von  her- 
vorragender Seite  der  Satz  hingestellt  wurde,  dass  es  *für  den 
Ingenieur  viel  wichtiger  ist,  richtig  schätzen,  als  richtig  rechnen 
zu  können.  Man  muss  nur  hinzufügen,  dass  das  Schätzen  viel 
schwieriger  ist,  als  das  Rechnen  nach  bekannten  Regeln  und 

18* 
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dass  es  nur  dadurch  gelernt  werden  kann,  dass  man  eine  An- 
zahl einfacher  Fälle  gehörig  durchgerechnet  hat. 

Die  Wichtigkeit  der  Sache,  um  die  es  sich  hier  handelt, 
zu  der  in  neuerer  Zeit  innerhalb  weiter  Kreise  eine  Stellung 
genommen  wurde,  die  ich  keineswegs  bilUgen  kann,  hat  mich 
zu  diesen  Ausführungen  veranlasst.  Ich  will  noch  hinzufügen, 
dass  ich  nicht  weniger  als  irgend  ein  anderer  Techniker  sach- 
lich werthlose  Speculationen  —  die  sogenannte  graue  Theorie 
—  geringschätzig  beurtheile,  dass  mir  die  Erforschung  der 
Wirklichkeit  vielmehr  als  das  einzige  erstrebenswerthe  Ziel 
erscheint.  Wenn  sich  aber  unter  Berufung  auf  diesen  gerecht- 
fertigten Standpunkt  Strömungen  geltend  machen,  die  auf  eine 
Herabdrückung  des  ganzen  Niveaus  der  mathematischen  Durch- 
bildung unseres  technischen  Nachwuchses  hinzuarbeiten  suchen, 
muss  ich  mich  entschieden  dagegen  aussprechen.  Mögen  mir 
meine  Leser  und  namentlich  meine  Hörer,  die  ich  selbst  in 
das  Gebiet  der  technischen  Mechanik  einzuführen  die  Ehre 
habe,  glauben,  dass  ich  aus  eigener  Erfahrung  weiss,  wie 
werthvoU  eine  tüchtige  mathematische  Durchbildung  für  die 
Erfassung  der  Wirklichkeit,  für  die  richtige  Beurtheilung  un- 
zähliger Fragen  ist,  die  sich  jeden  Tag,  bald  da,  bald  dort  in 
der  technischen  Praxis  aufdrängen  und  bei  denen  nur  in  den 
seltensten  Fällen  eine  Rechnung,  wohl  aber  eine  richtige  Ab- 
schätzung verlangt  wird. 

Wenn  ich  hiernach  auch  nicht  billigen  kann,  dass  man 
die  vorausgegangene  genauere  Theorie  der  Biegungsfestigkeit 
kreisförmiger  Platten  häufig  einfach  zur  Seite  geschoben  hat, 
so  steht  es  doch  durchaus  im  Einklänge  mit  meinem  Stand- 
punkte, dass  ich  die  an  ihre  Stelle  gesetzte  Näherungstheorie 
des  Herrn  v.  Bach  als  eine  sehr  schätzenswerthe  Leistung  be- 
trachte und  dass  ich  sie  für  die  praktische  Anwendung  ent- 
schieden empfehle. 

Wir  wollen  uns  die  Platte  in  jedem  Falle  als  frei  auf- 
liegend vorstellen.  Dies  rechtfertigt  sich  dadurch,  dass  bei 
dieser  Auflagerung,  wie  wir  uns  vorher  überzeugten,  eine 
grössere  Anstrengung  des  Materials  zu  Stande  kommt,  als  bei 
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einer  Einspannimg  am  Rande.  Da  man  nun  gewöhnlich  im 
Zweifel  sein  wird,  bis  zu  welchem  Orade  sich  die  Einspannung 
als  wirksam  erweist^  ist  es  zweckmässig,  bei  der  Berechnung 
den  ungünstigeren  Fall  zu  Grunde  zu  legen.  Man  nimmt  ja 
auch  in  der  That  bei  der  Berechnung  von  Balken,  die  an  den 
Enden  eingespannt  sind,  sehr  häufig  keine  Bücksicht  auf  diesen 
Umstand,  weil  man  unsicher  darüber  ist,  ob  die  getroffenen 
Vorkehrungen  wirklich  ausreichen,  um  ganz  kleine  Winkel- 
drehungen der  Stabenden  zu  verhüten. 

Durch  die  frei  aufliegende  Platte  denke  man  sich  einen 
Meridianschnitt  gezogen  und  betrachte  das  Gleichgewicht  der 
in  dem  Schnitte  übertragenen  Spannungen  mit  den  an  der 
einen  Hälfte  der  Platte  angreifenden  äusseren  Kräften.  Schub- 
spannungen sind  der  Symmetrie  wegen  in  dem  Meridian- 
schnitte nicht  zu  erwarten  und  die  Normalspannungen  sind 
die  in  den  vorausgehenden  Paragraphen  mit  öt  bezeichneten. 
Alle  Normalspannungen  fiir  die  ganze  Schnittfläche  lassen  sich 
2u  einem  Kräftepaare  zusammenfassen,  gerade  so  wie  etwa 
die  Spannungen  in  dem  Querschnitte  eines  auf  Biegung  be- 
anspruchten Balkens.  Nehmen  wir  ferner  an,  dass  die  Platte 
eine  gleichförmig  vertheilte  Belastung  zu  tragen  hat,  so  lässt 
sich  die  davon  auf  die  eine  Platthälfte  entfallende  zu  einer 
Kesultirenden  zusammensetzen,  die  durch  den  Schwerpunkt 
der  Halbkreisfläche  geht.  Von  der  Grosse 

nr* 

wenn  die  Buchstaben  die  frühere  Bedeutung  behalten.  Von 
äusseren  Kräften  kommen  dann  noch  die  längs  des  Auf lager- 
kreises  übertragenen  Auflagerkräfte  in  Betracht.  Der  voll- 
ständigen Symmetrie  wegen  müssen  diese  gleichförmig  über 
den  ganzen  Umfang  vertheilt  sein;  Die  an  der  einen  Platten- 
hälfte  angreifenden  Auflagerkräfte  denken  wir  uns  ebenfalls 
zu  einer  Besultir6nden  vereinigt.  Diese  geht  dann  der  gleich- 
förmigen Vertheilung  wegen  durch  den  Schwerpunkt  des  Halb- 
kreisbogens und  sie  ist  ebenso  gross,  aber  entgegengesetzt 
gerichtet  wie  die  von  der  Platthälfte  aufgenommene  Belastung. 
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Alle  äusseren  Kräfte  des  einen  Plattenstücks  sind  damit  auf 
ein  Eräftepaar  zurückgeführt^  das  mit  dem  Kräftepaare  der 
Spannungen  im  Gleichgewichte  stehen  muss.  Das  Moment  des 
Eräftepaars  der  äusseren  Eräfte  wollen  wir,  wie  früher  bei 
der  Untersuchung  des  Balkens  ^  als  das  Biegungsmoment  M 
bezeichnen.  Es  ist  gleich  dem  vorher  festgestellten  Werthe 
der  Belastung  der  Plattenhälfte  multiplicirt  mit  dem  Abstände 
der  beiden  Schwerpunkte,  die  als  Angriffspunkte  der  beiden 
Kräfte  des  Paares  dienen. 

Der  Schwerpunkt  eines  Halbkreisbogens  hat  den  Abstand 
—  und  der  Schwerpunkt  der  Halbkreisfläche  den  Abstand  — 
von  dem  Durchmesser.  Der  Abstand  beider  Schwerpunkte  von 
einander  ist  daher  gleich—;  mit  r  ist  der  Radius  der  Platte 
bezeichnet.     Demnach  ist  das  Biegungsmoment 

r 

und  ebenso  gross  muss  das  Moment  der  Spannungen  6t  oder 
wie  wir  sie  hier  der  Eürze  halber  nennen  wollen,  der  Span- 
nungen ö  sein. 

Bis  dahin  ist  die  Betrachtung  durchaus  streng  und  ein- 
wandfrei; man  kann  sie  aber  in  so  untadelhafter  Weise  nicht 
zu  Ende  führen,  weil  man  von  vornherein  nicht  wissen  kann, 
nach  welchem  Gesetze  sich  die  Spannungen  (5  mit  der  Ent- 
fernung X  von  der  Plattenmitte  ändern.  Die  früheren  Unter- 
suchungen sollen  zur  Ergänzung  dieser  Lücke  nicht  benutzt 
werden,  da  die  Bach'sche  Näherungstheorie  ganz  selbständig 
vorgeht.  Jedenfalls  kann  man  aber  eine  untere  Grenze  für 
die  grösste  Eantenspannung  finden,  die  mindestens  erreicht 
werden  muss.  Man  setze  nämlich  willkürlich  voraus,  dass  die 
Spannungen  o  unabhängig  von  x  seien.  Die  Vertheilimg  der 
Spannungen  über  den  Meridianschnitt  gleicht  dann  vollständig 
jener,  die  für  den  Querschnitt  eines  auf  Biegung  beanspruchten 
Balkens  gilt.     Daher  kann   auch   zur  Ableitung  der  Eanten- 
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spannuBg  aus  dem  BiegungsmomeBte  unmittelbar  die  für  den 
Balken  mit  rechteckigem  Querschnitte  bekannte  Formel 


0  = 


bh 


benutzt  werden.  An  Stelle  von  6  tritt  hier  der  Durchmesser 
2r  der  Platte,  während  h  stehen  bleiben  kann^  da  wir  mit 
diesem  Buchstaben  ohnehin  schon  die  Dicke  der  Platte  be- 
zeichnet hatten.     Nach  Einsetzen  von  M  aus  Gl.  (189)  folgt 

daher  «.i 

ff=D^.  (190) 

Dies  ist  nun  freilich  nur  eine  untere  Grenze  für  die  in 
Wirklichkeit  zu  erwartende  grösste  Spannung  <y,  deim  wenn 
die  Eantenspannungen  in  verschiedenen  Entfernungen  von  der 
Mitte  verschieden  gross  sind^  müssen  sie  nothwendig  an  einigen 
Stellen  grösser^  an  anderen  kleiner  sein  als  der  berechnete 
Durchschnittswerth.  Ehe  man  in  die  Anwendung  von  Gl.  (190) 
hinreichendes  Vertrauen  setzen  kann,  muss  man  sich  daher 
auf  irgend  eine  Art  ein  ürtheil  darüber  verschaffen,  ob  der 
TJeberschuss  des  grössten  Werthes  über  den  Durchschnitts- 
werth nicht  so  erheblich  ist,  dass  die  Berechnung  nach  Gl. 
(190)  zu  ganz  groben  Fehlem  führt.  Es  ist  ganz  gerecht- 
fertigt/ wenn  man  dazu  Versuche  über  die  Festigkeit  solcher 
Platten  zu  Hülfe  nimmt.  Man  kann  dann  etwa  so  vorgehen, 
dass  man  an  Stelle  von  Gl.  (190) 

schreibt,  wo  nun  vi  ein  Erfahrungscoefficient  ist,  von  dem  von 
vornherein  bekannt  ist,  dass  er  jedenfalls  grosser  als  1  sein 
muss.  Herr  v.  Bach  hat  in  der  That  die  Anwendbarkeit 
seiner  Formel  auf  dem  Wege  des  Versuches  nachgewiesen 
und  es  zeigte  sich,  dass  es  genügt,  17  gleich  1  zu  setzen,  die 
Abweichung  von  diesem  kleinsten  Werthe,  der  überhaupt  in 
Frage  kommen  kann,  also  zu  vernachlässigen. 

Natürlich  bleibt  ein  solcher  Versuch  immer  nur  für  solche 
Bedingungen  beweiskräftig,  die  mit  den  Bedingungen  des  Ver- 
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suches  ganz  oder  nahezu  übereinstimmeD.  Unter  anderen  Ver- 
hältnissen^ die  nicht  besonders  geprüft  sind,  könnten  die  Ab- 
weichungen leicht  grösser  werden.  Es  ist  daher  angenehm, 
dass  wir  hier  in  der  Lage  sind,  die  Bach'sche  Formel  (190) 
mit  der  aus  der  genaueren  Theorie  abgeleiteten  zu  vergleichen. 
In  §  44  ist  die  Spannung  öf  nicht  berechnet ;  wir  können  dies 
aber  leicht  nachträglich  thun.    Nach  den  GL  (150)  ist  nämlich 


mE       /      m    ,    dw\ 


und  nach  Gl.  (180)  werden  in  unserem  Falle  (p  und  sein  Dif- 
ferentialquotient durch  die  Ausdrücke 

Nßm  +1  2  o\ 

d^_  N(Bm  +  l  .       o    .\ 
dx~  S  \m  +  r  ^^  J 

dargestellt.     Setzt   man   dies  ein   und  macht  x  =  0,   um  die 

grösste  Spannung  öt  in  der  Mitte  zu  erhalten,  ebenso  js^  =  — , 

SO  findet  man 

mE       h     N  .^       .    .V    o 

Mit   dem  Werthe  von  N  aus  Gl.  (154)   und  schliesslich  mit 
m  =  y  geht  dies  über  in 

^'  ==       8m       P  T?  =  1^24p  j, .  (191) 

Damit  ist  die  Grösse  der  Abweichung  des  Werthes  aus 
Gl.  (190)  von  der  genaueren  Formel  für  die  grösste  Spannung 
0t  festgestellt.  Nun  kommt  aber  noch  ein  anderer  Umstand 
in  Betracht.  Die  Beanspruchung  des  Materials  hängt  nämlich 
gar  nicht  von  der  Spannung  fSt  allein  ab,  sondern  zugleich 
von  der  zu  ihr  senkrechten  Spannung  0r-  In  der  Mitte  sind 
beide  gleich  gross  und  von  gleichem  Vorzeichen.  Wie  aus 
dem  zweiten  Abschnitte  bekannt  ist,  wird   durch  dieses  Zu- 

sammenwirken    die   Anstrengung   in   dem  Verhältnisse      "^ 

vermindert.    Deshalb  wurde  auch  schon  bei  den  früheren  unter- 
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suchuDgen  immer  nur  die  redudrte  Spannung  6red  berechnet^ 
auf  die  es  bei  der  Beurtheilung  der  Bruchgefahr  allein  an- 
kommt. Herr  v.  Bach^  der  bei  seinen  Betrachtungen  alle  diese 
Umstände  natürlich  wohl  erwogen  hat^  benutzt  dagegen  die 
Formel  (190);  um  darnach  unmittelbar  die  Bruchgefahr  zu  be- 
urtheilen^  d.  h.  er  erblickt  in  dem  durch  61.  (190)  gegebenen 
6  sofort  einen  Naherungswerth  ftir  die  reducirte  Spannung. 
In  der  That  ist  also  die  Bach'sche  Näherungsformel  gar  nicht 
mit  Gl.  (191),  sondern  mit  Gl.  (182)  in  Vergleich  zu  stellen  — 
und  dabei  zeigt  sich,  dass  die  Anstrengung  des  Materials  noch 
nicht  einmal  so  gross  ist^  als  sie  nach  dem  Bach'schen  Bech- 
nuDgsverfahren  zu  sein  scheint.  Die  Anwendung  dieses  Ver- 
fahrens für  Berechnungen  in  der  Praxis  ist  damit  vollständig 
gerechtfertigt 

Freilich  sieht  man  bei  der  Darstellung,  die  ich  hier  von 
dem  Sachverhalte  gegeben  habe,  zunächst  nicht  recht  ein, 
welcher  Vortheil  darin  liegen  soll,  an  Stelle  der  genaueren 
Formel  (182)  die  nicht  viel  von  ihr  verschiedene  Näherungs- 
formel (190)  zu  benutzen.  Denn  die  Zahlenrechnung  ist  in 
beiden  Fällen  fast  genau  dieselbe  und  zur  besseren  Begrün- 
dung der  Näheningsformel  habe  ich  mich  hier  doch  wieder 
auf  die  genauere  Formel  berufen.  Man  muss  aber  bedenken, 
dass  die  Ableitung  der  Formel  (190)  für  Jedermann  verständ- 
lich ist,  auch  wenn  er  an  der  üeberwindung  der  wirklichen 
oder  vermeintlichen  Schwierigkeiten  der  früheren  Paragraphen 
Terzweifelt  und  dass  die  Erprobung  der  Formel  auch  auf  dem 
Wege  des  Versuches  durchgeführt  werden  kann,  der  einwand- 
freier ist,  als  die  beste  theoretische  Entwickelung,  so  lange 
man  die  Versuchsergebnisse  nur  auf  Fälle  der  gleichen  Art 
überträgt.  Auf  diesen  Umstand  der  leichteren  Verständlich- 
keit möchte  ich  nun  freilich,  wie  schon  vorher  erwähnt,  kein 
zu  grosses  Gewicht  legen.  Ausschlaggebend  für  meine  Werth- 
schätzung  der  Näherungstheorie  ist  vielmehr  der  Umstand, 
dass  sie  auch  auf  solche  Fälle  angewendet  werden  kann,  die 
der  genaueren  Untersuchung  zu  grosse  Schwierigkeiten  be- 
reiten.  Nach  dem,  was  wir  über  die  hinriöichend  genaue  Ueber- 


1 
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einstimmung  beider  Verfahren  in  dem  einen  Falle  gefunden 
haben,  werden  wir  mit  mehr  Vertrauen  auch  solche  Fälle  nach 
dem  Näherungsverfahren  behandeln  können,  die  sonst  hoff- 
nungslos schwierig  wären.  Vorbehalten  muss  man  sich  dabei 
natürlich,  die  Ergebnisse^  zu  denen  man  dabei  gelangt,  ge- 
legentlich immer  wieder  mit  der  praktischen  Erfahrung  zu 
vergleichen,  um  sich  zu  überzeugen,  dass  man  bei  der  in  An- 
wendung gebrachten  Abschätzung  keinen  wesentlichen  Umstand 
vernachlässigt  liat- 

Falls  die  frei  aufliegende  Platte  eine  Einzellast  P  in  der 
Mitte  trägt,  hat  man  für  das  Biegungsmoment 

,,        P     2r        Pr 

Jf  =  —  .  —  —  — 

2       9r  n 

und  die  Spannung  ö  wird  nach  dem  Näherungsverfahren 

Wir  sahen  indessen  früher,  dass  die  grösste  Anstrengung 
des  Materials  hier  wesentlich  davon  abhängt,  wie  die  Last  P 
in  der  Mitte  sich  innerhalb  eines  kleinen  Bereiches  vertheilt. 
Ein  unmittelbarer  Vergleich  mit  früheren  Rechnungen  ist  daher 
hier  nicht  wohl  durchführbar  und  leider  sind  auch  Versuche, 
die  zur  Prüfung  der  Formel  (192)  dienen  könnten,  nicht  be- 
kannt. Man  wird  daher  jedenfalls  nur  mit  Vorsicht  davon 
Gebrauch  machen  können.  Herr  v.  Bach  selbst  hat  übrigens 
nur  den  Fall  einer  gleichförmig  vertheilten  Belastung  behan- 
delt, was  ich  zur  Vermeidung  von  Missverständnissen  hier  aus- 
drücklich bemerke. 

§  46.    Näherungstheorie  für  elliptische  Platten. 

Hier  wird  die  Aufgabe  schwieriger,  weil  man  nicht  von 
vornherein  anzugeben  vermag,  wie  sich  der  Auflagerdruck  längs 
des  Umfangs  vertheilt.  Um  dafür  einen  Anhaltspunkt  zu  ge- 
winnen, denke  man  sich  die  elliptische  OeflEnung  durch  zwei 
sich  rechtwinklig  kreuzende  Stäbe  von  gleichem  Querschnitt 
überdeckt,  die  in  den  Eichtungen  der  Hauptaxe  der  Ellipse 
gehen  und   in  der  Mitte  miteinander  verbunden    sind.     Nach 
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den  Untersuchungen  des  dritten  Abschnittes  kann  man  leicht 
angeben  y  in  welchem  Verhältnisse  die  Auflagerkräfte  beider 
Stäbe  zueinander  stehen^  wenn  jeder  von  ihnen  eine  gleich- 
formig  vertheilte  Belastung  von  derselben  Grösse  q  auf  die 
Längeneinheit  trägt.  Bezeichnet  man  nämlich  den  Druck,  den 
der  grössere  Stab  von  der  Länge  2  a  in  der  Mitte  auf  den 
kleineren  von  der  Länge  2h  überträgt,  mit  Z^  so  hat  man 
nach  den  Gl.  (80)  und  (82)  für  den  Biegungspfeil  f  des 
grösseren  Stabs 

'       24  Ee      qeg 
und  für  den  kleineren  Stab 

'        24:E&'*'  eE0' 
Beide  Werthe  müssen  miteinander  übereinstimmen,  also  ist 

^~4(a»  +  &»)*' 
Für  den  Auflagerdruck  A  an  den  Enden  der  grossen  Axe 
der  Ellipse  findet  man  daher 

A  =  qa--  =  q^         8(a3+&-) 

und  ebenso  für  den  Auflagerdruck  B  an  den  Enden  der 
kleinen  Axe 

B  =  qb+-^q.         ;^3+^3) 

Das  Yerhältniss  zwischen  beiden  Auflagerkräften  wird  demnach 

Ä  _  Sa^  +  8a6»  +  66*  ,. qo\ 

B~  ba*  +  Sa^b  +  36*  '  ^     ^ 

Herr   v.   Bach   findet    auf  Grund    einer   Rechnung,    die 
ich  nicht   als   richtig   anerkennen   kann*),   an  Stelle  hiervon 

(«  n 

— j    und  gründet  darauf  seine  weiteren  Schlüsse,  die  darauf 


*)  Der  Fehler  liegt  in  der  irrthümlichen  Bemerkung,  dass  -^  ö  =*  ^a 

bezw.  =»  P^  gesetzt  werden  könne,  Seite  354  oben,  Bacb,  Elasticität  und 
Festigkeit,  Berlin  1890.  —  In  der  zweiten  Auflage  des  Buches  ist  die 
Betrachtung  durch  eine  andere  ersetzt,  mit  der  ich  mich  ebensowenig 
befreunden  kann. 
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hinauskommen;  dass  der  Druck;  den  eine  elliptische  Platte  am 
Umfange  überträgt^  proportional  dem  Krümmungshalbmesser 
zu  setzen  sei.  Der  durch  Gl.  (193)  gegebene  richtige  Werth 
des  Verhältnisses  von  A:B  weicht  aber  von  dem  vermeint- 
lichen so  erheblich  ab,  dass  alle  daran  geknüpften  Folgerungen 
hinfällig  werden.     So  ist  z.  B.  für  a  =  26  nach  Gl.  (193) 

^  =  047 

während  nach  der  Bach'schen  Formel  0,125  dafür  herauskäme. 
Ich  ersetze  daher  die  Bach'sche  Betrachtung  durch  eine  andere. 
Bei  gleichförmiger  V^rtheilung  des  Auflagerdrucks  längs 
des  ümfangs  würde  der  resultirende  Auflagerdruck  für  eine 
Plattenhälfte  mit  dem  Schwerpunkt  des  Ellipsenbogens  zu- 
sammenfallen. Denkt  man  sich  den  Schnitt  längs  der  grossen 
Axe  gezogen,  so  ist  aber  in  Wirklichkeit  der  resultirende  Auf- 
lagerdruck jedenfalls  weiter  von  der  Mitte  entfernt,  da  aus  der 
vorausgehenden  Betrachtung  hinreichend  deutlich  hervorgeht, 
dass  der  Druck  von  den  Enden  der  grossen  Axe  nach  den 
Enden  der  kleinen  Axe  hin  zunehmen  muss.  Wenn  a  sehr 
viel  grösser  ist  als  6,  die  Ellipse  also  sehr  länglich  ist,  wird 
der  resultirende  Auflagerdruck  um  nicht  viel  weniger  als  b 
von  der  Mitte  entfernt  sein.  Da  man  andererseits  nachher 
wieder  eine  gleichförmige  Vertheilung  der  Normalspannungen 
längs  des  Durchmessers  annehmen  will,  ist  es  meiner  Schätzung 
nach  bei  solchen  langgezogenen  Ellipsen  zweckmässig,  das 
Biegungsmoment  dafür  etwas  grösser  in  Rechnung  zu  stellen, 
als  es  in  Wirklichkeit  anzunehmen  ist.    Der  Schwerpunkt  der 

halben   ElHpsenfläche   hat   den   Abstand   —    von   der   Mitte; 

für  dieses  Biegungsmoment  nehme  ich  daher  den  sicher  etwas 
zu  grossen  Werth 

lf=^;,.J^  =  !|^^  (194) 

und  erhalte  für  die  zu  diesem  Schnitt  gehörige  Spannung, 
die  in  der  Richtung  b  geht,  den  Näherungswerth 

tf,  =  2^,p.  (195) 
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Wird  der  Schnitt  dagegen  in  der  Richtung  der  kleinen 
Axe  gelegt;  so  ist  der  Hebelarm  des  Eräftepaars  sicher  kleiner 
als  der  Abstand  des  Schwerpunkts  der  halben  Ellipsenfläche 
von  dem  Schwerpunkt  des  zugehörigen  Bogens.  Es  ist  aber 
hier  schwer,  einen  Anhaltspunkt  dafür  zu  gewinnen,  wie  gross 
der  Hebelarm  einzuschätzen  ist.  Denn  aus  solchen  Betrach- 
tungen wie  die  vorher  mit  den  gekreuzten  Stäben  angestellten 
lässt  sich  nichts  darüber  entnehmen,  weil  bei  langgezogenen 
Ellipsen  eine  Stützung  des  längs  der  grossen  Axe  angenom- 
menen Streifens  nicht  nur  in  der  Mitte,  sondern  auch  noch 
auf  grössere  Strecken  zu  beiden  Seiten  der  Mitte  in  Betracht 
kommt.  Ich  stütze  mich  daher  auf  die  Ergebnisse  der  von 
V.  Bach  angestellten  Versuche,  bei  denen  elliptische  Platten 
durch  einen  Riss,  der  ungefähr  in  der  Richtimg  der  grossen 
Axe  verlief,  zum  Bruch  gebracht  wurde.  Hiemach  ist  also  in 
der  That  die  Spannung  0^  massgebend. 

Wenn  die  Ellipse  nicht  sehr  lang  gestreckt  ist,  liefert 
Gl.  (195)  sicher  zu  ungünstige  Werthe,  denn  wenn  die  Ellipse 
in  einen  Kreis  übergeht,  wird,  wie  wir  schon  wissen,  6  nur 
halb  so  gross  als  nach  Gl.  (195).  Man  wird  darnach  die  Ab- 
schätzung, die  natürlich  nur  als  eine  ganz  grobe  Annäherung 
zu  betrachten  ist,  einzurichten  haben.  Man  könnte  etwa  für 
ein  beliebiges  Axenverhältniss  an  Stelle  von  GL  (195) 

ö —  .  jj7i)  (196) 

setzen.  Für  den  Kreis  und  die  unendlich  lang  gestreckte 
Ellipse,  also  für  die  beiden  Grenzfälle,  bei  denen  man  allein 
etwas  Genaueres  nach  den  angestellten  Betrachtungen  aus- 
sagen kann,  würde  die  Formel  wenigstens  hinreichend  genau 
zutreffen  und  für  eine  ungefähre  Schätzung  wird  sie  daher 
immerhin  brauchbar  sein. 
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§  47.   Nähemagstheorie  für  quadratisohe  und  reohteekige 

Platten. 

Hier  ist  man  für  den  Zweck  der  Abschätzung  wieder  in 
etwas  günstigerer  Lage.  Zunächst  betrachte  ich  eine  quadra- 
tische Platte  von  der  Seite  2n]  die  Diagonale  =»  2a)^  sei 
mit  d  bezeichnet.  Die  Belastung  ist  »»  4p  a^  und  auf  jede 
Seitenfläche  kommt  daher  der  Auflagerdruck  paK  Dieser  ist 
jedenfalls  so  yertheilt^  dass  er  von  der  Seitenmitte  nach  den 
Ecken  hin  abnimmt.  Wir  imtersuchen  zwei  Schnittflächen,  eine 
parallel  zu  zwei  Seiten  und  die  andere  in  der  Richtung  der 
Diagonale.  Für  den  ersten  Schnitt  haben  wir  zuimchst  den 
Auflagerdruck  auf  der  dem  Schnitt  gegenüberliegenden  Quadrat- 
seite in's  Auge  zu  fassen.  Er  hat  die  Grösse  pa^  und  das 
Moment  pa^.  Dann  kommen  die  Auf  lagerkräfte  an  den  beiden 
Halbseiten^  die  zusammen  auch  gleich  pa^  sind.    Die  Resulti- 

rende  steht  sicher  um  weniger  als  --  von  der  Schnittfläche  ab: 

bezeichnen  wir  diesen  imbekannten  Abstand  mit  x,  so  ist  das 
Biegungsmoment 

M  =  pa^  +  pa^x  —  pa^  =  pa^x 

und  die  Biegungsspannung  6  nach  der  gewöhnlichen  Formel 

Da  X  höchstens  gleich  —  sein  kann,  wird 

^  3  o' 

Bei  dem  Schnitt  in  der  Richtung  der  Diagonale  kommen 

zwei   Auflagerkräfte  vor,   die  beide   den  Abstand  —  von  der 

Schnittfläche  haben.     Der  Angriffspunkt   der  Belastung   fällt 
mit  dem  Schwerpunkt  des  Dreiecks  zusammen,   das  die  eine 

Hälfte  des  Quadrats  bildet:  er  hat  daher  den  Abstand  -—  von 

der  Schnittfläche.   Wir  können  das  Biegungsmoment  M  daher 
in  diesem  Falle  genau  angeben;  es  ist 
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und  die  Biegungsspannung  6  wird 

•^  =  dÄ5=i>p,  (197) 

also  in  diesem  Falle  ebenso  gross  als  bei  einer  kreisförmigen 
Platte  von  dem  Halbmesser  a.  Der  zuletzt  gefundene  Werth 
ist  kleiner  als  die  obere  Grenze  für  die  Spannung  in  dem 
Schnitte  parallel  zu  zwei  Seiten.  So  lange  man  nichts  Grenaueres 
über  den  wirklichen  Werth  von  x  anzugeben  vermag,  befindet 
man  sich  daher  im  Zweifel,  ob  Gl.  (197)  den  grössten  Werth 
der  Beanspruchung  angibt  oder  ob  die  Beanspruchung  für  den 
anderen  Schnitt  grösser  ist.  Hier  tritt  wieder  ein  Bach'scher 
Versuch  in  die  Lücke,  bei  dem  eine  quadratische  Platte  längs 
der  Diagonale  aufriss.  Man  kann  daher  Gl.  (197)  für  die  Be- 
rechnimg anwenden. 

Auch  für  rechteckige  Platten  wollen  wir  einen  in  der 
Richtung  der  Diagonale  geführten  Schnitt  als  den  gefährlichen 
Bruchquerschnitt  betrachten,  obschon  die  hierzu  vorliegenden 
Bach'schen  Versuche  diese  Annahme  nicht  so  gut  bestätigen, 
als  im  vorigen  Falle.  Die'  einzige  Rechtfertigung  dafür  besteht 
vielmehr  darin,  dass  es  sich  nur  um  eine  ungefähre  Schätzung 
handelt.  Die  Rechteckseiten  bezeichnen  wir  mit  2a  und  26, 
die  Diagonale  mit  d  und  die  zu  d  gehörige  Höhe  des  Dreiecks, 
das  die  eine  Hälfte  des  Rechtecks  bildet,  mit  c.  Wie  sich 
nun  auch  der  Auflagerdruck  über  die  Rechteckseiten  ver- 
theilen  mag,  jedenfalls  kommt  auf  die  beiden  Katheten  des 
Dreiecks   der  Auflagerdruck   2 pah  und   die  Resultirende   hat 

den  Abstand  -—  von  der  Diagonale.  Der  Abstand  des  Drei- 
ecksschwerpunkts  ist  —  und  daher  das  Biegungsmoment 
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Die  Biegungsspannung  wird  daher 
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Da  cd  =«  4 ab,  und  cP  =  4a*  +  4t*  ist,  geht  dies  über  in 

"»  =  2^-4-^..^.  (198) 


Aufgaben. 

35,  Aufgabe.  Eine  Eisenplatte  von  so  grosser  Ausdehnung, 
dass  sie  genau  genug  als  eine  Kreisscheibe  von  unendlich  grossem 
Halbmesser  betrachtet  werden  kann^  ist  satt  auf  den  Erdboden  ge- 
legt und  wird  in  der  Mitte  belastet.  Man  soll  versuchen,  die  Ver- 
theilung  des  Drucks  auf  den  Boden  zu  bestimmen  unter  der  Voratts- 
Setzung,  dass  dieser  Druck  an  jeder  Stelle  proportional  der  Einsen- 
kung  y  ist 

Anmerkung,  Diese  Aufgabe  ist  identisch  mit  einer  etwas 
anders  lautenden,  die  Heinrich  Hertz  zuerst  gelöst  hat.  Hertz 
betrachtet  nämlich  an  Stelle  der  Eisenplatte  eine  Eisscholle,  die 
aaf  dem  Wasser  schwimmt  und  in  der  Mitte  belastet  wird.  Auch 
die  Eisscholle  biegt  sich  durch  wie  die  Eisenplatte  bei  unserer 
Aufgabe  und  durch  die  Tiefe  der  Einsenkung  wird  das  Anwachsen 
des  Auftriebs  bestimmt,  den  sie  von  dem  Wasser  erfährt.  Bei  der 
Hertz'schen  Aufgabe  ist  also  die  Vertheilung  des  Auflagerdrucks 
auf  das  Wasser  —  wenn  man  sich  zur  Abkürzung  dieses  Aus- 
drucks bedient  —  streng  proportional  der  Einsenkung,  während 
die  Proportionalität  bei  unserer  Aufgabe  nur  näherungsweise  an- 
genommen werden  kann,  wie  aus  den  Erörterungen  des  sechsten 
Abschnittes  hervorgeht.  In  dieser  Form  ist  aber  die  Aufgabe  von 
grösserem  technischen  Interesse  und  ich  habe  daher  dieser  Fassung 
den  Vorzug  gegeben.  Hertz  hat  die  hier  gestellte  Aufgabe  streng 
gelöst;  er  musste  aber  dazu  mathematische  Hülfsmittel  heran- 
ziehen, die  ich  hier  nicht  als  bekannx  voraussetzen  darf.  Deshalb 
werde  ich  mich  hier  damit  begnügen,  die  Differentialgleichung  für 
die  Meridiancurve  der  elastischen  Fläche  abzuleiten.  Wie  diese 
Gleichung  gelöst  werden  kannj  bitte  ich  den  Leser,  der  sich  dafElr 
interessirt  und  zugleich  die  erforderlichen  mathematischen  Vor- 
kenntnisse besitzt,  in  der  Hertz'schen  Abhandlung  (Gesammelte 
Werke,  Band  I,  Leipzig  1895,  S.  288)  nachzulesen.  Wenn  die  In- 
tegration nicht  zu  schwierig  wäre,  hätte  ich  die  Aufgabe  im  Texte 
behandelt,  da  sie  dies  ihrer  praktischen  Bedeutung  nach  wohl  ver- 
dient hätte;  ganz  weglassen  wollte  ich  einen  Hinweis  auf  diese 
Untersuchung  aber  auch  nicht  und  ich  habe  sie  daher  in  dieser 
Form  unter  die  üebungsaufgaben  versetzt. 
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Lösung,  Wir  können  die  Eniwickelnngen  von  §42  bis  nach 
61.  (152)  ohne  Weiteres  benutzen.  Der  jenseits  eines  ringförmigen 
Schnittes  vom  Halbmesser  x  liegende  Theil  der  Platte  möge  im 
Ganzen  einen  Anflagerdruck  von  der  Grösse   V  erfahren.    In  dem 

zum  Centriwinkel  da  gehörenden  Theile   dieses  Bingschnitts   wird 

Vdtt 
dann  die  Scheerkraft  -^ —  tibertragen.     An  Stelle  von  GL  (163) 

hat   man    daher   für   das  Moment   der    Schabspannungen   an   dem 

Plattenelemente 

V 
Mom.  der  r  «=  -r—  dadx. 

Dadurch   geht  die   in  §  42   aufgestellte   Momentengleichung 

über  in  ^?    i    1?  _  ^   «    6(*»»  -  1)  F 

^  dx*  '^  dx         X   '^     m^Eh^     n  '^  ^' 

Hier  ist  V  nicht  sofort  gegeben.  Man  weiss  aber,  dass  V  um 
den  Auflagerdruck  eines  ringföf^gen  Flächenelementes  abnimmt, 
wenn  man  x  um  dx  vergrössert.     Also  wird 

^^  Ol. 

^ 27txyk, 

worin  h  eine   schon   aus  dem  sechsten  Abschnitte  bekannte  Con- 

stante  ist.     Wir  differentiiren  die  Momentengleichung  nach  x  und 

dV 
setzen  den  Werth   von  3—  ein.     Dadurch  erhalten  wir 

dx 

^d^p    ,    9^_  J_^  -L.  ^  —   12  (^"^  —  1)^  „,,  _r^ 
^dx^'^^dx^         xdx'^x^  m^Eh^       x^^  —  w. 

Nun  beachte  man,  dass  9>  =  —  -^  gesetzt  werden  kann.   Dadurch 

Cv  X 

erhalten  wir  eine  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  für  y.  Mit 
Benutzung  der  Abkürzung 

t2(m}  —  \)k  4 

^=    |V 

lässt  sie  sich  schreiben 

dx^    '     X  dx*        x*dx*    *    x^dx    *        ^ 

Es  handelt  sich  also  jetzt  nur  noch  um  rein  mathematische  Ope- 
rationen zur  weiteren  Lösung  der  Aufgabe,  nämlich  um  die  Auf- 
stellung des  Integrals  dieser  Gleichung,  dessen  vier  Constanten  den 
Grenzbedingungen  (ganz  ähnlich  wie  früher  bei  dem  Stabe  auf 
nachgiebiger  Dnterlage)  anzupassen  sind.  Erleichtert  wird  dies 
durch  die  Bemerkung,  dass  die  Glieder  auf  der  linken  Seite  eine 

Föppl,  FoBtigkeitslehre.  19 
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Bildung  zeigen,  die  hei  üntersuclrnngen  der  mathematischen  Physik 
öfters  wiederkehrt.  Bezeichnet  man  nämlich  die  Coordinaten  eines 
Pnnktes  der  Mittelebene  der  Platte  mit  «,  t;,  so  dass  also 

a;*  =  1*2  -f-  |;2 

ist,  und  versteht  man  unter  y'  den  sogenannten  Laplace'schen 
Operator,  nämlich 

SO  kann  die  Differentialgleichung  auch  in  der  Form 

V^  (vV)  +  «*«/  =  0 

angeschrieben  werden  und  zu  deren  Lösung  war  durch  frühere  Unter- 
suchungen der  Weg  vorbereitet. 

Hertz  geht  in  seiner  Abhandlung  unmittelbar  von  der  zuletzt 
angeschriebenen  Gleichung  aus;  die  Fortsetzung  der  Lösung  kann 
bei  ihm  nachgelesen  werden  (die  Bezeichnungen  sind  bei  ihm  etwas 
abweichend,  man  wird  sich  aber  darin  leicht  zurechtfinden).   Auch 
Zahlenrechnungen  und  Yersuchsergebnisse    kommen   in  der  Arbeit 
vor  und  sie  kann  daher  zur  Ableitung  von  Einzelheiten,  die  auch 
technisch   von  Nutzen   sein  können,    unmittelbar   benutzt  werden. 
Dies  überlasse  ich  dem  Leser  und  ich   bemerke  nur  noch,    wenn 
der  eine  oder  andere  Kritiker  vielleicht  finden  sollte,   dass  ich  in 
dieser  Aufgabe  zu  weit  gegangen  sei,   dass  Hertz  die  vorliegende 
Aufgabe  vollständig  gelöst  hat,   nachdem  er   erst  kurze  Zeit   die 
Hörsäle  unserer  Münchener  technischen  Hochschule,  an  der  er  be- 
gonnen hatte,  Maschinenbau  zu  studiren,  verlassen  hatte.     Solche 
Geister  von  Gottes  Gnaden  sind  freilich  selten;    wer  wollte  aber 
bezweifeln,  dass  sie  sich  gelegentlich  immer  wieder  unter  unseren 
Hörern   einfinden   und  wer  möchte   es   verantworten,   ihnen   einen 
gelegentlichen  Wink  darüber  vorzuenthalten,  was  schon  an  bedeu- 
tenden Leistungen  vorliegt,  wenn  diese  auch  zu  schwierig  sind,  als 
dass  sie  in  einer  regelmässigen  Vorlesung  behandelt  werden  könnten? 
Ich  habe  eine  viel  zu  grosse  Hochachtung  vor  dem  Können,   das 
in  unserer  studirenden  Jugend  schlummert,  als  dass  ich  mit  Jenen 
übereinzustimmen  vermöchte,    die  ihr  nur  die  leichtverdaulichste 
Kost  vorgesetzt  sehen  wollen.     Dass   man  solche  Dinge,    wie  die 
eben  behandelte  Aufgabe  nicht  von  Jedem  verlangen,    dass   man 
darnach  in  keinem  Examen  fragen  wird,  ist  ja  selbstverständlich. 

36.  Aufgabe,  Eine  frei  aufliegende  kreisförmige,  gusseiserne 
Flaue  von  beliebigem  Durchmesser  hat  2  cm  Stärke.  Wie  gross  darf 
eine  auf  eine  kleine  Fläche  in  der  Mitte  concentrirte  Belastung  sein, 
wenn  ma/n  eine  nach  dem  Näherungsverfähren  in  §  45  berechnete 
Biegungsspannung  des  Gusseisens  von  200  atm  als  zulässig  ansieht? 
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Lösung,  Man  braucht  nur  die  Zahlenwerthe  in  Gl.  (192) 
einzasetzen.     Man  findet 

P=  !^«  _  |. .  2*  .  200  =  837  kg. 

Auf  den  ersten  Blick  erscheint  es  vielleicht  auffällig,  dass 
der  Durchmesser  der  Platte  gleichgtQtig  ist,  denn  bei  einem  Stabe 
spielt  die  Grösse  der  Spannweite  eine  Hauptrolle.  Bei  der  Platte 
ist  es  aber  deshalb  anders,  weil  in  demselben  Verhältnisse,  in  dem 
bei  grösserer  Oefi&iung  die  Hebelarme  wachsen,  auch  die  Breite  des 
Querschnitts  zunimmt,  über  den  sich  die  Biegungsspannungen  ver- 
theilen. 

Bei  gleichförmiger  Yertheilung  über  die  ganze  Platte  dürfte 
die  Last  dreimal  so  gross  sein,  wie  aus  dem  Vergleiche  von  Gl. 
(192)  mit  Gl.  (190)  hervorgeht. 
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Die  Festigkeit  von  CfefSssen  unter  innerem  oder  äusserem 

Ueberdruck. 


§  48.    Eugelkessel  und  oylindrische  Kessel  unter 

innerem  Ueberdmck. 

Die  Wandstärke  h  wird  hier  als  klein  gegenüber  dem 
Durchmesser  betrachtetj  wie  es  bei  den  gewöhnlichen  genie- 
teten Kesseln  der  Fall  zu  sein  pflegt.  Der  Kessel  kann  dann, 
wenn  er  cylindrisch  ist,  Verbiegungen  keinen  erheblichen 
Widerstand  entgegensetzen.  Dazu  ist  aber  auch  kein  Anlass 
gegeben,  wenn  der  Querschnitt  kreisförmig  ist  und  so  wird 
und  muss  er  immer  ausgeführt  werden. 

Ich  betrachte  zunächst  den  kugelförmigen  Kessel.  Eine 
Durchmesserebene  zerlegt  ihn  in  zwei  Halbkugeln;  der  innere 
Halbmesser  sei  mit  r  bezeichnet.  Als  äussere  Kräfte  treten  an 
der  Halbkugel  die  Druckkräfte  der  eingeschlossenen  Flüssig- 
keit auf  die  Kesselwand  auf.  Diese  setze  ich  zu  einer  Resul- 
tirenden  zusammen.  Schon  bei  der  Lösung  von  Aufg.  30  wurde 
darauf  hingewiesen,  dass  man  die  Resultirende  von  hydrosta- 
tischen Druckkräften,  die  gleichmässig  über  einen  Theil  einer 
geschlossenen  Fläche  vertheilt  sind,  durch  die  Resultirende  für 
den  Rest  dieser  geschlossenen  Fläche  ersetzen  kann.  Der  Rest 
ist  hier  die  kreisförmige  Fläche  des  Schnitts  durch  den  Innen- 
raum des  Kessels.  Wenn  der  Flüssigkeitsdr uck,  in  atm  aus- 
gedrückt, mit  |)  bezeichnet  wird,  bildet  demnach  die  Resulti- 
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rende  der  äusseren  Kräfte  eine  Kraft,  die  durch  den  Mittelpunkt 
geht;  senkrecht  zur  Schnittebene  steht  und  die  Grösse 

hat.  Dabei  ist  vorausgesetzt;  dass  der  Druck  in  der  That 
überall  gleich  gross  ist,  dass  also  die  Druckunterschiede ,  die 
durch  das  Gewicht  der  Flüssigkeit  in  verschiedenen  Höhen 
bedingt  sind;  vernachlässigt  werden  können.  Bei  den  praktisch 
vorkommenden  Fällen  ist  dies  immer  zulässig. 

Mit  dieser  äusseren  Kraft  müssen  die  in  der  Schnittfläche 
übertragenen  Wandspannungen  im  Gleichgewichte  stehen.  Der 
Symmetrie  wegen  sind  diese  Wandspannungen  Normalspan- 
nungen 6  und  längs  des  Umfangs  sind  sie  gleichmässig  ver- 
theilt.  Aber  auch  in  der  Richtung  des  Radius  müssen  |  sich 
die  Spannungen  c  nahezu  gleichförmig  über  die  Blechdicke 
vertheilen.  Um  dies  zu  erkennen,  bedenke  man,  dass  sich  der 
Kessel  unter  dem  Einflüsse  des  inneren  Ueberdrucks  etwas 
ausdehnt;  der  Radius  wächst  also  etwa  von  r  auf  r  -\-  t^r. 
Durch  diese  elastische  Dehnung  werden  erst  die  Spannungen 
0  hervorgerufen.  Nun  kann  sich  aber  der  äussere  Kessel- 
radius nicht  merklich  weniger  dehnen,  als  der  innere,  denn 
der  etwaige  Unterschied  würde  gleich  der  elastischen  Ver- 
kürzung der  Wandstärke  h  sein  und  diese  ist  sicher  sehr  ge- 
ring, da  schon  h  selbst  klein  war.  Freilich  lehrt  diese  Ueber- 
legung  zugleich,  dass  bei  Wandstärken,  die  nicht  klein  im 
Vergleiche  zum  Radius  r  sind,  eine  gleichförmige  Spannungs- 
vertheilung  über  die  ganze  Wanddicke  nicht  zu  erwarten  ist 
und  dass  daher  die  hier  abzuleitenden  Formeln  immer  nur  auf 
dünnwandige  Gefässe  angewendet  werden  dürfen. 

Für  diese  aber  gestaltet  sich  die  Gleichgewichtsbedingung 
sehr  einfach.  Der  Schnitt  durch  die  Wand  hat  den  Inhalt 
27crhy  wenn  man  auf  den  kleinen  Unterschied  zwischen  dem 
mittleren  Radius  und  dem  Innenradius  keine  Rücksicht  nimmt. 
Daraus  folgt 

2%rhc  =^%r^p     oder     <y=-f^-  (199) 
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Durch  einen  gegebenen  Punkt  einer  Eugelfläche  kann 
man  sehr  viele  Durchmesserebenen  legen  und  jeder  dieser 
Schnittrichtungen  entspricht  dieselbe  Normalspannung  ö.  Die 
Anstrengung  des  Materials  wird  daher  nicht  durch  <y,  sondern 
durch  die  reducirte  Spannung  (Jred  bestimmt,  die  sich  zu 

berechnet.  —  Wo  Nietungen  vorkommen,  muss  natürlich  bei 
der  Berechnung  des  Kessels  auf  die  dadurch  veranlasste 
Schwächung  Rücksicht  genommen  werden;  ebenso  auf  die 
etwa  in  Aussicht  zu  nehmende  Verminderung  der  Wandstärke 
durch  Rosten  u.  s.  w.  Aus  diesen  Gründen  liefern  die  für  die 
Bemessung  der  Kesselstärke  in  der  Praxis  gebräuchlichen 
Formeln  grössere  Werthe,  als  sie  aus  61.  (200)  hervorgehen 
würden. 

Von  dem  cylindrischen  Kessel  setze  ich  voraus,  dass  er 
nicht  zu  kurz  im  Vergleiche  zum  Durchmesser  sei.  Die  an 
die  Kesselböden  stossenden  Theile  des  Mantels  sind  nämlich 
mehr  oder  weniger  gegen  eine  Ausdehnung  gestützt  und  sie 
nehmen  daher  geringere  Wandspannimgen  auf  als  die  in  der 
Mitte  gelegenen  Theile.  Dieser  Einfluss  kann  sich  aber  nur 
auf  eine  geringe  Strecke  hin  bemerklich  machen,  da  sich  das 
dünne  Blech  leicht  um  so  viel-  abbiegt,  als  dem  Unterschiede 
zwischen  den  Dehnungen  Ar  in  der  Mitte  und  am  Ende  ent- 
spricht. Ich  betrachte  jetzt  nur  einen  aus  der  Mitte  heraus- 
gegriffenen Streifen  von  der  Länge  l  in  der  Richtung  der 
Cylinderaxe.  Diesen  zerlege  ich  noch  durch  einen  Längsschnitt 
in  zwei  Halbcylinder. 

An  einem  dieser  Halbcylinder  greifen  zunächst  Kräfte  an, 
die  parallel  zur  Axe  gehen,  nämlich  in  den  beiden  Querschnitten. 
Diese  stehen  unter  sich  im  Gleichgewichte  imd  es  ist  vorerst 
nicht  nöthig,  auf  sie  zu  achten.  Ausserdem  müssen  die  in  dem 
Längsschnitte  übertragenen  Wandspannuugen,  die  sich  auf  zwei 
rechteckige  Streifen  vom  Flächeninhalte  hl  vertheilen,  im 
Gleichgewichte  mit  dem  Flüssigkeitsdrucke  auf  die  Linenwand 
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stehen.     Dieselbe  üeberlegung  wie   beim  Kugelkessel   liefert 
die  Gleichgewichtsbedingung 

2hl6t  =  2rlp  oder  0t  =  ?^-  •  (201) 

Die  Wandspannung  0t  in  der  Bichtung  der  Tangente  an 
den  Kreisuinfang  ist  daher  beim  cylindrischen  Kessel  doppelt 
so  gross  als  beim  Kugelkessel  von  demselben  Durchmesser. 

Für  die  Spannung  0a  in  der  Bichtung  der  Cylinderaxe, 
die  in  einem  Querschnitte  übertragen  werden^  gilt  dagegen  die- 
selbe Gleichgewichtsbedingung  (199)  wie  fOr  den  Kugelkessel. 
Für  die  reducirte  Spannimg  hat  man  daher 

.^  =  .,  -  i  .«  =  ^^f  =  0.85  ?r  (för  «.  -  f ).  (202) 

Wenn  die  Kesselboden  Halbkugeln  bilden,  ist  ihre  Be- 
rechnung schon  durch  jene  des  Kugelkessels  erledigt.  In  an- 
deren Fällen  wird  man  sie  als  Kugelhauben  ansehen  können 
und  man  berechnet  dann  die  Wandspannung  in  ihnen  so,  als 
wenn  sie  Bestandtheile  eines  ganzen  Kugelkessels  von  dem  be- 
treffenden Halbmesser  wären.  Unter  Umständen  käme  auch, 
wenn  die  Böden  etwa  durch  ebene  gusseiseme  Platten  gebildet 
sein  sollten,  die  Berechnung  nach  den  Lehren  des  vorigen  Ab- 
schnitts in  Betracht. 


§  49.    Bohren  von  ovalem  Quersohnitt  und  Bohren  von  kreis- 
förmigem Querschnitt  unter  äusserem  Ueberdruok. 

Eine  Bohre  von  ovalem  Querschnitt  kann  genau  so  be- 
rechnet werden,  wie  es  im  5.  Abschnitte  für  einen  Bing  aus- 
einander gesetzt  wurde  Der  durch  Abb.  47,  S.  224  dargestellte 
Fall  entspricht  fast  vollständig  dem  hier  vorliegenden^,  man 
muss  sich  nur  die  Lasten  gleichförmig  über  den  ganzen  Um- 
fang vertheilt  denken.  Die  Durchführung  der  Bechnungen 
bietet  auch  keine  besonderen  Schwierigkeiten.  Es  wäre  daher 
nicht  nöthig,  hier  noch  näher  darauf  einzugehen  —  um  so 
weniger,  als  Bohren  von  ovalem  Querschnitte,  wegen  des  ge- 
ringen Widerstandes,  den  sie  einer  Verbiegung  entgegensetzen. 
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zur  Herstellung  von  Ge^sen^  die  einem  grösseren  Flussig- 
keitsdrucke  ausgesetzt  sind^  nur  ganz  selten  verwendet  werden  — 
wenn  nicht  eine  Frage  von  ganz  eigener  Art  dazu  führte.  Man 
denke  sich  nämlich  ein  ursprünglich  genau  kreisrundes  Bohr 
durch  einen  zufälligen  Umstand  in  der  einen  Richtung  etwas  ela- 
stisch zusammengedrückt^  so  dass  der  Querschnitt  etwa  ellip- 
tisch wird.  Wenn  die  äussere  Veranlassung  wegfällt,  geht 
das  Rohr  ohne  Zweifel  wieder  in  seine  ursprüngliche  Gestalt 
zurück^  wenn  es  unter  einem  inneren  üeberdrucke  steht.  Man 
kann  aber  im  Zweifel  sein,  ob  dies  auch  zutrifft,  wenn  das 
Rohr  von  aussen  her  einem  üeberdrucke  ausgesetzt  ist.  Denn 
ohne  jede  Rechnung  sieht  man  schon  ein,  dass  ein  äusserer 
Ueberdruck  die  vorher  bewirkte  Abplattung  aufrecht  zu  halten 
und  noch  zu  vergrössem  sucht.  Es  fragt  sich  also,  ob  diese 
Wirkung  des  äusseren  Ueberdrucks  oder  ob  die  elastischen 
Kräfte,  die  dem  Rohre  die  ursprüngliche  Gestalt  zurückzugeben 
suchen,  die  Oberhand  behalten.  Diese  praktisch  recht  wichtige 
Frage  (man  denke  nur  an  die  Flammrohren  der  Dampfkessel) 
erfordert  zu  ihrer  Beantwortung  eine  eingehende  Rechnung. 

In  Abb.  56  ist 
eine  Hälfte  des 
Rohrquerschnitts 
gezeichnet ,  von 
dem  ich  annehme, 
dass  er  nur  wenig 
von  der  Kreisf orm 
abweiche;  die 
Halbaxe  b  der  El- 
lipse sei  also  nur 
wenig  grösser  als 
a.  Ein  Rohr  von 
diesem  Quer- 

schnitte sei  einem 
äusseren     üeber- 
drucke p   ausgesetzt;    ich   betrachte   einen    Streifen    von   der 
Länge  1  in  der  Richtung  der  Rohraxe.    Das  Biegimgsmoment 


Abb.  56. 
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am  Ende  der  kleinen  Axe,  also  für  y  =  0,  a;  =  a  bezeichne 
ich  mit  Mq]  für  das  Biegungsmoment  im  Querschnitte  xy  des 
Streifens^  hat  man  dann^  ganz  wie  früher  beim  Bing^ 

M  =  MQ+pa{a  -x)^^-  (203) 

Mit  s  ist  die  Länge  der  Sehne  bezeichnet,  auf  die  man 
sich  an  Stelle  des  zugehörigen  Bogens  den  Flüssigkeitsdruck 
auf  Grund  einer  schon  mehrmals  benutzten  Ueberlegung  wir- 
kend denken  kann.     Nach  dem  Pythagoräischen  Lehrsatze  ist 

s^  '=  y^  +  (a  —  x^) 
und  nach  der  Ellipsengleichung 

^  +  fä  =  1,    oder  x^  =  a^  —  ^  y\ 
Mit  Rücksicht  hierauf  geht  GL  (203)  über  in 

Jf  =  Jlf 0  -  f  (y '  +  ^' -  «0  =  ^0  -  Y  2/^  •  ^' • 

Zur  Abkürzung  soll  die  Abplattung  der  Ellipse  mit  a  be- 
zeichnet, also  &  —  a 

gesetzt  werden;  dann  ist,  da  a  und  h  nur  wenig  voneinander 
verschieden  sein  sollen,  genau  genug 

Der  Ausdruck  für  M  vereinfacht  sich  dadurch  zu 

M=MQ—py^a.  (204) 

Es  fragt  sich  noch,  wie  gross  M^  ist.  Dazu  beachten  wir,  wie 
früher  beim  Ringe,  dass  die  Biegungsmomente  jedenfalls  in 
solcher  Art  vertheilt  sein  müssen,  dass  die  von  ihnen  be- 
wirkten elastischen  Winkeländerungen  Arfg)  für  den  ganzen 
Quadranten  zusammengenommen  Null  geben  müssen.  Wir 
setzen  /»  r*  ^ , 

oder,  wenn  man  den  Werth  von  M  einfuhrt  und  beachtet, 
dass  S  constant  ist,  weil  das  Rohr  selbstverständlich  überall 
dieselbe  Stärke  haben  soll, 
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M^Jds  =  p  afy^  ds.  (205) 

Das  Integral/lis  ist  streng  genommen  ein  elliptisches;  es  gibt 
die  Bogenlänge  des  Ellipsenquadranten  an.  Da  sich  dte  Ellipse 
aber  nur  wenig  von  eiaem  Kreise  unterscheiden  sollte,  kann 
man  dafür  genau  genug  den  Umfang  eines  Kreisquadranten 
setzen,  dessen  Halbmesser  das  Mittel  aus  a  und  h.  ist.  Ebenso 
kann  man  beim  zweiten  Integral  Cy^ds  das  Trägheitsmoment 
eines  Kreisviertelbogens  von  mittlerem  Halbmesser  an  die 
Stelle  setzen.     Man  hat  dann 

ds=-^;    Jfds  =  ^  vaiir=  -^■ 
ffiermit  gehen  Gl.  (205)  und  (204)  über  in 

JKo=^;   M==^-^{r^-2f).  (206) 

Für  das  Ende  der  grossen  Axe,  also  mit  y  =  6  geht  M  über  in 

Jfö  =  —  ^  =  —  iif 0  , 

wenn  man  auf  den  geringen  Unterschied  zwischen  r  und  h 
keine  Rücksicht  nimmt.  Für  einen  unter  45®  gezogenen  Strahl 
wird  M  =0  und  zu  beiden  Seiten  wachsen  mit  gleichen  Ab- 
ständen die  Momente  gleichmässig  an,  auf  der  einen  Seite  sind 
sie  aber  positiv,  auf  der  anderen  negativ. 

Hiermit  sind  die  Biegimgsmomente  berechnet,  die  der 
äussere  Flüssigkeitsdruck  in  einem  Rohre  von  gegebener  Ab- 
plattimg hervorbringt.  Diese  Biegungsmomente  sind  überall 
so  gerichtet,  dass  sie  die  Abplattung  zu  vergrössern  suchen; 
am  Ende  der  kleinen  Axe  suchen  sie  nämlich,  wie  aus  dem 
Vorzeichen  von  Mq  hervorgeht,  das  Rohr  aufzukrümmen  und 
am  Ende  der  grossen  Axe  umgekehrt  die  Krümmung  zu  ver- 
stärken. Jetzt  wollen  wir  die  entgegengesetzte  Frage  in  An- 
griff nehmen:  nämlich  voraussetzen,  dass  die  berechneten  Bie- 
gungsmomente für  ein  ursprünglich  kreisförmiges  Rohr  un- 
mittelbar gegeben  seien  und  zusehen,  wie  gross  die  Abplattung 
ist,  die  durch  sie  hervorgerufen  wird.  Auch  hierbei  können 
wir  genau   so  verfahren,  wie   früher  bei  der  Berechnung  des 
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Bings.   Wir  bezeichnen  die  elastische  Aenderung  des  Radius  r 
in  a  kurz  mit  Aa  und  haben 


Aa  =-/yArfg)  =  /* 


MdB 


3^' 


E0 
Hier  ist  M  aus  61.  (206)  einzusetzen;  dann  wird 

Das  erste  Integral  in  der  Klammer  ist  das  statische  Moment 
des  Viertelkreisbogens  für  den  Durchmesser.  Da  für  den  Kreis 
die  Beziehung  ^^^  _  ^^^ 

gilt  (wie  man  aus  der  Aehnlichkeit  des  Dreiecks  aus  den 
Seiten  ds  und  dx  mit  dem  aus  den  Seiten  y  und  r  sofort  er- 
kennt) erhält  man 

fyds  =  rjdx  =  r^; 

I  y^ds  =  r  j  y^  dx  ^=  r^  I  dx  —  r  I  x^dx  =  r*  —  y"^ 
Damit  findet  man  schliesslich 

^«-5%(''-'*i)=-fs-    w 

Die  elastische  Aenderung  A6,  die  der  zu  dem  vorigen  senk- 
rechte Radius  erfährt,  kann  ebenso  berechnet  werden  wie  Aa; 
man  kann  sich  diese  Mühe  aber  auch  ersparen,  indem  man 
darauf  aufmerksam  macht,  dass  wegen  der  Gleichheit  der  Bie- 
gungsmomente zu  beiden  Seiten  eines  unter  45*^  gezogenen 
Radius  bei  entgegengesetztem  Vorzeichen  A6  genau  ebenso 
gross,   aber  von   entgegengesetztem  Vorzeichen  mit  Aa  sein 

mUSS,    also  nar* 

Die  Abplattung  a\  die  durch  diese  elastischen  Aenderungen 
hervorgebracht  wird,  folgt  daraus  sdfort,  denn  man  hat 

b  —  a  «=  A6  —  Aa, 

.-fS«.  (208) 
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Es  bleibt  uns  jetzt  nur  noch  übrig,  beide  Betrachtungen  mit- 
einander zu  verbinden,  also  anzunehmen,  dass  die  bestehende 
Abplattung  a,  die  zu  den  Biegungsmomenten  M  die  Veran- 
lassung gibt,  gerade  gleich  jener  Abplattung  cc'  ist,  die  um- 
gekehrt von  den  Biegungsmomenten  hervorgebracht  wird. 
Wenn  beide  gleich  sind,  ist  oflFenbar  ein  neuer  Gleichgewichts- 
zustand nach  vollzogener  Abplattung  möglich ;  die  Abplattung 
vergr5ssert  sich  weder,  noch  geht  sie  ohne  Eingreifen  äusserer 
Kräfte  wieder  zurück.  Wäre  dagegen  a'  grösser  als  a^  so  müsste 
die  Abplattung  fortgesetzt  wachsen  und  die  Rohre  würde  da- 
durch zerstört;  wenn  a  kleiner  ist  als  a,  muss  man  noch  von 
aussen  her  eine  Kraft  einwirken  lassen,  um  eine  gewisse  Ab- 
plattung aufrecht  zu  erhalten  und  beim  Fehlen  einer  solchen 
Einwirkung  geht  die  Röhre  von  selbst  wieder  in  die  ursprüng- 
liche Kreisform  zurück. 

Man  erkennt  hieraus,  dass  sich  ein  kritischer  üeberdruck 
angeben  lässt,  bei  dessen  Ueberschreitung  sich  die  Röhre,  selbst 
wenn  sie  ursprünglich  genau  kreisförmig  war,  nicht  mehr  in 
einem  stabilen  Gleichgewichtszustande  befinden  kann,  da  die 
geringste  Störung  der  Kreisform  genügt,  zu  immer  weiter 
wachsenden  Formänderungen  und  damit  zu  einem  Einbrüche 
der  Röhre  zu  führen.  Setzt  man  in  Gl.  (208)  a  =  a  und  lost 
nach  p  auf,  so  erhält  man  den  kritischen  Üeberdruck  p^ 

^.  =  ?^.  (209) 

Für  ®  ist  noch  der  Werth  einzusetzen.  Da  es  sich  auf 
einen  Streifen  von  der  Länge  1  in  der  Richtung  der  Rohraxe 

bezieht,  ist  es  gleich  —  und  daher 

Der  hier  behandelte  Fall  ist  der  erste,  bei  dem  ein  labiles 
elastisches  Gleichgewicht  bisher  vorkam;  ähnliche  Fälle  werden 
uns  später  noch  begegnen,  der  wichtigste  unter  allen  ist  jener, 
der  bei  der  Knickfestigkeit  vorliegt.     In  Anknüpfung   daran 
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pflegt  man  die  hier  untersuchte  Erscheinung  auch  als  ein  Aus- 
knicken der  Rohrwand  zu  bezeichnen. 

Wenn  das  Bohr  nur  kurz  und  an  den  Enden  durch  Böden 
oder  in  anderer  Weise  versteift  ist,  kann  die  hier  besprochene 
Ausknickung  der  Rohrwand  nicht  zu  Stande  kommen.  Bei  dem 
Flammrohre  eines  Dampfkessels  ist  die  Länge  immer  so  gross 
gegen  den  Durchmesser,  dass  diese  Versteifung  das  Ausknickeu 
des  mittleren  Theiles  nicht  zu  verhüten  vermag.  Dagegen 
sucht  man  in  solchen  Fällen  öfters  dadurch  eine  grössere  Steifig- 
keit der  Rohrwand  herbeizuführen,  dass  man  in  gewissen  Ab- 
ständen RiDge  aus  Winkeleisen  u.  s.  w.  herumlegt.  In  solchen 
Fällen  muss  man  sich  zur  Berechnung  an  Stelle  von  Gl.  (210) 
der  61.  (209)  bedienen,  indem  man  den  Zuwachs  des  Träg- 
heitsmoments durch  den  Ring  auf  einen  Streifen  von  der 
Länge  1  ausschlägt. 

§  50.     Dickwandige  Bohren. 

Der  Einfachheit  wegen  betrachte  ich  nur  den  Fall,  dass 
das  Rohr  einem  inneren üeberdrucke  ausgesetzt  ist;  für  äusseren 
Ueberdruck  gelten  die  Betrachtungen  ebenfalls,  wenn  man  nur 
überall  die  Vorzeichen  der  Dehnungen  und  Spannungen  umkehrt. 

Aus  Sytometriegründen  folgt,  dass  von  den  drei  Haupt- 
axen  des  Spannungszustandes  für  jede  Stelle  der  Rohrwand 
eine  parallel  zur  Rohraxe  geht,  eine  zweite  in  die  Richtung 
des  Radius  und  eine  dritte  in  die  Richtung  der  Tangente  an 
den  Kreis  fällt,  der  durch  den  gegebenen  Punkt  von  der  Rohr- 
axe aus  gelegt  werden  kann,  um  die  Spannungen  und  Deh- 
nungen in  der  Richtung  der  Rohraxe  will  ich  mich  jetzt  nicht 
kümmern;  man  kann  sie  nachträglich  ermitteln  und  in  Be- 
rücksichtigung ziehen.  Wichtiger  sind  die  beiden  anderen 
Hauptspannungen  und  namentlich  die  in  der  Richtung  der 
Tangente  öt,  denn  man  weiss  schon  aus  den  vorausgehenden 
Untersuchungen,  dass  die  Bruchgefahr  in  erster  Linie  von 
ihr  abhängt. 

Um  dieser  Behandlung  der  Aufgabe  den  geeigneten  Aus- 
druck zu  geben,  setze  ich  jetzt  voraus,  dass  das  Rohr  an  den 
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Eaden  nicht  gescillossen  sei  und  sich  in  der  Richtung  der 
Rohrase  beliebig  ausdehnen  und  zusammenziehen  könne,  wäh- 
rend zugleich  auf  die  Innenwand  der  apecifische  Druck  p  aus- 
geübt wird.  Um  das  Mitschleppen  eines  überflüssigeu  Factors 
zu  vermeiden,  betrachte  ich  ein  Stück  des  Rohrs  von  der 
Lnnge  ■■  1. 

Unter  dem  Einflüsse  des  inneren  Druckes  erweitert  sich 
das  Rohr  und  die  elastische  Yergrösserung,  die  ein  Radius  x 
•erfährt,  der  nach  irgend  einem  Theilchen  der  Rohrwand  ge- 
zogen ist,  sei  mit  u  bezeichnet.  Wenn  u  als  Function  von  x 
bekannt  wäre,  könnte  man  daraus  die  Dehnungen  f,  und  f, 
in  der  Richtung  der  Tangente  und 
des  Radius  und  hiermit  auch  die 
zugehörigen  Spannungen  e,  und  a, 
berechnen;  die  Aufgabe  wäre  also 
gelöst.  Es  wird  sich  also  vor  allen 
Dingen  darum  handeln,  diese  Func- 
tion u  zu  bestimmen. 

In  Abb.  57  ist  ein  Querschnitt 
des    Rohrs    gezeichnet    und    durch 
■"""■ "''  zwei  Radien,    die  den  Centriwinkel 

d«  miteinander  bilden,  sowie  durch  zwei  Kreisbögeu  mit  den 
Halbmessern  x  und  x  -^  dx  ist  ein  Flächenelement  abgegrenzt. 
Diesem  Flächenelemente  entspricht  ein  Volumenelement  des 
Rohrs,  für  das  wir  die  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  der 
daran  angreifenden  Spannungen  anschreiben  woUen;  dies  wird 
uns  zur  Lösung  der  Aufgabe  führen.  In  Abb.  58  (S.  303)  ist 
das  Volumenelement  noch  besonders  herausgezeichnet  mit  der 
Angabe  der  daran  angreifenden  Spannungen. 

Zunächst  bemerke  ich,  dass  die  specifiscbe  Dehnung  in 
der  Richtung  der  Tangente 

s,-i  (211) 

gesetzt  werden  kann,  denn  die  Lange  eines  Ereisumfangs 
wächst  proportional  mit  dem  Radius.  Für  die  specifische  Deh- 
nung in  der  Richtung  des  Radius  erhält  man  dagegen 
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'r  -   P,,  (212) 

denn  aus  dx   wird    nach   der  Formänderung  dx  +  du.    Man 

sieht   sofort   ein,   dass    in  Wirklichkeit  in   der  Richtung  des 

Radius  eine  Verkürzung  eintreten  ^    dass  also  du  und  hiermit 

er  negativ  werden  muss.    Ich  lasse  indessen  die  Gleichung  in 

der  angeschriebenen  Form  stehen.    Die  weitere  Untersuchung 

muss  dann  von  selbst 

zu    einem     negativen  1^1 

Werthe    von    Sr   fiih-  , 

fif<    — 

ren.     Damit  hängt  es    ---"Zirf  o;.^ — 


tlö-^ 


Abb.  58. 


auch  zusammen ;  dass 
ich  0r  in  Abb.  58  mit 
einem  Pfeile  einge- 
zeichnet habe,  der  eine 

Zugspannung  bedeutet.  Wenn  nicht  ausdrücklich  etwas  anderes 
verabredet  wird,  haben  wir  die  vorkommenden  Spannungen 
zunächst  immer  als  Zugspannungen  und  die  specifischen 
Längenänderungen  als  Dehnungen  zu  betrachten  und  als 
solche  positiv  in  die  Rechnung  einzuführen.  Das  Ergebniss 
der  Rechnung  gibt  dann  durch  das  schliesslrch  heraus- 
kommende Vorzeichen  zu  erkennen,  welche  der  vorkommenden 
Spannungen  in  Wirklichkeit  Druckspannungen  sind. 

Die  Spannungen  6t  in  Abb.  (58)  fassen  wir  zunächst  zu 
einer  Resultirenden  zusammen.  Auf  jede  der  beiden  Seiten- 
flächen haben  wir  dx  •  öt  iind  wenn  wir  diese  beiden  Bjräfte 
mit  Hülfe  eines  Kraftdreiecks  zu  einer  Resultirenden  ver- 
einigen, erhält  diese  die  Grösse 

dx  6  t  da. 

Nun  betrachten  wir  die  Spannungen  6r.  Auf  der  inneren  Fläche 
haben  sie  die  Grösse 

6rXdcCy 

denn  der  zum  Radius  x  und  zum  Centriwinkel  da  gehörende 
Bogen  ist  gleich  xda.  Gegenüber  liegt  die  Spannung  <yr+  d6fy 
die  sich  über  die  Fläche  (x  +  dx)  da  erstreckt.  Beide  Kräfte 
gehen  in  entgegengesetzter  Richtung;  es  kommt  also  nur  auf 
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itren  Unterschied  an,  der  auch  unmittelbar  als  DiflFerential 
des  vorausgehenden  Ausdrucks,  also  in  der  Form 

angeschrieben  werden  kann.  Wenn  Or  und  der  Differential- 
quotient positiv  sind,  bedeutet  dies  eine  ßesultirende,  deren 
Pfeil  nach  aussen  hin  geht.  Die  Resultirende  der  öt  geht  da- 
gegen bei  positivem  Werthe  von  6t  nach  innen.  Das  Gleich- 
gewicht gegen  Verschieben  in  der  Richtung  des  Radius  er- 
fordert daher^  dass 

*'  =  Ä(*'*)  (213) 

ist.  Um  diese  Gleichung  zur  Ermittelung  von  u  verwenden  zu 
können,  müssen  wir  zunächst  die  Spannungen  in  den  specifi- 
schen  Dehnungen  ausdrücken.    Nach  dem  Elasticitätsgesetz  ist 

«'  -=  i (*'- i*»-) 5  *>■  =  i (*'  -  i  *') 

und  durch  Auflösen  nach  öt  und  ör  erhält  man  daraus 

oder,  wenn  man  die  Werthe  der  specifischen  Dehnungen  aus 
den  Gl.  (211)  und  (212)  einsetzt, 

mE    (      u     ,    du\  mE    (     du    .     u\ 

Diese  Ausdrücke  führen  wir  in  Gl.  (213)  ein.     Sie  geht  dann 

über  in  u    ,   du        d  /      du   ,     \ 

X     ^    dx        dx\       dx    *      / 

Ich  möchte  noch  ausdrücklich  die  Aufmerksamkeit  auf 
den  Zweck  hinlenken,  der  diesen  Umrechnungen  zu  Grunde 
liegt.  Gl.  (213)  gilt  nämlich  offenbar  ganz  allgemein,  gleich- 
gültig, ob  der  Körper  dem  Hooke'schen  Gesetze  folgt  oder 
nicht.  Sie  enthält  aber  zwei  unbekannte  Grössen  öt  und  (f, 
und  da  andere  Gleichgewichtsbedingungen  nicht  zur  Verfügung 
stehen,  wäre  es  nicht  möglich,  beide  Unbekannten  aus  dieser 
einen  Gleichung  zu  bestimmen.     Das  Problem  ist   und  bleibt 
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statisch  unbestimmt,  so  lange  man  nicht  auf  Grund  der  ela- 
stischen Eigenschaften  des  Körpers  noch  eine  andere  Beziehung 
angeben  kann.  In  der  That  hat  die  Untersuchung  der  elasti- 
schen Formänderung  hier  und  in  allen  solchen  Fällen  nur  den 
Zweck,  die  in  grösserer  Zahl  vorkommenden  Spannungscom- 
ponenten  auf  eine  kleinere  Zahl  unbekannter  Formänderungs- 
grössen  zurückzuführen  und  dadurch  die  Lösung  der  Glei- 
chungen zu  ermöglichen.  So  sind  wir  hier  jetzt  dazu  gelangt, 
die  Gl.  (213)  so  umzuformen,  dass  nur  noch  die  eine  Unbe- 
kannte u  in  ihr  vorkommt. 

Die  letzte  Gleichung   vereinfacht   sich  nach  Ausführung 
der  Differentiation  auf  der  rechten  Seite  zu 

^1-S  +  ^l|-«  =  0-  (214) 

Sie  stimmt  fast  genau  überein  mit  der  DiflFerentialgleichung 
(155)  für  die  Meridiancurve  der  elastischen  Fläche  einer  krois- 
förmigen  Platte  und  in  der  That  gleicht  auch  die  voraus- 
gehende Entwickelung  in  vielen  Punkten  und  namentlich  in 
dem  ganzen  Plane  der  Untersuchung  der  damals  durchgeführten. 
Man  braucht  in  Gl.  (155)  nur  iV  «  0  zu  setzen  und  die  ab- 
hängige Veränderliche  mit  u  anstatt  mit  g)  zu  bezeichnen,  um 
sie  in  Gl.  (214)  überzuführen.  Daher  gilt  hier  auch  das  frühere 
Integral,  Gl.  (156)  in  der  Form 

u^Bx+^'  (215) 

Es  fehlt  jetzt  nur  noch  die  Ermittelung  der  Integrationscon- 
stanten  B  und  C.  Für  w  selbst  sind  hier  gar  keine  Grenz- 
bedingungen vorgeschrieben,  wohl  aber  für  ^r,  denn  für  a;  =  öf, 
also  an  der  Innenfläche,  muss  6r  =  — p  und  für  a;  =  6,  also 
aussen,  muss  tf ^  =  0  werden.  Um  diese  Bedingungen  zur  Be- 
rechnung der  Integrationsconstanten  verwerthen  zu  können, 
muss  man  zunächst  den  Ausdruck  für  ör  aufstellen.  Durch 
Einsetzen  von  u  aus  Gl.  (215)  geht  dieser  über  in 

mJS    -ry        mJS   C 

m— -1  m  +  la;* 

Föppl,  Festigkeitslehre.  20 
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Zur  Abkürzung  wollen  wir  dafür 

0r  =  B'-  g  (216) 

schreiben.    Für   die   neuen   Constanten  B'   und  C  hat   man 
nun  die  Gleichungen 

aus  denen  durch  Auflösen  folgt 

B'-^P^,',    C'=p^,.  (217) 

Für  n  hat  man  daher  jetzt 

^-P  fnüHb^-a^  ((m-l)z  +  (m+l)^^).     (218) 
Ferner  folgt  far  6r  und  6t 

(219) 

Je  kleiner  x  ist,  desto  grössere  Werthe  nehmen  beide 
Hauptspannungen  an.  Das  Material  wird  also  am  meisten  an 
der  Innenseite  des  Rohrs  beansprucht,  was  sich  übrigens  schon 
auf  Grund  einer  einfachen  üeberlegung,  die  in  §  48  angestellt 
wurde,  voraussehen  Hess.  Die  grösste  Anstrengung  hängt  von 
der  grössten  Dehnung  ab,  also 

...  =^W.=a=^£U„=p^«  (---^«^  +  "^^^4  (220) 

§  51.    BinggesohütB. 

Wenn  ein  Gefass  einem  sehr  hohen  inneren  üeberdrucke 
ausgesetzt  ist,  wie  z.  B.  ein  Geschützlauf  oder  der  Cylinder 
einer  hydraulischen  Presse,  nützt  die  Vergrösserung  der  Wand- 
stärke schliesslich  nicht  mehr  viel,  da  sich  die  aussen  hinzu- 
kommenden Schichten,  wie  aus  den  Untersuchungen  des  vorigen 
Paragraphen  hervorgeht,  viel  weniger  an  der  Aufnahme  der 
Spannungen  betheiligen,  als  die  inneren,  die  dadurch  entlastet 


j 
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werden  sollen.  Man  hilffc  sicli  dann  oft  damit^  dass  man  das 
Rohr  aus  zwei  Theilen  herstellt,  von  denen  der  äussere  auf 
einen  etwas  kleineren  Durchmesser  ausgebohrt  wird,  als  der 
äussere  Durchmesser  des  inneren  BohrS;  auf  das  er  aufgesteckt 
werden  soll.  Um  das  eine  Rohr  über  das  andere  schieben  zu 
können,  erwärmt  man  es  um  so  viel,  dass  es  darüber  geht. 
Beim  Abkühlen  wird  dann  das  innere  Rohr  zusammengepresst 
und  das  äussere  bleibt  etwas  ausgedehnt.  Dadurch  kommen 
von  vornherein  Spannungen  in  das  zusammengesetzte  Rohr, 
Zugspannungen  6t  im  äusseren  und  Druckspannungen  öt  im 
inneren  Theile.  Wenn  nun  ein  Schuss  abgefeuert  oder  sonst 
das  Rohr  einem  inneren  Ueberdrucke  ausgesetzt  wird,  treten 
überall  noch  Zugspannungen  6t  hinzu.  An  der  Innenseite  des 
Rohrs  bewirken  diese  zunächst  nur  eine  Verminderung  oder 
Aufhebung  der  vorher  dort  bestehenden  Druckspannungen 
und  nur  der  Ueberschuss  über  diese  kommt  wirklich  zur 
Geltung.  Im  äusseren  Theile  dagegen  addiren  sich  die  aus 
beiden  Ursachen  stammenden  Zugspannungen  einfach.  Man 
erreicht  durch  diese  Anordnung  daher  eine  gleichmässigere 
Ausnutzung  des  Materials,  die  natürlich  noch  gesteigert  werden 
kann,  wenn  man  das  Rohr  statt  aus  zwei,  aus  drei  oder  noch 
mehr  Theilen  zusammensetzt.  Hier  genügt  aber  die  Behand- 
lung des  einfachsten  Falles. 

Es  wird  am  besten  sein,  wenn  ich  die  Rechnungen  so- 
fort im  Anschlüsse  an  ein  bestimmtes  Zahlenbeispiel  durch- 
führe, weil  man  so  eine  anschaulichere  Vorstellung  gewinnt. 
Die  drei  Halbmesser  des  zusammengesetzten  Rohres  seien 
der  Reihe  nach  mit  a,  h,  c  bezeichnet  und  es  sei  a  =  10, 
6  =  15,  c  =  20  cm.  Beim  Aufziehen  möge  das  äussere  Rohr 
bei  100^  C.  Temperaturunterschied  gerade  auf  das  innere  ge- 
passt  haben.  Man  wird  zunächst,  ermitteln,  mit  welchem 
Drucke  beide  Rohre  nach  dem  Erkalten  aufeinander  sitzen  und 
wie  gross  die  Beanspruchung  des  Materials  an  den  einzelnen 
Stellen  ist,  wenn  das  Rohr  ganz  sich  selbst  überlassen  ist. 

Der  Unterschied  zwischen   dem  inneren   Halbmesser  des 

äusseren  und  dem  äusseren  Halbmesser  des  inneren  Rohrs  im 

20* 
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spannungslosen  Zustande  bei  gleicher  Temperatur  sei  mit  db 

bezeichnet.  Mit  dem  Ausdehnnngscoefficienten  ^x-x^    för  1^  C, 

hat  man  ;, 

**  =  80-ÖÖ0  •  100  =  0,187  mm. 

Die  Durchmesser   unterscheiden  sich  um  das  Doppelte^   also 

3 
um  —  wm. 

Für  die  sich  auf  das  innere  Rohr  beziehenden  Grössen 
wollen  wir  den  Zeiger  1,  für  die  des  äusseren  Rohrs  den 
Zeiger  2  benutzen.  Für  die  elastische  Verschiebung  u  in  der 
Richtung  des  Radius  haben  wir  dann  nach  den  Untersuchungen 
des  vorigen  Paragraphen  (siehe  Gl.  215) 

«,  =  B,a;  +  5;     «,  =  B,a:  +  §.  (221) 

Es  handelt  sich  jetzt  um  die  Bestimmung  der  vier  Integra- 
tionsconstanten  B^  C^  B^  G^ .  Dazu  müssen  wir  ähnlich  ver- 
fahren wie  vorher,  nämlich  die  Bedingungen  benutzen,  dass 
aussen  und  hier  zugleich  auch  innen  6r  zu  Null  wird,  dass 
ferner  ör  bei  a;  «=  &  für  beide  Rohre  gleich  wird  und  dass 
schliesslich  w,  und  u^  sich  bei  a;  ==  6  um  einen  bekannten  Be- 
trag voneinander  unterscheiden. 

Für  ör  hat  man  nach  GL  (216) 

C '  C ' 

Or,\  =  Bi    -V,       (yr,2  =   B^  ~'^f 

wenn  wie  früher  zur  Abkürzung 

b:^^^--b„   c/=-^c,,  b-^^b^ 

P' ^-^  ri 

gesetzt  wird.  Die  ersten  drei  Bedingungsgleichungen  lauten 
daher  /; ' 


-B/-5  =  0 


(222) 
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Zur  Aufstellung  der  yierten  bedenke  man^  dass  sich  das 
äussere  Rohr  jedenfalls  im  gedehnten  Zustaiide  befindet  ^  U2 
also  überall  positiv  ist,  während  das  innere  Rohr  zusammen- 
gedrückt wird,  Ui  also  negativ  ist.  An  der  Grenze  beider 
Rohrtheile  muss  die  Summe  der  Absolutbeträge  von  u,  und  tig 
gleich  dem  ursprünglichen  Unterschiede  db  der  Radien  sein^ 
denn  das  gegenseitige  Nachgeben  um  u^  bezw.  U2  bringt  beide 
Rohre  zum  Passen.  Man  hat  also  mit  Beachtung  des  nega- 
tiven Vorzeichens  von  u^ 

K]«=6  —  Mx:=b  =  sb, 

oder,  wenn  man  die  Werthe  aus  Gl.  (221)  einsetzt 

wofür  auch  mit  Benutzung  der  Unbekannten  B^'  u.  s.  f. 

(fn-l)(B,'-B:)  +  im+l)^^^  =  mE'-^    (223) 

geschrieben  werden  kann.  Die  vier  Gleichungen  (222)  und 
(223)  sind  jetzt  nach  den  darin  überall  im  ersten  Grade  vor 
kommenden  Unbekannten  aufzulösen.     Man  erhält  dadurch 


c*— 6*    E9b      ^,  ,c*— 6*    E6h\ 


a 


2 


c*— a»      26 


(224) 


(225) 


und  für  die  ursprünglichen  Unbekannten  B^  u.  s.  f. 

^ c*-b*    w—l  ^         ^ 2    c«— 6»m+l  ^6 

A—       c^^a^'    2m     6  '       ^^ "~       ^    '  c^  —  a*    2m     6 

^  6*— o'    m— 1  dh         p  _^        ^    6'  — a»m+l  Sh 

■^a"*       ?  — a«'    2m     6'         2—        ^  *  c^_a*    2m     6 

Durch  Einsetzen    der   Zahlenwerthe    und    mit    m  =  — 
und  J5?  =  25  •  10^  atm  (für  Gussstahl)  wird  dies 

£,'  =  —  911  atm ;  C/  =  —  91 100  kg;      5,'  =  651  atm 

Cj'  =  260400  kg, 

Bi 255- 10-«;  C^ 474  •  10-* cm';  B^  =  182  •  10-«; 

C'8-=1354.  10-*  cm«. 
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Für  den  Druck  zwischen  beiden  Rohren,  der  mit  6(,  bezeichnet 
werden  mag^  erhält  man  jetzt 

oder  auch  allgemeiner 

Für  die  Spannungen  ör  und  öt  an  irgend  einer  anderen 
Stelle  des  äusseren  Rohrs  kann  man  jetzt  ohne  weiteres  die 
Gl.  (219)  anwenden,  wenn  man  nur  berücksichtigt,  dass  an 
Stelle  von  a  und  b  hier  b  und  c  treten  und  an  Stelle  von^  den 
Absolutbetrag  von  öf,  nimmt.  Auch  für  das  innere  Rohr  kann 
man  diese  Spannungen  leicht  ermitteln.  Wir  wollen  uns  aber 
damit  jetzt  nicht  aufhalten  und  nur  noch  die  reducirten  Span- 
nungen (Jred  an  der  Innenseite  des  inneren  und  öied  an  der 
Innenseite   des   äusseren  Rohrs  berechnen.     Dafür  erhält  man 

Nun  sei  angenommen,  dass  auf  das  so  zusammengesetzte 
Rohr  ein  innerer  üeberdruck  einwirkt,  dass  also  etwa  ein 
Schuss  abgefeuert  wird.  Wir  wollen  auch  hier  eine  bestimmte 
Zahlenangabe  zu  Grunde  legen  und  annehmen,  dass  der  innere 
üeberdruck  p  =  2000  atm  betrage.  Durch  diesen  inneren 
üeberdruck  werden  von  Neuem  elastische  Formänderungen 
imd  Spannungen  hervorgerufen,  die  sich  den  ursprünglich  vor- 
handenen zugesellen.  Voraussetzung  ist  dabei  nur,  dass  die 
Proportionalitätsgrenze  des  Materials  nicht  überschritten  wird, 
um  diese  neu  hervorgerufenen  Spannungen  zu  berechnen, 
können  wir  das  Rohr  als  aus  einem  Stücke  bestehend  ansehen 
und  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  unmittelbar  darauf 
anwenden.  Dabei  brauchen  wir  ims  nur  um  die  reducirten 
Spannungen  an  den  Innenseiten  beider  Rohrtheile  zu  kümmern, 
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da  die  Beanspruchung  des  Materials  sonst  jedenfalls  überall 
geringer  ist,  als  an  diesen  beiden  Stellen.  Aus  den  Unter- 
suchungen des  vorigen  Paragraphen  folgt  för  irgend  einen  Ab- 
stand X  vom  Mittelpunkte 

X        ^  Ir  —  a"  Im        '        m      x^  \  ^ 

wobei  aber  jetzt  an  Stelle  von  h  der  äussere  Radius  des  ganzen 
Rohrs,  also  c  zu  setzen  isi 

Für  a;  =  10  cm  gibt  dies  Or^  =  +  3930  atm  und  für 
a:  =  16  cm  wird  (Jred  =  +  2010  atm. 

Die  im  Ganzen  auftretende  Beanspruchung  des  Materials 
während  des  Abfeuems  eines  Schusses  ergibt  sich  durch  Sum- 
mirung  dieser  reducirten  Spannungen  zu  den  anfanglich  vor- 
handenen, also 

an  der  Innenseite  des  inneren  Rohrs  =  —  1820  -f  3930 

=  +  2110  atm, 

an  der  Innenseise  des  äusseren  Rohrs  =  +  i960  +  2010 

=  +  3970  atm. 

Im  inneren  Rohre  ist  also  das  Material  sehr  stark  ent- 
lastet; dafür  ist  aber  die  Beanspruchung  des  äusseren  Rohrs 
zu  gross  geworden.  Man  hatte  also  d&  zu  gross  gewählt  und 
wird  darnach  die  Anordnung  abzuändern  haben.  Am  vortheil- 
haffcesten  wird  man  dh  so  wählen,  dass  die  Beanspruchung 
beider  Rohrtheile  gleich  gross  wird.  Um  dies  zu  erreichen, 
kann  man  entweder  durch  Probiren,  d.  h.  durch  Wiederholung 
der  vorigen  Rechnung  für  eine  andere  Wahl  von  8h  den  vor- 
theilhaftesten  Werth  dieses  Unterschiedes  ermitteln  oder  man 
kann  auch  unmittelbar  nach  Anleitung  der  vorausgehenden 
Untersuchungen  eine  Gleichung  für  8h  aufstellen.  Es  wird 
nicht  nöthig  sein,  dies  weiter  auszuführen. 

Schliesslich  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dass  sich  diese 
Rechnungen  ohne  erhebliche  Aenderung  auch  auf  den  Fall  an- 
wenden lassen,  dass  ein  Rohr  auf  einen  VoUcylinder  aufge- 
zogen wird.  Man  braucht  dann  nur  a  =  0  zu  setzen;  die 
Constante  C^    geht   dann   nach  Gl.  (225)   von  selbst   in  Null 
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über^  wie  es  sein  muss,  damit  u^  för  o:  =  0  yerschwindet. 
Man  kann  also  darnach  z.  B.  berechnen^  wie  gross  der  Unter- 
schied db  der  beiden  Radien  einer  Welle  und  der  Bohrung 
einer  Enrbel,  die  anf  jene  warm  aufgezogen  werden  soll,  ge- 
nommen werden  darf,  ohne  dass  die  Materialbeanspruchung 
das  zulässige  Maass  überschreitet. 

Eine  Bemerkung  ist  vielleicht  noch  am  Platze,  obschon 
sie  eigentlich  nur  Selbstverständliches  enthält  Sobald  nämlich 
unter  einem  starken  TJeberdrucke  die  Proportionalitätsgrenze 
des  Materials  überschritten  wird,  ändert  sich  die  Yertheilung 
der  Spannungen  gegenüber  der  hier  berechneten  ab.  Wenn 
z.  B.  bei  einem  einfachen  Geschützrohre  önd  au  der  Innenseite 
über  die  Elasticitätsgrenze  hinausgeht,  tritt  hier  eine  bleibende 
Dehnung  ein  und  die  weiter  nach  aussen  liegenden  Theile 
werden  dann  stärker  in  Anspruch  genommen.  Nach  Aufhören 
des  Ueberdruckes  verhält  *sich  das  einfache  Rohr  dann  ähnlich 
wie  ein  aus  zwei  Stücken  zusammengesetztes.  Es  ist  aber 
klar,  dass  man  solche  bleibende  Formänderungen  vermeiden 
möchte,  da  sie  ein  genaues  Passen  des  Kolbens  bezw.  des  Ge- 
schosses auf  die  Dauer  unmöglich  machen. 

Aufgaben. 

37.  Aufgabe.  Eine  biegsame  Membran  versMiesst  eine  TcreiS' 
förmige  Oeffnung  und  ist  einem  TJeberdrucke  von  der  einen  Seite  her 
ausgesetzt.  Man  soll  die  entstehende  Ausbauchung  u/nd  die  Span- 
nwng  berechnen, 

Lösung.  Die  Mittelebene  geht  in  eine  Eugelhaube  über, 
deren  Pfeil  f  als  klein  gegenüber  dem  Halbmesser  r  der  Oe&ung 
angesehen  werden  kann.  Wenn  man  den  Radius  der  Eugelhaube 
mit  R  bezeichnet,  hat  man  nach  dem  Pjthagoräischen  Satze 

j?*  =  r"  +  (i?  -  ry, 


woraus  genau  genug 

f 


iL 

2E 


folgt.    Der  Winkel,  den  der  äusserste  Radius  der  Kugelhaube  mit 

der  Sjmmetrieaxe  bildet,  sei  mit  g)  bezeichnet,  dann  ist  auch,  da 

CD  klein  ist,  r>    *  t> 

^  *  r  '^  R  srntp  =  R(p 


I 
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und  daher  /-_*'«, 

Der  zu  9  und  zum  Radius  B  gehörige  Bogen  ist  gleich  Bq>]  ur- 
sprünglich war  diese  Länge  gleich  r ,  also  gleich  B  sin  q>.  Hier 
dürfen  wir  nicht  sin 9  mit  g>  vertauschen,  weil  es  gerade  darauf 
ankommt,  die  kleine  Dehnung,  die  die  Membran  bei  der  Form- 
änderung erfährt,  zu  berechnen.  Bezeichnen  wir  die  specifische 
Dehnung  mit  £,  so  wird 

12  qp  —  i^sinqp  qp  — sin  qp  qp' 

Btp  qp  6 

Den  letzten  Werth  erhält  man  durch  Entwickelung  der  Sinus- 
reihe, von  der  es  genügt,  die  beiden  ersten  Glieder  beizubehalten. 
Aus  der  Dehnung  folgt  die  Spannung  6  der  Membran  in  der  Rich- 
tung des  Meridians.     Es  genügt,  wenn  wir  setzen 

a  =  EB  =  -^' 

Andererseits  müssen  aber  die  Spannungen  im  Gleichgewichte  mit 
den  Druckkräften  stehen,  denen  die  Membran  ausgesetzt  ist  Dazu 
können  wir  uns  der  Gl.  (199)  bedienen,  da  es  hierfür  keinen  unter- 
schied macht,  ob  die  Kugelhaube  zu  einer  ganzen  Kugel  gehört 
oder  ob  sie  in  anderer  Weise  gestützt  ist.     Wir  haben  also  auch 

pB 

und  die  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  liefert,  wenn  wir  vorher 
noch  beiderseits  mit  9  multipliciren, 


pr        E(p' 
2Ä  6~ 


woraus 


X/^pr 
^=VEh 


folgt.  Man  braucht  diesen  Werth  nur  in  die  vorher  schon  auf- 
gestellten Formeln  für  f  und  a  einzusetzen,  um  die  Aufgabe  zu 
lösen,  also 

Die  Lösung  ist  freilich  nicht  streng  richtig,  weil  a  nicht  nur 
von  der  Dehnung  e  in  der  Richtung  des  Meridians,  sondern  auch 
von  der  in  der  Richtung  des  Parallelkreises  abhängt,  über  die  sich 
nur  aussagen  lässt;  dass  sie  am  Umfange  gleich  Null  ist.  Ebenso 
ist  auch  nicht  sicher,   ob  die   Dehnung  e  in  der  That  über  die 
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ganze  Fläche  hin  gleich  gross  ist,  wie  es  bei  der  Berechnung  an- 
genommen wrürde.  Für  die  praktische  Anwendung  sind  die  For- 
meln aber  jedenfalls  genau  genug. 

38,  Aufgabe.  Ein  dünnwcmdiges  Gefäss  hat  die  Gestalt  eines 
BotationselUpsoides  und  ist  einem  inneren  Ueherdrucke  ausgesetzt; 
man  soll  dm  Spannungseustand  der  Gefässwand  untersuchen, 

Anmerkung,  Ein  Ellipsoid  und  überhaupt  jedes  Gefäss  von 
überall  endlicher  Krümmung  (bei  dem  also  an  keiner  Stelle  einer 
der  HauptkrümmuDgsradien  unendlich  gross  wird)  kann  einem 
inneren  oder  äusseren  üeberdrucke  widerstehen^  wenn  die  Wand 
auch  so  dünn  ist,  dass  sie  keinen  merklichen  Widerstand  gegen 
Biegung  leisten  kann,  während  ein  Cjlinder  dazu  im  Allgemeinen 
nicht  im  Stande  ist. 

Lösung,  Schnitte  durch  die  Rotationsaxe  bezeichne  ich  als 
Meridiane,  solche  senkrecht  dazu  als  Parallelkreise.  Ich  lege  zu- 
nächst einen  Parallelkreisschnitt  und  betrachte  das  Gleichgewicht 
der  dadurch  abgegrenzten  Haube.  Der  Symmetrie  wegen  sind  die 
Spannungen  Ct  (wie  ich  sie  nennen  will)  dem  ganzen  umfange 
nach  gleichförmig  vertheilt.  Bezeichnet  man  den  Winkel,  den  die 
Tangente  an  den  Meridianschnitt  bei  dem  betreffenden  Parallel- 
kreise mit  der  Botationsaxe  bildet,  mit  9,  so  ist 

öt '  2nxh  '  cosg?  =  Ttct^p 

die  Gleichgewichtsbedingung,  aus  der  sich  at  zu 

px 


6t  ^ 


2hC0Bq> 


berechnet,  wenn  x  den  Halbmesser  des  Parallelkreises  bedeutet. 

Soweit  gleicht  also  das  Verfahren  vollständig  dem  bei  der 
Berechnung  des  Eugelkessels  angewendeten.  Um  aber  auch  die 
Eingspannungen  6r  zu  finden,  die  in  einem  Meridianschnitte  tLber- 
tragen  werden,  genügt  es  nicht,! das  Gleichgewicht  der  einen  Hälfte 
des  Gefässes  in's  Auge  zu  fassln,  weil  man  nicht  wissen  kann, 
wie  sich  die  Bingspannungen  über  den  Umfang  des  Meridian- 
schnittes vertheilen.  Man  grenze  daher  aus  der  Eesselwand  ein 
Element  ab,  das  zwischen  zwei  Meridianschnitten,  die  den  Winkel 
da  miteinander  bilden,  und  zwischen  zwei  Parallelkreisschnitteu, 
im  Abstände  dy  voneinander,  liegt.  An  den  vier  ümfangsseiten 
des  Elements  wirken  die  Spannungen  6r  und  6*  und  dazu  kommt 
der  Flüssigkeitsdruck  auf  die  Fläche  des  Elements.  Die  fünf 
Kräfte  müssen  im  Gleichgewichte  miteinander  stehen;  wir  brauchen 
dabei  nur  auf  die  Gleichgewichtsbedingung  gegen  Verschieben  in 
der  Richtung  des  Parallelkreisradius  zu  achten,    denn  die  Gleich- 
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gewiehtsbediDgang  gegen  Verschieben  parallel  zur  Botationsaze  ist 
zur  Berechnung  von  Ot  schon  verwendet  worden. 

Das  zwischen  beiden  Parallelkreisen  liegende  Element  des  Me- 
ridians (also  das  Bogenelement  der  Ellipse)  sei  mit  ds  bezeichnet. 
Die  Spannungen  <Sr  an  beiden  Meridianschnittflächen  geben  zu- 
sammen die  Componente 

Ofhäs  •  da 

mit  dem  Pfeile  auf  den  Mittelpunkt  zu  gerichtet.  Die  Spannung 
6t  im  oberen  Parallelkreisschnitt  (vom  Kadius  x)  hat  die  Grösse 
OtJixda  und  die  Componente  ist  gleich  tf^^rrdasing?;  der  Pfeil 
ist  nach  dem  Mittelpunkte  gekehrt.  Entgegengesetzt  gerichtet  ist 
aber  die  Componente  am  zweiten  Parallelkreisschnitt.  Der  Unter- 
schied zwischen  beiden  Componenten  ist  das  Differential  des  vor- 
hergehenden Ausdrucks,  also 

^(ötxsmg))hdadx 

und  bedeutet  eine  nach  auswärts  gekehrte  Kraft.  Der  Flüssigkeits- 
druck auf  die  Fläche  endlich  hat  die  Componente 

pdsxdacoaq)     oder     — pxdyda^ 

die  nach  aussen  hin  gewendet  ist.  Die  Gleichgewichtsbedingung 
lautet  demnach,  wenn  man  mit  da  -  dx  dividirt  und  vorher  den 
Werth  von  öt  einsetzt, 


P_ 
2 


d  /  9,      \  T_  ds  dy        - 

^(x*tg.p)  -  <J,Ä^  —px  ^  =  0. 


In  dieser  Gleichung  ist  Or  die  einzige  Unbekannte;  für  tgg?  kann 

dx 
man  —  -j-  setzen  und  die  Differentialquotienten  lassen   sich   mit 

Hülfe  der  Ellipsengleichung 

?'  4-  ^  _  1 

ausdrücken.  Wenn  man  dies  gethan  hat  und  die  Werthe  in  die 
vorhergehende  Gleichung  einsetzt,  erhält  man  daraus  sofort  (Sr  als 
Function  von  x. 

39.  Aufgabe.  Die  Berechrnng  der  Spannungen  eines  dünn- 
wandigen ringförmigen  Gefässes  von  kreisßrtnigem  Querschnitte,  das 
unter  einem  inneren  Ueherdrucke  steht,  soll  in  allgemeinen  Umrissen 
angegeben  werden, 

Lösung.  Ein  Schnitt  mm  (Abb.  59)  (S.  316)  senkrecht  zur 
Botationsaxe  trifft  die  Gefässwand  nach  zwei  Kreisen.  Wenn  man 
nun  aber  auch  aus  Symmetriegründen  schliessen  kann,    dass  die 
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Spanniingeii  at  längs  des  ümfangs  jedes  dieser  Kreise  gleichförmig 
yertbeilt  sind,  so  sind  sie  doch  sicher  im  inneren  Kreise  yerschieden 
von  denen  längs  des  äusseren  Kreises  und  man  kommt  daher  mit 
der  Betrachtung  des  Oleichgewichtes  des  oben  abgeschnittenen 
Theils,  die  zur  Lösung  der  vorigen  Aufgabe  führte,  nicht  aus. 
Deshalb  denken  wir  uns  den  oberen  Theil  noch  durch  einen  Bing- 
schnitt  nn  in  zwei  Hälften  getheilt.  Innerhalb  dieses  Ringschnitts 
treten   nur  horizontal    gerichtete  Kräfte    auf;    wir   können    daher 

I 


f  .- 


>; 


n 


I 

71 


■m 


I 
Abb.  59. 

eine  Gleichgewichtsbedingung  für  Verschieben  jeder  Hälfte  in  ver- 
tikaler Richtung  aufstellen,  in  der  das  zugehörige  öt  als  einzige 
Unbekannte  auftritt.  So  hat  man  für  den  nach  aussen  hin  lie- 
genden Theil  unter  Benutzung  der  in  die  Abbildung  eingeschrie- 
benen Bezeichnungen 

öt27t(x  -\-  d)  h cosg?  =  p tu ((a  +  xf  —  a^), 
woraus  mit  Berücksichtigung  der  Beziehung  cosg?  =  — 


(ft 


r 


2a  +  ^ 


h       2a  +  2x 

folgt.  Nachdem  die  Spannungen  öt  bekannt  sind,  können  die  Bing- 
Spannungen  genau  auf  dieselbe  Art  wie  bei  der  Lösung  der  vorigen 
Aufgabe  ermittelt  werden. 

40,  Aufgabe,    Wie  stark  muss  die  Wand  eines  Flammrohres 
von  80  cm  Durchmesser  gewählt  werden,  wenn  der  äussere  Ueber- 
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dmck  10  (xtm  beträgt  und  fünffache  Sicherheit  gegen  Äushmken  ver- 
langt wird? 

Lösung,     Der  kritische  Ueberdruck  ist  nach  Gl.  (210) 

E  (h\^ 

Wir  setzen  in  diese  Gleichung,  der  verlangten  f{inffachen  Sicher- 
heit wegen,  jpi  =  50  atm,  r  «=■  40  cm  nnd  JE?  =  2  •  10^  (für  Schweiss- 
eisen  einnnd  lösen  sie  nach  h  auf;  wir  erhalten 


7  l/^Pk  i7~2Ör 

'*=='K:^  =  40|/^-^e=  1,856 


cm. 


Bei  Anwendung  von  •Yersteifungsringen  kann  h  schwächer  ge- 
wählt werden;  es  muss  nur  dafür  gesorgt  werden,  dass  die  Ringe 
nicht  zu  weit  auseinander  sitzen  und  dass  das  Trägheitsmoment 
des  Versteifangsrings  das  Trägheitsmoment  des  Blechs  von  der  be- 
rechneten Stärke  h  auf  eine  Länge,  die  gleich  dem  Abstände  der 
Versteifungsringe  voneinander  ist,  mindestens  ersetzt. 

41,  Aufgabe.  Man  soll  die  in  §  50  für  die  dickwandigen 
Röhren  gegebene  Bechnu/ng  auf  den  Fäll  eines  kugelßrmigen  Gefässes 
von  grösserer  Wandstärke  übertragen. 

Lösung.  Abb.  57  bedeute  jetzt  den  Querschnitt  durch  die 
Kugel;  in  diesem  Sinne  verwenden  wir  alle  dort  eingeschriebenen 
Bezeichnungen.  Die  Gl.  (210)  und  (211)  für  die  specifischen  Deh- 
nungen bleiben  bestehen.  Das  Element,  an  dem  das  Gleichgewicht 
der  Kräfte  betrachtet  wird,  gehöre  zu  einem  Kreiskegel  mit  dem 
Winkel  da  an  der  Spitze.  Die  Componente  der  öt  ^  cler  Bichtung 
des  Badius  ist  dann 

—  (St  Ttx  dx  de?. 

Die  Spannungen  Cr  an  der  zum  Badius  a;  gehörigen  Basisfläche  be- 
tragen zusammen  (Sr  -^  {xdaf  und  das  Differential  davon  ist 

An  Stelle  von  Gl.  (213)  erhalten  wir  daher 

Die  beiden  Unbekannten  (Sr  und  (St  sind  jetzt  in  u   auszudrücken. 
Dabei  ist  zu  beachten,  dass  hier 

1  /wi  — 1  1      \  1  /  2      \ 
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ist,  weil  die  Spannnngeii  Ct  hier  yon  allen  Seiten  her  wirken  (d.  h. 
zwei  der  drei  Hanptspannungen  sind  gleich  <f;).  Die  Auflösung 
liefert 

oder  nut  Rücksicht  auf  die  Gl.  (211)  und  (212) 

Die  Differentialgleichung  geht  nach  Einführen  dieser  Werthe  über  in 

oder  nach  Ausführung  der  Differentiation,  Wegheben  der  Glieder, 
die  gegeneinander  fortfallen  und  Division  mit  (m  —  1) 

Die  allgemeine  Lösung  dieser  Differentialgleichung  ist 


Damit  folgt  für  Cr 

mE 


^r=zi 


m' — m 


((fn+l)B-im-2)^^ 


mE   ^       2mE  C 


m  —  2  m-\-l  x^ 

Wenn  der  üeberdruck  von  innen  her  wirkt  (im  entgegengesetzten 
Falle  wäre  ganz  ähnlich  zu  verfahren)  ist  (?r  =  0  für  a?  *=  6  und 
ör  =  —  P  für  a;  =  a,  also 

B  2C  ^        B  2C  p 


w  —  2 

(w+l)6» 

—  V, 

m— 

•2 

(m  +  l)a» 

mE 

und  hieraus 

JB=*" 

m 

2      o' 

b^       a« 

E' 

C 

m+  1        o' 

2m       b^  - 

8^3 

P 
E 

Nachdem  die  Integrationsconstanten  bestimmt  sind,  findet  man  alle 
Spannungen  und  die  Anstrengung  des  Materials  genau  so  wie  bei 
den  dickwandigen  Röhren  in  §  50. 


Neunter  Abschnitt. 
Die  Yerdrehnngsfestigkeit. 


§  52.    Wellen  von  kreisförmigem  Querschnitte. 

Ein  Stab,  der  auf  Verdrehen  beansprucht  wird,  heisst  im 
Maschinenbau  eine  Welle,  Wenn  der  Querschnitt  ein  Kreis 
ist,  muss  man  von  vornherein  erwarten,  dass  alle  Punkte,  die 
vorher  auf  einer  Querschnittsebene  enthalten  waren,  nach  der 
Formänderung  auch  noch  in  einer  zur  Axe  senkrechten  Ebene 
liegen«  Der  Symmetrie  wegen  könnte  nämlich  der  Querschnitt 
jedenfalls  nur  in  eine  ümdrehungsfläche  übergehen.  Es  ist 
aber  nicht  wohl  einzusehen,  weshalb  diese  ümdrehungsfläche 
ihre  Hohlseite  eher  nach  der  einen,  als  nach  der  entgegen- 
gesetzten Seite  kehren  sollte,  oder  mit  anderen  Worten,  wes- 
halb die  Fläche  nach  vom  hohl  sein  sollte,  wenn  man  den 
Stab  in  einem  bestimmten  Sinne  verdreht.  Unserem  Symmetrie- 
gefQhle  nach  müssen  wir  erwarten,  dass  die  ümkehrung  des 
Drehsinns  keinen  Einfluss  auf  die  Gestalt  der  Fläche  haben 
kann,  in  die  der  Querschnitt  übergeht. 

Freilich  darf  man  sich  auf  Symmetriebetrachtungen  dieser 
Art  nicht  zu  sehr  verlassen.  Dass  ein  gradliniger  elektrischer 
Strom  eine  parallele  Magnetnadel  in  einem  bestimmten  Sinne 
dreht,  verstösst  zimächst  auch  gegen  unser  Symmetriegefühl 
und  bleibt  darum  doch  Thatsache.  Jedenfalls  ist  aber  eine  Be- 
trachtung solcher  Art  ausreichend,  um  eine  Vermuthung  darauf 
zu  gründen;  ich  füge  noch  hinzu,  dass  sich  diese  Vermuthung 
sowohl  durch  weitere  theoretische  Betrachtungen,    die  ich  in 
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einem  späteren  Abschnitte  darlegen  werde  ^  als  auch^  wie  es 
scheint,  durch  die  Erfahrung  selbst,  bestätigt  hat.  Freilich  ist 
die  Zahl  der  Verdrehungs versuche,  die  man  etwa  als  beweis- 
kräftig hierfür  heranziehen  könnte,  sehr  gering,  üebrigens 
nahm  man -früher  bei  der  Torsion  ganz  ebenso  allgemein,  wie 
bei  der  Biegung  an,  dass  die  Querschnitte  auch  bei  beliebiger 
Gestalt  nach  der  Formändenmg  eben  blieben.  Diese  Annahme 
hat  sich  indessen  als  vollständig  unrichtig  herausgestellt.  Quer- 
schnitte, die  nicht  kreisförmig  sind,  bleiben  vielmehr  sicher 
nicht  eben  bei  der  Verdrehung.  Erfahrung  und  Theorie 
lehren  dies  übereinstimmend. 

Bei  der  Verdrehung  einer  Welle  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitte geht  jede  zur  Axe  parallel  gezogene  Grade  in  ein 
Stück  einer  Schraubenlinie  über.  Zwei  Halbmesser,  die  in  zwei 
um  die  Länge  l  voneinander  entfernten  Querschnitten  parallel 
zueinander  gezogen  waren,  bilden  nach  der  Verdrehung  einen 
Winkel  miteinander,  den  man  den  Verdrehungswinkel  heisst. 
Bezeichnen  wir  ihn  mit  Ag),  so  beträgt  die  Verdrehung  von 
zwei  in  dem  unendlich  kleinen  Abstand  dx  aufeinanderfolgenden 
Querschnitten 


Die  Schraubenlinie,  von  der  vorher  die  Rede  war,  bildet 
jetzt  irgend  einen  spitzen  Winkel  mit  der  Querschnittsebene, 
während  die  durch  dieselben  Theilchen  gezogene  Linie  vor  der 
Formänderung  rechtwinklig  zum  Querschnitte  stand.  Einer 
solchen  Winkeländerung  entspricht  eine  Schubspannung  r  im 
Querschnitt,  die  nach  dem  Elasticitätsgesetz  daraus  berechnet 
werden  kann. 

Wir  finden  die  relative  Verschiebung  von  zwei  im  Ab- 
stände r  von  der  Axe  in  benachbarten  Querschnitten  ursprüng- 
lich einander  gegenüberliegenden  Punkten,  wenn  wir  den  Winkel, 
um  den  sich  die  Querschnitte  gegeneinander  drehen,  mit  dem 
Halbmesser  r  multipliciren,  also  gleich 
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Um  so  viel  "ist  der  eine  Endpunkt  der  Strecke  dx,  die  die 
correspondirenden  Punkte  beider  Querschnitte  verbindet,  gegen 
den  anderen  und  zwar  in  der  Richtung  senkrecht  zum  Radius 
r  verschoben  worden.  Der  ursprünglich  rechte  Winkel  zwischen 
dx  und  der  Querschnittsfiäche  hat  sich  dabei  um  einen  Be- 
trag y  geändert  und  zwar  so,  dass  ydx  ebenfalls  ein  Ausdruck 
fiir  die  relative  Verschiebung  ist.  Ein  Vergleich  beider  Aus- 
drücke liefert  ^^^ 


y  = 


l 


Nach  dem  Elasticitätsgesetz  folgt  aber  die  Schubspannung  aus 
y  durch  Multiplication  mit  dem  Schubelasticitätsmodul,   also 

r  =  Gy  =  ^^-  (227) 

Dass  r  senkrecht  zum  Radius  gerichtet  ist,  folgt  daraus,  dass 
auch  die  elastische  Verschiebung  in  diesem  Sinne  erfolgte. 

Aus  61.  (227)  erkennen  wir,  dass  die  Schubspannungen  r 
nach  einem  Gradliniengesetze  über  den  Querschnitt  vertheilt 
sind,  nämlich  proportional  mit  den  Abständen  r  von  der  Mitte 
zunehmen.  In  der  Mitte  wird  r  zu  Null  und  die  grösste  Be- 
anspruchung des  Materials  findet  am  Umfange  statt.  Be- 
zeichnen wir  die  Spannung  am  Rande  mit  r'  und  den  Halb- 
messer des  Querschnitts  mit  a,  so  ist  nach  Gl.  (227) 

r  =  V'  (228) 

und  zur  Berechnung  von  r'  steht  uns  eine  Momenten gleichung 
zur  Verfügung.  Alle  Schubspannungen,  die  sich  über  den 
Querschnitt  vertheilen,  lassen  sich  zu  einem  Kräftepaare  zu- 
sammensetzen, dessen  statisches  Moment  gleich  dem  von  den 
äusseren  Kräften  herrührenden  Verdrehungsmomente  sein  muss. 
Bezeichnen  wir  das  Torsionsmoment  mit  M,  so  ist 

M  =  CxdFr  =  ^  Cr^dF=  ^0^. 

Hier  ist  mit  Sp  das  polare  Trägheitsmoment  des  kreisförmigen 

Querschnitts  bezeichnet,  also  ®p  =  -y-  Durch  Auflösen  nach 
z    erhält  man 

Föppl    Festigkeitslehre.  21 
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M 


^  -  e    ^  (229) 

p 

oder  auch  nach  Einsetzen  des  Werthes  von  0p 

-'  =  ^-  (230) 

Man  gibt  häufig  der  Form  (229)  den  Vorzug,  weil  sie  sich  genau 
an  die  Formel  für  die  Biegung  anschliesst.  Früher  freilich,  als 
man  noch  glaubte,  dass  auch  die  Querschnitte  von  anderer  Ge- 
stalt bei  der  Verdrehung  eben  blieben,  bezog  man  die  ganze 
Entwickelung,  die  hier  nur  für  kreisförmige  Querschnitte  abge- 
leitet ist,  sofort  auch  auf  jene  und  Gl.  (229)  galt  als  die  all- 
gemeine Formel  für  die  Berechnung  der  Torsionsspannungen. 
Da  man  jetzt  weiss,  dass  Gl.  (229)  nur  für  den  kreisförmigen 
Querschnitt  gültig  ist,  hat  es  keinen  Zweck,  @p  in  dieser  all- 
gemeinen Form  stehen  zu  lassen,  sondern  man  thut  besser, 
sofort  den  Werth  dafür  einzusetzen,  also  Gl.  (230)  zu  benutzen. 
Für  den  Verdrehungswinkel  A(p  erhält  man  nach  Gl.  (227) 

^'P'=Q-r-G-a-i^^-  (231) 

Die  einzige  weitere  Ausdehnung,  die  diese  Formeln  zulassen, 
ist  die  auf  Wellen  von  kreisringformigem  Querschnitte.  Wenn 
die  beiden  Querschnittshalbmesser  der  hohlen  Welle  mit  a  und 
h  bezeichnet  werden  (a  >  6),  erhält  man 

;      ^9> 


§  53.    Wellen  von  elliptischem  Qnersohnitte. 

Dass  der  Querschnitt  einer  solchen  Welle  bei  der  Ver- 
drehung nicht  eben  bleiben  kann,  erkennt  man  am  einfachsten 
daraus,  dass  in  diesem  Falle  die  Entwickelungen  des  vorigen 
Paragraphen  auch  für  sie  gültig  blieben  und  dass  daher  t 
überall  rechtwinklig  zum  Radiusvector  stehen  müsste,  der  nach 
der  betreffenden  Stelle  von  der  Mitte  aus  gezogen  ist.  Am 
Umfang  ist  dies  aber  nicht  möglich,  indem  dort  nach  den  all- 
gemeinen Gleichgewichtsbedingungen,   die  wir  im  ersten  Ab- 
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023 


sclmitte  untersuchten  und  die  zu  den  Gl.  (4)  führten,  die  Schub- 
spannung  keine  Componente  in  der  Richtung  senkrecht  zum 
Umfange  haben  kann.  Die  Schubspaimung  muss  vielmehr 
überall  am  Umfange  in  die  Richtung  der  Tangente  fallen. 
Diesen  Satz  muss  man  bei  allen  Betrachtungen  über  die  Tor- 
sionsfestigkeit  in  die  vorderste  Stelle  rücken;  eine  Abweichung 
davon  könnte  nur  dann  eintreten,  v^enn  die  Welle  am  Um- 
fange nicht  frei,  sondern  durch  irgend  einen  anderen  Korper 
so  gestützt  wäre,  dass  Kräfte,  also  etwa  Reibungen,  am  Um- 
fange auf  sie  übertragen  würden,  die  parallel  zur  Axe  gerichtet 
wären.  Selbstverständ- 
liche Voraussetzung  bei 
Untersuchung  der  ver- 
drehten Welle  ist  in- 
dessen, dass  die  Welle 
am  Umfange  frei  sein 
soll.  Wenn  das  Ende 
der  Welle  z.  B.  in  der 
Einspannvorrichtung 
einer  Pestigkeitsma- 
schine  steckt,  trifft  für 
dieses  Ende  die  Vor- 
aussetzung allerdings 
nicht  zu;  wie  sich  die 
Spannungen  an  der  Ein- 
spannstelle vertheilen, 
kann  also   aus  unseren 

Betrachtungen  nicht   geschlossen   werden.     Auf  solche  Fälle 
sollen  sie  sich  aber  auch  gar  nicht  beziehen. 

Die   Gleichung   der  Ellipse,   die   den   Querschnittsumriss 
bildet  (Abb.  60),  sei 

Für  den  Punkt  mit  den  Coordinaten  y  und  0  hat  man  dann 


Abb.  60. 
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und  weil  die  Schubspannung  r  den  Umfang  berührt,  muss  die 
Gleichung  bestehen 

-^,=1^  =  -^.  (232) 

Diese  Bedingung  wird  durch  die  Annahme  erfüllt,  dass  die 
Schubspannungscomponenten  in  der  Form 

Xxy  =  lic?r,    txz  =  -  Wy  (233) 

dargestellt  werden  können.  An  und  für  sich  konnte  der  hier- 
bei eingeführte  Factor  Je  an  verschiedenen  Stellen  des  Quer- 
schnitts und  selbst  an  verschiedenen  Stellen  des  ümfangs  ver- 
schiedene Werthe  annehmen,  d.  h.  er  ist  zunächst  selbst  als 
eine  unbekannte  Function  der  Querschnittscoordinaten  anzu- 
sehen. Unsere  Absicht  geht  aber  hier  darauf  hinaus,  eine 
möglichst  einfache  Theorie  des  ganzen  Vorgangs  abzuleiten, 
selbst  auf  die  Gefahr  hin,  dass  sie  nicht  völlig  genau  mit  den 
Thatsachen  übereinstimmen  sollte.  Der  Vergleich  mit  der  Er- 
fahrung bleibt  uns  immer  offen  und  er  würde  uns  bald  be- 
lehren, wenn  wir  uns  erheblich  geirrt  haben  sollten.  In  der 
That  ist  ja  auch  die  ältere  Theorie  der  Verdrehungsfestigkeit, 
die  von  der  Annahme  ausging,  die  Querschnitte  blieben  eben, 
bald  widerlegt  worden  und  nur  wegen  des  Widerspruchs,  in 
dem  ihre  Folgerungen  mit  den  Beobachtungsthatsachen  standen, 
Hess  man  sie  fallen;  der  Widerspruch  mit  der  Saint- Venant'- 
schen  Theorie  allein  würde  keinen  Techniker  gestört  haben. 
Der  Widerspruch  mit  der  Erfahrung  aber  bewies,  dass  jene 
ältere  Betrachtung  eine  Bedingung  ausser  Acht  liess,  deren 
Vernachlässigung  zu  den  gröbsten  Irrthümem  führte.  Durch 
die  Gl.  (233)  haben  wir  diese  Bedingung  weiterhin  als  ver- 
bindlich für  unsere  Betrachtungen  anerkannt.  Nachdem  dieser 
unerlässliche  Schritt  geschehen  ist,  wollen  wir  uns  aber  im 
Uebrigen  möglichst  eng  an  die  einfachen  Betrachtungen  der 
älteren  Theorie  anlehnen,  indem  wir  uns  der  HoflBaung  hin- 
geben, die  Beobachtungsthatsachen  hinreichend  genau  wieder- 
geben zu  können,  nachdem  wenigstens  der  gröbste  Fehler  der 
älteren  Betrachtung  gehoben  ist. 
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In  diesen  Sätzen  habe  ich  wenigstens  die  Auffassung  ge- 
schildert, mit  der  man  —  meiner  eigenen  Meinung  nach  —  an 
diese  Untersuchungen  herantreten  sollte.  Es  ist  ganz  unerheb- 
lich, wenn  ich  noch  hinzufüge,  dass  die  Theorie,  zu  der  man 
so  gelangt,  bei  der  Welle  mit  elliptischem  Querschnitte  mit 
der  von  de  St.  Venant  aus  den  Grundgleichungen .  der  mathe- 
matischen Elasticitätslehre  abgeleiteten  in  den  Resultaten  YöUig 
übereinstimmt. 

Ich  nehme  also  jetzt  willkürlich  an^  dass  es  genüge,  den 
Factor  i  in  den  61.  (233)  als  eine  Constante  zu  betrachten. 
Dann  wächst  die  Schubspannung  ir,  wenn  wir  von  der  Mitte 
aus  längs  eines  Halbmessers  nach  dem  Umfange  hin  weiter 
gehen,  immer  noch  in  demselben  Verhältnisse  wie  der  Ab- 
stand von  der  Mitte  und  sie  behält  in  allen  Punkten  des  Halb- 
messers dieselbe  Richtung.  Für  Punkte,  die  auf  verschiedenen 
Halbmessern  in  gleichem  Abstände  von  der  Mitte  liegen,  ist 
r  jetzt  allerdings  verschieden  gross  und  auch  der  Winkel,  den 
die  Richtung  von  t  mit  der  Richtung  des  Halbmessers  bildet, 
wechselt  mit  dem  Halbmesser.  Darin  liegt  die  einzige  Ab- 
weichung von  den  Annahmen  der  älteren  Theorie,  zu  der  wir 
uns  nothgedruDgen  entschliessen  mussten. 

Es  bleibt  uns  jetzt  nur  noch  übrig,  die  Constante  h  in 
den  61.  (233)  zu  berechnen.  Natürlich  hängt  deren  6rösse  von 
dem  Werthe  des  Vejdrehungsmomentes  M  ab  und  zu  ihrer 
Ermittelung  wird  uns.  daher  eine  Momentengleichung  ver- 
helfen. Für  den  Mittelpunkt  als  Momentenpunkt  ist  das  sta- 
tische Moment  der  in  einem  Flächenelemente  dF  übertragenen 
Spannung  xdF  gleich 

XxydF'Z  —  t:,»dF'y, 

und  nach  Einsetzen  der  Werthe  aus  den  61.  (233)  erhält  man 
daher  die  Momentenbedingung 

M  =  Jca^ß^dF+  Wjy'dF.  (234) 

Die  Integrale  sind  über  den  ganzen  Querschnitt  auszu- 
dehnen und  stellen  die  Trägheitsmomente  für  die  Coordinaten- 
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axen  dar.    Man  kennt  die  Tirägheitsmomente  fUr  die  Ellipse 
(vgl.  §  17,  S.  117),  namUch 

Setzt  man  diese  Werthe  in  Gl.  (234)  ein  und  löst  diese  dann 
nach  h  auf;  so  erhält  man 

^-i^'-  (235) 

Hiermit  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt;  die  Spannung  r  an 
jeder  Stelle  nach  Grosse  und  Richtung  anzugeben.  Es  fragt 
sich  jetzt  noch;  wo  t  seinen  grössten  Werth  annimmt.  Jeden- 
falls muss  dies  irgendwo  am  Umfange  geschehen;  denn  r 
wächst;  je  weiter  wir  auf  einem  gegebenen  Halbmesser  von 
der  Mitte  abrücken.  Am  nächsten  liegt  wohl  die  Vermuthung, 
dass  r  am  Ende  der  grossen  Axe  den  grössten  Werth  er- 
reiche und  nach  der  älteren  Theorie  nahm  man  dies  früher  in 
der  That  allgemein  an.  Die  Vermuthung  ist  aber  irrig.  Um 
uns  davon  zu  überzeugen;  setzen  wir  nach  dem  Pythago- 
räischen  Satze  und  nach  den  Gl.  (233) 

Da  nur  die  Spannungen  am  Umfange  in  Frage  kommen;  können 
wir  sf  nach  der  Ellipsengleichung  in  y  ausdrücken  und  erhalten 

Wenn  6  grösser  als  a  ist;  wie  in  Abb.  60  angenommen  wurde; 
müssen  wir  y  möglichst  gross  annehmen;  um  den  grössten 
Werth  von  r^  zu  erhalten.  Der  grösste  Werth  von  y  ist  aber  a, 
d.  h.  die  grösste  Spannung  tritt  am  Ende  der  kleinen 
Axe  auf    Wir  erhalten 

'^muc  ^^*  KO/0 

oder  nach  Einsetzen  von  h  aus  Gl.  (235) 

^-'  =  S  •  (236) 

Am  Ende  der  grossen  HalbaxC;  also  für  y  =  0;  wird 

t  =  Jca^b  =  — r^, 
also  im  Verhältnisse  a:h  kleiner. 
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§  54.    Wellen  von  reohteokigem  Quersohnitte. 

Auch  für  diesen  Querschnitt  soll  eine  Näherungstheorie 
nach  denselben  Grundsätzen  wie  im  vorigen  Paragraphen  enir 
wickelt  werden;  ich  bemerke  aber  sofort^  dass  die  Formel^  auf 
die  man  hierbei  geführt  wird,  in  der  That  nur  eine  Näherungs- 
formel bleibt  und  nicht  nachträglich  durch  die  genauere  Unter- 
suchung nach  den  Methoden  der  mathematischen  Elasticitäts- 
theorie  bestätigt  wird. 

Zunächst    müssen    wir    hier    unser   Augenmerk    auf  die 
Symmetrieeigenschaften   lenken^  die   dem   rechteckigen  Quer- 
schnitte    zukom- 
men.     Wenn  die 
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vor  sich  geht,  die  Spannungen  also  überall  ein  Moment  von 
demselben  Vorzeichen  in  Bezug  auf  den  Coordinatenursprung 
annehmen  müssen.     Ausserdem  folgt,  dass  bei  spiegelbildlich 
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zueinander  liegenden  Flacheniheilen  die  Absolatbeträge  der  in 
derselben  Axenriclitnng  gehenden  Componenten  «inander  gleich 
sind.  Wir  können  dies  dahin  ausdrücken,  dass  r«y  eine  gerade 
Function  von  y  und  eine  ungerade  Function  von  z  ist,  wäh- 
rend umgekehrt  tx9  eine  ungerade  Function  Ton  y  und  eine 
gerade  von  z  sein  muss. 

Ein  lineares  Gesetz  für  die  Yertheilung  der  Spannungs- 
componenten  über  den  Querschnitt  ist  hier  nicht  möglich,  da 
z.  B.  txy  sowohl  für  x  =  a  als  im  Coordinatenursprung  yer- 
schwinden  muss.  Wir  wollen  aber,  indem  wir  diesen  Grenz- 
bedingungen am  Umfange  vollständig  Rechnung  tragen,  das 
damit  noch  verträgliche,  sonst  aber  möglichst  einfach  gestal- 
tete Spannungsvertheilungsgesetz  zu  Grunde  legen.  Vor  allem 
wollen  wir  also  annehmen,  dass  die  Spannungscomponenten 
hinreichend  genau  durch  algebraische  Functionen  der  Quer- 
schnittscoordinaten  y  und  is  dargestellt  werden  können  und 
wir  wollen  femer  den  Grad  dieser  Functionen  so  niedrig  an- 
nehmen, als  es  möglich  ist,  ohne  die  Grenzbedingungen  zu 
verletzen.  Dazu  reicht  eine  Function  dritten  Grades  aus.  Mit 
Rücksicht  darauf,  dass  txy  grad  in  Beziehung  auf  y  und  un- 
grad  in  Beziehung  auf  0  sein  soll,  setzen  wir  daher  zunächst 

Nun  muss  an  den  zur  Z-Axe  parallelen  Querschnittsseiten, 
also  für  y  =  +  a  dieser  Ausdruck  identisch,  d.  h.  für  jedes  0, 
verschwinden.     Dies  liefert  die  Bedingungsgleichung 

0  =  0^0  +  c^a^0  +  Cq0^^ 

aus  der,  weil  sie  identisch  erfüllt  sein  muss, 

Cg  =  0 ;     C2  =  —  -^ 
folgt.    Damit  ist  txy  bis  auf  eine  Constante  bestimmt,  nämlich 

^xy  =  c,0  —  ^,0y\  (237) 

Aehnlich  verfahren  wir  mit  txz]  wir  setzen  zunächst 

txz  =  lc^y  +  ]c2y0^  +  ]c^f. 
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Für  ^  =  +  &  muss  dies  Terschwinden,  also 

0  =Äiy  +^^2^*^  +  hy^ 


und  hieraus 


1.  0-      Z-  = ^. 

''8  —  ^t      ''2  —        52 


Setzt  man  dies  ein,  so  erhalten  wir  den  mit  den  aufgestellten 
Bedingungen  verträglichen,  möglichst  einfachen  Ausdruck  für  tx  3 

r..  =  \y-^^,y0\  (238) 

Zwischen  den  Constanten  q  und  k^  in  (237)  und  (238)  muss 
aber  ausserdem  noch  eine  Bedingungsgleichuug  erfüllt  sein 
um  das  Gleichgewicht  zwischen  den  Spaunungen  an  irgend 
einem  Volumenelemente  zu  sichern.  Die  erste  der  Gleichungen 
(5),  durch  die  die  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  der 
Statik  ausgedrückt  wurden,  lautete 

ox    ^     oy     ^      dz     * 

Hier  ist  sowohl  X  als  6^  gleich  Null  zu  setzen,  denn  zum 
Auftreten  einer  Normalspannung  im  Querschnitte  der  Welle 
ist  kein  Anlass  gegeben,  wenu"  neben  der  Torsion  der  Welle 
nicht  eine  Biegung  oder  eine  axiale  Belastung  nebenher  läuft. 
Von  einer  solchen  zusammengesetzten  Beanspruchung  der  Welle 
sollte  aber  hier  nicht  die  Rede  sein.  Beachtet  man  noch,  dass 
Ty,  =  txy  und  r«a.  =  txz  zu  setzen  ist,  so  vereinfacht  sich  jene 
Gleichgewichtsbedingung  hier  zu 

dy  dz 

Nach  Eintragen  der  Werthe  aus  den  Gl.  (237)  und  (238) 
geht  sie  über  in 

Sie  wird  also  in  der  That  identisch  erfüllt,  falls  man 

*i  =  ~  ^  (239) 

setzt  und  dies  zeigt  uns  zugleich,  dass  das  in  dieser  Weise 
näher  bestimmte  System  der  Spannungen  vom  Gesichtspunkte 
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der  Statik  starrer  Körper  aus  mogUch  ist.  Eine  andere  Frage 
wäre  es  natürlich^  ob  dieses  Spannungssystem  zugleich  mit 
den  elastischen  Eigenschaften  eines  bestimmten  Materials^  z.  B. 
mit  dem  Hooke'schen  Gesetze  in  Uebereinstimmung  stehe.  Auf 
eine  solche  Untersuchung  haben  wir  aber  hier,  in  der  Absicht, 
zu  einem  möglichst  einfachen,  wenn  auch  nur  näherungsweise 
richtigen  Resultate  zu  gelangen,  von  vornherein  verzichtet. 
Mit  Rücksicht  auf  GL  (239)  geht  jetzt  Gl.  (238)  über  in 

r.. '-^y  +  'f.yzK  (240) 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  die  Bestimmung  der  einzigen,  bisher 
unbekannt  gebliebenen  Constanten  c^  übrig  und  man  sieht 
leicht  ein,  dass  diese  aus  der  Momentengleichung,  ganz  wie 
früher  bei  dem  elliptischen  Querschnitte,  berechnet  werden 
kann.     Die  Momentengleichung  lautet 

M  =fdF{t^y  '0  —  t^z'y) 
oder  nach  Einsetzen  der  Werthe  aus  (237)  und  (240) 

Die  rechte  Seite  zerfällt  in  drei  Glieder,  von  denen  das  erste 
und  das  letzte  ohne  weiteres  angegeben  werden  können,  da 
die  Trägheitsmomente  des  Rechtecks  darin  auftreten.  Das 
zweite  Glied  führt  auf  ein  Moment  vierten  Grades  des  Quer- 
schnitts und  muss  besonders  berechnet  werden.  Wir  dehnen 
die  Integration  zunächst  auf  den  im  ersten  Quadranten  lie- 
genden Theil  des  Querschnitts  aus  und  finden  dafür 

b  a 

Jy^z^dF  =^Jd0 '  z^fy^dy  =  ^. 

0  0 

Für  den  ganzen  Querschnitt  liefert  das  Integral  den  vierfachen 
Werth.  —  Die  Momentengleichung  geht  hiermit  über  in 

^=^ll-3 9- +  -3")  =^1-9— 
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Daraus  folgt  fiir  die  Gonstante  c^ 

'^^  ==  iS  •  (241) 

Die  Spannungscomponenten  sind  hiermit  vollständig  bestimmt; 
wir  schreiben  daf&r 


r.„«-       ,^-^.^(i_|!) 


93f 


(242) 

^*'  ~        16a«6  y  V        h*} 

Längs  der  beiden  Symmetrieaxen  stehen  demnach  die 
Spannungen  x  rechtwinklig  zu  dem  vom  Ursprünge  gezogenen 
Eadiusvector  und  sie  wachsen  proportional  mit  diesem.  Am 
Umfange  sind  die  Spannungen  parallel  mit  den  Umfangsseiten 
gerichtet  und  die  Spannungsvertheilung  ist  eine  parabolische; 
in  den  Ecken  werden  die  Spannungen  zu  Null  und  sie  wachsen 
von  da  nach  den  Mitten  der  Umfangsseiten  hiO;  wo  sie  ein 
Maximum  erreichen.  Längs  einer  Diagonale  sind  die  Span- 
nungen überall  parallel  zur  anderen  Diagonale  gerichtet  und 
das  Spannungsvertheilungsdiagramm  ist  eine  cubische  Parabel. 
Für  einen  anderen  Eadiusvector;  der  vom  Ursprünge  aus  ge- 
zogen wird,  ändert  die  Spannung  t  fortwährend  ihre  Richtung, 
wenn  man  weiter  nach  aussen  hin  geht. 

Es  fragt  sich  jetzt  noch,  an  welcher  Stelle  t  den  absolut 
grössten  Werth  annimmt.  Nach  dem  Pythagoräischen  Satze 
erhält  man  aus  den  Gleichungen  (242) 

^*  =  [il^T-{«'(«'  -  2'*)'  +  fiV  -  !>')')■     (242a) 

Für  ein  analytisches  Maximum  müssen  die  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten von  t^  nach  y  und  z^  oder  anstatt  dessen 
auch  nach  y^  und  z^  gleich  Null  sein;  also 

0=(a2-y2)«-2y«(6«-^«);  0=—2z\a'-y^)+Q)'—fi')\  (243) 

Die  Auflosung  dieser  Gleichungen  nach  y  und  g  liefert  die 
Punkte,  für  die  z^  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  wird. 
Zu  ihnen  gehören  zunächst  die  vier  Eckpunkte  des  Rechtecks; 
die  Abscissen  der  übrigen  werden  durch  Auflösung  der  Gleichung 
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(g'  -  y')'  _  1,2  _  (g'  -  y*)' 

erhalten.  Die  Gleichung  ist  Tom  dritten  Grade  in  Bezug  auf  ^, 
Wir  lösen  sie  nur  für  den  besonderen  Fall  auf,  dass  a  =  h^ 
dass  also  der  Querschnitt  der  Welle  ein  Quadrat  ist.  Sie  geht 
dann  nach  Auflösen  der  Klammern  über  in 

3y«  —  13aV  +  0^*2/*  +  a«  =  0. 
Eine  Lösung  dieser  Gleichung  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugt. 


2  ^  ?L 

3 


J/i   = 


Hiemach  findet  man  auch  leicht  die  beiden  anderen  Wurzeln, 
nämlich 

y,«  =  a«(2  +  V5) ;    V  =  «*(2-V5). 

Die  letzte  Wurzel  führt  zu  imaginären  Werthen  von  y,  kommt 
also  nicht  weiter  in  Betracht.  Aber  auch  die  zweite  führt 
nicht  zu  reellen  Punkten,  denn  wenn  man  j/  =  j/g  setzt  und 
aus  der  ersten  der  Gl.  (243)  das  zugehörige  z^  berechnet, 
erhält  man 

;^2«  =  a«(2-y5) 

also  imaginäre  Werthe  für  z.  Es  bleiben  daher  nur  die  Punkte 
mit  den  Coordinaten 


y 


=  ±«]/i;        ^=±«]/| 


übrig.     Setzt   man  diese  Werthe   in    die  Gleichung  für  r*  ein 

so  erhält  man 

3   M* 


t2 


max         82    a® 

oder 

tmax  =  0,306  -3-  • 

Mit  der  Ermittelung  des  analytischen  Maximums  ist  aber  die 
Frage  noch  nicht  beantwortet,  wo  der  absolut  grösste  Werth 
von  t  auftritt;  dieser  kann  auch,  ohne  ein  analytisches  Maximum 
zu  sein,  am  Umfange  vorkommen.     Nach  dem,  was  wir  über 
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die  Spaimungayertheüung  längs  des  Umfanges  gefunden  haben, 
brauchen  wir  nur  noch  in  den  Mitten  der  Kechteckseiten  nach 
dem  grossten  Werthe  von  r  zu  suchen.  Mit  y  =  a  und  ^  =  0 
wird 

Setzen  wir  auch  jetzt  wieder  b  =  a,  so  liefert  dies 

T  =  0,5625  4 

also  in  der  That  erheblich  mehr  als  an  der  Stelle  des  analy- 
tischen Maximums,  das  auf  der  Diagonale  vorkommt.  Diese 
Erfahrung  berechtigt  uns,  zunächst  wenigstens  für  Wellen, 
deren  Querschnitt  nicht  zu  sehr  von  einem  Quadrate  abweicht, 
nur  auf  die  grösste  am  Umfange  auftretende  Spannung 
zu  achten.  Aber  auch  für  andere  Verhältnisse  der  Rechteck- 
seiten zu  einander  würde  eine  nach  dem  Muster  der  voraus- 
gehenden durchgeführte  Betrachtung  voraussichtlich  zu  dem 
gleichen  Ergebnisse  führen.  Den  Werth  von  r  in  der  Mitte 
der  anderen  Rechteckseite  erhalten  wir  aus  61.  (244),  wenn 
wir  darin  a  mit  b  vertauschen.  Wir  erkennen  daraus,  dass  r 
am  grossten  in  der  Mitte  der  grösseren  Rechteckseite,  also 
am  grossten  an  jener  Stelle  des  Umfangs  wird,  die 
dem  Mittelpunkt  des  Rechtecks  am  nächsten  liegt. 
Bei  der  Anwendung  von  61.  (244)  zur  Berechnung  der  Festig- 
keit einer  Welle  ist  daher  unter  a  die  kleinere  Rechteckhalb- 
seite zu  verstehen. 

Gewöhnlich  wird  die  Formel  (244)  in  der  Art  ausgesprochen, 
dass  die  ganzen  Rechteckseiten  a^  und  b^  an  Stelle  der  Halb- 
seiten a  und  b  darin  vorkommen.  Mit  a^  =  2a  und  b^==2b 
geht  sie  über  in 

'^  (245) 


2ai*6,  • 


Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  nach  der  älteren  Theorie, 
die  von  der  Voraussetzung  ausging,  die  Querschnitte  blieben 
bei  der  Torsion  eben,  eine  ganz  andere  Spannungsvertheilung 
gefunden  wurde,  als  hier.     Danach  wäre  die  Spannung  t  am 
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grössten  in  den  Ecken,  wo  sie  aber  in  Wirklichkeit  sicher 
gleich  Null  ist.  Ausserdem  nahm  man  nach  61.  (229)  an,  dass 
es,  um  eine  grosse  Festigkeit  gegen  Verdrehen  herbeizuführen, 
vor  allem  darauf  ankomme,  einen  Querschnitt  von  grossem 
polaren  Trägheitsmomente  @p  zu  wählen.  Bei  rechteckigem 
Querschnitt  schien  es  daher  nützlicher,  die  grössere  Rechteck- 
seite noch  weiter  zu  vergrössern  als  die  kleinere  oder  mit 
anderen  Worten,  man  glaubte,  dass  die  Verdrehungsfestigkeit 
bei  gegebenem  Inhalte  des  Querschnitts  um  so  grösser  sei,  je 
mehr  sich  der  Querschnitt  von  einem  Quadrate  unterscheide. 
Wenn  man  daran  gedacht  hätte,  wie  gering  der  Widerstand 
ist,  den  eine  gewöhnliche  Reissschiene  dem  Verdrehen  ent- 
gegensetzt, hätte  mani  freilich  sofort  darauf  aufmerksam  werden 
müssen,  dass  man  sich  auf  einem  falschen  Wege  befand.  Es 
ist  unglaublich,  wie  schwer  es  ist,  Irrthümer,  die  sich  einmal 
fest  eingewurzelt  haben,  wieder  zu  beseitigen,  denn  in  der  That 
spukt  die  ältere  Theorie  der  Torsion  selbst  heute  noch  ge- 
legentlich herum. 


§  65.   Berechnung  der  Torsionsfedem. 

Die  Mittellinie  eines  Drahtes  besitze  im  spannungslosen 
Zustande  eine  schraubenförmige  Gestalt  (Abb.  62).  Durch  zwei 
Kräfte  P,  deren  Richtungslinien  mit  der  Cylinderaxe 
zusammenfallen,  soll  die  Feder  —  wie  wir  den  Draht 
nennen  wollen  —  entweder  auseinandergezogen  oder 
zusammengedrückt  werden.  Dabei  stellen  sich  ver- 
schiedene Fragen  ein:  zunächst  will  man  wissen,  wie 
gross  die  Belastung  P  der  Feder  werden  darf,  ohne 
dass  die  zulässige  Beanspruchung  des  Materials  über- 
schritten wird,  femer  um  wie  viel  sich  die  Feder 
unter  der  Belastung  streckt  oder  zusammendrückt 
und  im  Zusammenhang  damit  endlich,  wie  viel  Form- 
änderungsarbeit in  ihr  aufgespeichert  werden  kann. 

Man  denke  sich  die  Feder  an  irgend  einer  Stelle  durch- 
schnitten.    Die   in    diesem   Querschnitte    übertragenen    Span- 
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nungen  müssen  dann  im  Gleichgewicht  mit  der  an  dem  zu- 
gehörigen Federende  angreifenden  Kraft  P  stehen.  Bei  der 
Verlegung  der  Kraft  P  nach  dem  Schwerpunkte  des  Querschnitts 
tritt  ein  Ejräfliepaar  auf^  dessen  Ebene  durch  den  nach  diesem 
Schwerpunkte  gezogenen  Radius  und  die  Cylinderaxe  bestimmt 
ist.  Gewöhnlich  ist  die  Steigung  der  Schraubenlinie  nur  gering 
und  in  diesem  Falle,  den  wir  der  weiteren  Untersuchung  zu 
Grunde  legen  wollen,  steht  die  Ebene  des  Kräftepaars  nahezu 
senkrecht  zur  Schraubenlinie  oder  der  Momentenvector  des 
Ejräfbepaars  fällt  nahezu  mit  dieser  Linie  zusammen.  Ein 
solches  Ejräftepaar  bewirkt  eine  Beanspruchung  auf  Verdrehung. 
Denkt  man  sich  das  Ejräftepaar  in  zwei  andere  zerlegt,  von 
denen  die  Ebene  des  einen  genau  senkrecht  steht  zur  Schrauben- 
linie, während  die  des  zweiten  durch  diese  Linie  hindurchgeht, 
so  wird  durch  diese  zweite  Componente  ausserdem  noch  eine 
Beanspruchung  auf  Biegung  hervorgerufen.  Gewöhnlich  ist 
aber  diese  Biegungsbeanspruchung  unerheblich  gegenüber  der 
Beanspruchung  auf  Verdrehen  und  ich  sehe  daher  davon  ab, 
sie  hier  zu  berechnen,  obschon  dies  leicht  auszuführen  wäre. 
Auch  die  nach  dem  Schwerpunkte  des  Querschnitts  verlegte 
Kraft  P  bringt  für  sich  genommen,  Spannungen  hervor  und 
zwar  vorwiegend  Schubspannungen.  Auch  diese  sind  aber, 
wenn  der  Halbmesser  des  Cylinders,  auf  dem  die  Schrauben- 
linie liegt,  einigermassen  gross  ist  gegen  die  Querschnitts- 
abmessungen des  Drahtes,  gering  gegenüber  den  Spannungen, 
die  dem  Verdrehui^smomente  entsprechen.  Es  genügt  daher 
für  die  Zwecke,  die  man  mit  einer  Festigkeitsberechnung  ver- 
folgt,^ vollständig,  wenn  man  nur  auf  die  Hauptbeanspruchung 
auf  Verdrehen  achtet. 

Bezeichnet  man  den  Cylinderhalbmesser  mit  r,  so  kann  das 
Verdrehungsmoment  M 

M=Pr 

gesetzt  werden.     Wenn  der  Querschnitt   der  Feder  ein  Kreis 
vom  Halbmesser  a  ist,  folgt  för  t  nach  Gl.  (230) 

^  =  S  (246) 
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und  daraus  ergibt  sich  die  Tragkraft  der  Feder.  Ausser  dem 
kreisförmigen  kommt  gewöhnlicli  nur  noch  der  rechteckige 
Querschnitt  in  Betracht;  für  den  man  nach  Gl.  (245) 

erhalt,  worin  a^  die  kleinere  und  b^  die  grossere  Bechteckseite 
bedeuten. 

Oft  genug  ist  die  Mittellinie  der  Feder  nicht  nach  ein«r 
gewohnlichen,  sondern  nach  einer  Kegelschraubenlinie  ge- 
krümmt, z.  B.  bei  den  allgemein  bekannten  Pufferfedem  der 
Eisenbahnwageu.  In  diesem  Falle  ist  unter  r  die  Entfernung 
jenes  Querschnitts  von  der  Axe  zu  verstehen,  auf  den  sich  a^ 
und  b^  beziehen,  oder  wenn  etwa  a^  und  b^  constant  wären, 
der  grösste  Werth  von  r.  Sind  a^  und  b^  veränderlich,  so 
muss  man  t  für  verschiedene  Querschnitte  berechnen  und  die 
ungünstigste  Stelle  aufsuchen.  Man  kann  auch  die  Aufgabe 
umkehren  und  den  Querschnitt  so  verändern,  dass  die  Bean- 
spruchung überall  die  gleiche  bleibt.  Dazu  müsste  also  z.  B., 
wenn  die  Dicke  a^  constant  gewählt  wird,  die  Höhe  b^  des 
rechteckigen  Querschnitts  der  Pufferfeder  mit  der  Entfernung  r 
proportional  zunehmen.     Diese  Andeutungen  mögen  genügen. 

Um  die  Streckung  oder  Zusammendrückung  zu  berechnen, 
die  die  Feder  unter  der  Belastung  erfährt,  müssen  wir  uns 
auf  die  Formel  für  den  Verdrehungswinkel  stützen.  Diese  ist 
bisher  nur  für  den  kreisförmigen  Querschnitt  abgeleitet  worden 
und  ich  werde  mich  daher  auch  an  dieser  Stelle  auf  die  Be- 
handlung dieses  Falles  beschränken.  Indessen  mache  ich  darauf 
aufmerksam,  dass  bei  den  nachfolgenden  Aufgaben  die  Berech- 
nung des  Verdrehungswinkels  für  den  elliptischen  und  für  den 
rechteckigen  Querschnitt  ausgeführt  ist  und  dass  man  diese 
Ergebnisse  ohne  Weiteres  auf  die  hier  durchzuführende  Unter- 
suchung übertragen  kann. 

Für  ein  Längenelement  ds  der  Feder  (gemessen  längs  der 
Schraubenlinie)  sei  der  Verdrehungswinkel  dA(p.  Wir  wollen 
uns  zunächst  vorstellen,  dass  nur  das  eine  Element  ds  die 
Verdrehung  dA(p  erfahre,    während   alle   übrigen  Theile    der 
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Feder  ilire  Gestalt  uDgeändert  beibehalten  sollen.  Denken  wir 
uns  dann  etwa  den  unteren  Tbeil  der  Feder  festgehalten^  so 
wird  der  jenseits  ds  liegende  obere  Theil  eine  Drehung  um  ds 
und  um  den  Winkel  dAtp  ausführen.  Die  Axe  des  oberen 
Theils  wird  dadurch  aus  ihrer  Richtung  abgelenkt  und  der 
ganze  obere  Theil  steht  nun  etwas  schief.  Darauf  brauchen 
wir  aber  nicht  weiter  zu  achten,  denn  wenn  ein  dem  ds  dia- 
metral gegenüber  liegendes  Element  der  Feder  später  ebenfalls 
die  Verdrehung  dA(p  erfährt,  stellt  sich  der  obere  Theil  wieder 
grade.  Die  Axe  bleibt  daher  bei  der  ganzen  Formänderung 
der  Feder  ohne  Ablenkung.  Dagegen  summiren  sich  die  Ver- 
schiebungen in  der  Richtung  der  Axe,  die  bei  den  Verdrehungen 
der  einzelnen  Elemente  ds  vorkommen,  einfach  zu  einander  und 
die  Summe  dieser  Vei'schiebungen  ergibt  die  ganze  Streckung, 
die  wir  an  der  belasteten  Feder  beobachten. 

Der  mit  ds  ..in  gleicher  Höhe  liegende  Punkt  der  Axe  des 
oberen  Federtheiles  beschreibt  bei  der  Verdrehung  einen  Kreis 
bogen  vom  Halbmesser  r  und  dem  Centri- 
Winkel  d  Afp  in  einer  Richtung,  die  nahezu  ^j^ 

mit  der  Axenrichtung  zusammenfällt.  Wir 
können  daher  die  Verschiebung  in  der  ^ 

Richtung  der  Axe.  gleich  / 

rdAip  /   y 

setzen.     Um  ebensoviel  verschiebt   sich  /  X 

auch  jeder   andere  Punkt   der  Axe  des     dA<p^x 
oberen    Federtheiles    in    der    Richtung  //^ 

der  Axe,  wie  aus  Abb.  63  sofort  hervor-     ^_^.^..r. 

geht.     Darin  bedeutet  nämlich  ^-4  die    ^ 

Axe  und  in  P  soll  sich  das  Element  ds 

projiciren,    das    die    Verdrehung    dAg)  J^ 

ausführte.    Da  die  Steigung  der  Schrau-  ' 

,        1.    .  .  -.         1  1  1  Abb.  63. 

benlmie   germg,   ds   also   nahezu  senk-    . 
recht  zur  Axe  sein  sollte,  projicirt  sich  ds  in  Abb.  62  nahezu 
als  Punkt  und  so  ist  es  daher  auch  gezeichnet.     Ein  Punkt  B 
der  Axe  führt   eine  Drehung  um  P   aus   und  der   dabei   be- 
schriebene Bogen  ist  gleich  0dA(p,    Die  Projection  des  Rogens 

Föppl,  FeBtigkeitslehre.  22 


w  = 
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auf  die  Drehaxe  wird  daraus  durch  Multiplikation  mit  cos  ^, 
also  gleich  is  •  dAq>  -  cos  ^  gefunden.  Mit  Rücksicht  auf 
0  cos  il;  fs^r  geht  dies  aber  in  r  •  dAq>  über,  woraus  man 
sieht,  dass  sich  in  der  That  alle  Punkte  der  Axe  um  gleich 
viel  in  der  Axenrichtung  verschieben. 

Die  ganze  Streckung  oder  Zusammendrückung  w  der  Feder 
ist  gleich  der  über  die  ganze  Länge  der  Schraubenlinie  aus- 
gedehnten Summe  dieser  Glieder,  also 

w  =^frdAq). 

Für  dAq)  schreiben  wir  nach  Gl.  (231) 

j.  2Prd8 

und  daher 

=  ^^^J^'-^"^'       .  (248) 

Unter  n  ist  hier  die  Zahl  der  Umläufe  zu  verstehen,  die 
die  Schraubenlinie  macht  und  die  Länge  eines  Umlaufs  konnte 
genau  genug  gleich  dem  Umfange  eines  Kreises  vom  Radius  r 
genommen  werden. 

Beachtet  man,  dass  beim  Belasten  der  Feder  die  Last 
proportional  mit  w  wächst,  so  erhält  man  für  die  aufgespeicherte 
Formänderungsarbeit  Ä  das  halbe  Product  aus  der  Last  und 
dem  zurückgelegten  Wege  w,  also 

^  =  P»^.  (249) 

Aufgaben. 

4^.  Aufgabe.  Man  soll  den  Verdrehungswinkel  Aq>  für  eine 
Welle  von  elliptischem  Querschnitte  berechnen. 

Lösung.  Das  Yerdrehungsmoment  sei  Jf;  dann  ist  die  von 
den  äusseren  Kräften  zur  VerwinduDg  der  Welle  geleistete  Arbeit 

gleich  Y  MAg)  und    ebenso  gross    muss   die   Summe   der  in   den 

einzelnen  Volumenelementen    aufgespeicherten    Arbeiten   sein,    die 
nach  Gl.  (44)  berechnet  werden  können.     Man  erhält  also 


1  Ml,^  =  J  ^ 
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wenn  mit  dv  ein  Volamenelement  der  Welle  bezeichnet  wird^  das 
ancb  gleich  dF  •  dl,  wo  dl  ein  Element  der  Länge  l  der  Welle 
ist<,  gesetzt  werden  kann.  Die  Integration  nach  l  kann  sofort  aus- 
geführt werden,  da  r  für  alle  Querschnitte  an  der  entsprechenden 
Stelle  gleich  gross  ist.    Für  t*  setzen  wir  tJ   +  t*,  und  för  diese 

beiden  Qlieder  führen  wir  ihre  in  §  53,  Gl.  233  berechneten  Werthe 
ein.     So  erhalten  wir 

oder  mit  Benutzung  von  k  ans  61.  (235) 

Die  Integrale  in  der  Klammer  sind  die  Trägheitsmomente  der 
Ellipse.     Setzt  man  diese  ein,  so  wird 

oder  nach  entsprechender  Vereinfachung 

Mit  &  >=  a  liefert  dies  wieder  den  schon  aus  Gl.  (231)  bekannten 
Werth  des  Verdrehungs  winkeis  für  die  kreisförmige  Welle. 

Anmerkung,  Ebenso  kann  auch  der  Verdrehungswinkel  für 
die  Welle  mit  rechteckigem  Querschnitte  berechnet  werden.  Führt  man 
T*  aus  Gl.  (242a)  ein,  so  wird 

Die  Ausführung  der  Integrationen  liefert 

A2(a2  -  ffdF  =  g  a^fe»;        CfQ,^  -  ^^dF 

und  hiermit  « 

A     _  i.  J-  itf  (g'  +  b') 
^^  ~  40  G        a»&» 

Will  man  mit  den  ganzen  Seiten  a^  und  b^  an  Stelle  der  Halb- 
seiten a  und  b  rechnen,  so  geht  dies  über  in 

Natürlich  ist  aber  auch  diese  Formel  nur  als  eine  Näherungsformel 
zu  betrachten,  der  keine  strenge  Gültigkeit  zukommt,  wie  allen 
Untersuchungen  von  §  54,  auf  die  sie  sich  stützt. 

^  22* 


= s  «*^^ 
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43,  Aufgabe,  Ein  Holzbalken  mit  quadratischem  Querschnitt 
von  20  cm  Seite  ist  am  einen  Ende  in  eine,  Mauer  eingelassen  und 
ragt  um  100  cm  vor.  Am  freien  Ende  ist  ein  horizontaler  Arm 
angeschraubt,  der  rechtwinklig  eum  Balken,  also  parallel  zur  Mauer- 
fläche,  um  60  cm  vorstellt.  Am  freien  iEnde  dieses  Armes  ist  eine 
Last  von  1000  kg  aufgehängt.  Wie  gross  ist  die  Anstrengung  des 
Holzes? 

Lösung.    Der  Holzbalken  wird  gleichzeitig  auf  Biegung  und 

anf  Verwindung  beansprucht.    Das  Yerdrehnngsmoment  ist  für  alle 

Qaerschnitte  des  Balkens  gleich  gross,  nämlich  gleich  1000  X  60 

=  GOOOOcmkg.     Das  Biegangsmoment  ist  dagegen   am  grössten 

am  Einspannquerschnitte,    wo    es   sich    auf  100  000  cmkg    stellt. 

Dort  tritt  daher  auch  die  grösste  Anstrengung  des  Materials  ein. 

Wir  berechnen   zunächst  die  Biegungsspannungen  für  sich;   dafür 

erhalten  wir 

eJtf       6  100  000 


6Ä*  20 


ona 


=  75  atm. 


Für  die  durch  das  Verdrehungsmoment  hervorgerufene  grösste 
Schubspannung  finden  wir  nach  Gl.  (245) 

9M  9. 60  000        ^^_,    , 

Das  grösste  a  und  das  grösste  r  treten  an  derselben  Stelle  auf, 
nämlich  in  den  Mitten  der  horizontalen  Seiten  des  Einspannquer- 
schnitts. —  Ausser  den  jetzt  berechneten  Spannungen  kommen 
auch  noch  Schubspannungen  vor,  die  sich  wegen  der  Biegung  über 
den  Querschnitt  vertheilen  und  deren  Besultirende  =  P  =s  1000  kg 
ist.  Wir  sahen  aber  früher,  dass  die  Schubspannungen  im  ge- 
bogenen Balken  am  grössten  in  der  Nulllinie  werden  und  nach 
den  stärker  beanspruchten  Querschnittsth eilen  hin  abnehmen.  Dort, 
wo  die  grösste  Biegungs-  mit  der  grössten  Torsionsspannung  zu- 
sammenfällt, wird  die  Beanspruchung  auf  gewöhnliche  Scheer- 
festigkeit  zu  Null  und  wir  brauchen  daher  in  der  That  nur  auf 
die  soeben  berechneten  Werthe  von  a  und  r  zu  achten. 

Die   Beanspruchung    des  Materials  wird  '  durch  die   reducirte 
Spannung  an  der  geföhrlichsten  Stelle   gemessen.     Nach  Gl.  (39) 

finden  wir  dafür  mit  m  «=  -r- 

ared  =  0,35  a  +  0,65  |/4r^  +  tf^ 
also  nach  Einsetzen  der  Zahle  nwerthe 


(y,,d  =  0,35  •  75  +  0,65  ^67,5^  -f  75^  =  rund  92  atm. 


Aufgaben. 
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44.  Aufgabe,  Eine  Torsionsfeder  ist  aus  20 mm  starkem  Bund- 
siaJil  gefertigt  und  hat  10  Windungen  von  100  mm  Eadius.  Wie 
gross  ist  die  Tragkraft  und  die  aufgespeicherte  Energie,  wenn  x  gleich 
2000  atm  gewMt  wird? 

Lösung.     Aus  Gl.  (246)  folgt 

^  ^a«r_  3,14. 1».  2000  _ 
^—    2r    ~         2. 10         —  ^14^g' 

Für  die  aufgespeicherte  Arbeit  liefert  Gl.  (249),  wenn  man  darin 
P  aus  Gl.  (246)  entnimmt  und  G  =  900000  atm  setzt, 

2nr*        7c*o*rnT*         .^-^       , 

4450  cmkg. 


^G 


Zehnter  Abschnitt. 
Die  Kniekfestigkeit 


§  56.    Ableitung  der  Enler'sohen  Formel  für  Stäbe  mit 

Spitsenlagenmg. 

Zunächst  nehme  ich  an,  der  Stab,  der  einer  Druck- 
belastung ausgesetzt  werden  soll,  sei  vorher  genau  grad  ge- 
wesen. Es  ist  freilich  nicht  möglich,  einen  Stab  vollkommen 
grad  zu  richten  und  von  den  kleinen  unvermeidlichen  Ab- 
weichungen von  der  Graden  hängt  das  Verhalten  des  Stabes 
bei  der  BeaBspruchmig  auf  Zerknicken  im  Gegensatze  zu  den 
anderen  Belastungsarten  wesentlich  ab.  Ich  werde  indessen 
nachher  auf  diesen  umstand  besonders  eingehen  und  will 
einstweilen  davon  absehen.  Dagegen  soll  von  vornherein 
darauf  Bücksicht  genommen  werden,  dass  es  auch  nicht  mög- 
lich ist,  die  Belastung  absolut  genau  centrisch  au&ubringen, 
also  so,  dass  die  Bichtungslinie  der  beiden  Druckkräfte,  die 
an  den  Enden  des  Stabes  angreifen,  genau  mit  der  durch 
die  Querschnittsschwerpunkte  gelegten  Stabaxe  zusammenfiele. 
Immerhin  sollen  aber  die«  Abweichungen  beider  Linien  von 
einander  als  klein  gegenüber  den  Querschnittsabmessungen 
angesehen  werden;  ich  setze  also  mit  andern  Worten  voraus, 
dass  mau  sich  bemüht  hatte,  die  Belastung  möglichst  genau 
centrisch  aufzubringen,  dass  dies  aber  nicht  völlig  gelungen 
ist  und  dass  man  daher  auch  nicht  wissen  kann,  nach  welcher 
Richtung  und  in  welcher  Grösse  Abweichungen  vorgekommen 
sind.    Darin  unterscheidet   sich  der  Fall   der  Knickfestigkeit 
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von  dem   früher  behandelten  Falle   der  gewohnlichen  excen- 
trischen  Druckbelastung. 

Für  jeden  Querschnitt  des  Stabes  kann  man  sich  die 
Kraft  P  nach  dem  Schwerpunkte  verlegt  denken.  Bei  dieser 
Parallelverlegung  tritt  aber  noch  ein  kleines  Kräftepaar  aui^ 
das  neben  der  gleichförmig  yertheilten  Druckbelastung  noch 
eine  Vertheüung  von  Biegungsspannnngen  zur  Folge  hat. 
Hierdurch  wird  die  vorher  grade  Stabaxe  etwas  gekrümmt 
und  die  Entfernung  zwischen  dem  Querschnittsschwerpunkte 
und  der  Richtungslinie  von  P  vergrössert  sich  dadurch  ein 
wenig.  Bei  der  gewohnlichen  excentrischen  Druckbelastung 
braucht  man  darauf  keine  Rücksicht  zu  nehmen,  weil  dort 
angenommen  wird,  dass  die  Excentricität  von  vornherein  ver- 
hältnissmässig  gross  war,  so  dass  die  geringe  Yergrösserung 
durch  die  kleine  Ausbiegung  des  Stabes  dagegen  nicht  in 
Betracht  kommt.  Hier  aber,  wo  die  ursprüngliche  Excentri- 
cität schon  sehr  gering  war,  kann  es  leicht  vorkommen,  dass 
die  Aenderung,  die  sie  durch  die  Ausbiegung  erfährt,  von 
gleicher  Grössenordnung  mit  ihr  ist  oder  sie  selbst  noch 
überwiegt. 

Der  Einfachheit   wegen   will    ich   annehmen,    dass    man 
durch  die  Kraftangriffslinie  der  P  und  durch  die  vorher  grade 


Abb.  64. 


Stabaxe  ÄÄ  eine  Ebene  legen  kann.  Abb.  64  möge  dann, 
freilich  in  sehr  starker  Verzerrung,  die  Lage  beider  Linien 
gegen  einander  angeben.  Die  zwischen  A  und  A  gezogene 
krumme  Linie  gebe  die  Gestalt  an,  in  die  die  vorher  grade 
Stabaxe  durch  die  Biegung  übergeht.  Die  ursprüngliche  Ex- 
centricität u  des  Kraftangriffs  im  Querschnitte  x  geht  in  u-^y 
über  und  nachdem  das  Gleichgewicht  eingetreten  ist,  haben 
wir  für  das  Biegungsmoment  M  im  Querschnitte  x 
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Die  Gleichung  der  geraden  Linie  ^^' lautet 

w  =  Wo  •  —j-  +  ««/ '  7 

und  fQr  die  krumme  Linie  AA  gilt  die  DifiPerentialgleichung 
der  elastischen  Linie 

Setzt  man  noch  , 

so  kann  diese  auch  geschrieben  werden 

j5;®  1^.  ^  _  Pt;..  (250) 

Die  allgemeine  Lösung  dieser  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  ist  von  der  Form 

t;  = -4sina:r  +  ^cosaa?,  (251) 

in  der  A  und  B  die  beiden  Litegrationsconstanten  sind;  wäh- 
rend CT;  wie  man  sich  durch  Einsetzen  des  angegebenen  Aus- 
drucks in  die  Differentialgleichung  überzeugt^ 


«=yÄ 


gewählt  werden  musS;  damit  die  Differentialgleichung  identisch 
erfüllt  wird.  Die  Litegrationsconstanten  sind  mit  Hülfe  der 
Grenzbedingungen  zu  bestimmen.  Für  x  =  0  muss  v  =  v^ 
und  für  x  =  1  muss  v  =  Ui  werden.     Daraus  folgt 

B  =  Uq     und   A  sin  a?  +  Uq  cosaZ  =  ti/. 

Löst  man  die  letzte  Gleichung  nach  A  auf  und  setzt  die  Werthe 
beider  Constanten  in  Gl.  (251)  ein,  so  geht  sie  über  in 

V  =  .     ,  (ui  —  Uq  cosaZ)  +  Uq  Gosax,  (253) 

Damit  ist  die  Gestalt  der  elastischen  Linie  vollständig  be- 
kannt. Wir  wollen  jetzt  zusehen,  unter  welchen  Umständen 
es  vorkommen  kann,  dass  v  erheblich  grösser  wird,  als  die 
ursprüngliche  Excentricität  ti.  Der  in  der  Gleichung  für  v 
vorkoinmeiade  Klammerwerth  und  das  lietzte  Glied  u^co^ax 
sind  immer   von  derselben  Grössenordnung   wie   die  u  selbst, 
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da  iein  Cosinus  immer  ein  echter  Bruch  ist.  Wenn  'also  v  viel 
grösser  als   die   ti  werden  soll,   kann  dies    nur  dadurch    ge- 

schehen,  däss  der  Factor  —. — ,   vor   der  Klammer   sehr   ffross 

wird.  Denkt  man  sich  zunächst  die  Belastung  P  sehr  kleiu^ 
so   dass   auch   a   nach   Gl.   (252)    sehr   klein    ist,    so    kann 

sinax  =  ax  und  sinaZ  =  aZ  gesetzt  werden  und  der  Factor 

*     .  »        X 

vor  der  Klammer  ist  gleich  y ,  also  überall  ein  echter  Bruch, 

Dies  triffk  auch  so  lange  jedenfalls  noch  zu,  als  der  Winkel 

ccl  kleiner  als  ein  Rechter,  d.  h.  al  kleiner  als   —   ist.     So- 

bald  aber  P  und  damit  a  noch  weiter  wächst,  nimmt  nun 
sin  al  wieder  ab,  während  sin  aa;  z.  B.  in  der  Mitte  vorläufig 
noch  weiter  zunimmt.  Zu  sehr  grossen  Werthen  wird  der 
Factor  iaber  erst  dann  gelangen  können,  wenn  sich  beim  wei- 
teren Anwachsen  von  P  der  Winkel  a  l  einem  Gestreckten,  sein 
Sinus  also  sich  der  Null  nähert,  während  sin  aa;  datm  immer 

noch  grössere  Werthe   hat   und   sich   für  a;  =  y  sogar  dem 

grössten  Werthe  nähert,  den  ein  Sinus  annehmen  kann.  Zu- 
letzt, wenn 

al  =  7t  (254) 

geworden  ist,  liefert  Gl.  (253)  sogar  einen  unendlich  grossen 
Werth  für  v.  Natürlich  ist  dies  nur  so  zu  verstehen,  dass 
kurz  vorher  schon  v  so  gross  wird,  dass  sich  der  Stab  dauernd 
verbiegt,  womit  die  Gültigkeitsgrenze  unserer  Betrachtungen 
überschritten  ist.  Setzt  man  a  aus  Gl.  (252)  in  Gl.  (254)  ein 
und  löst  nach  P  auf,  so  erhält  man 

p^=;r^^.  (255) 

Diese  Formel  wurde  zuerst  von  Euler  abgeleitet.  Der  Werth 
Pe  gibt  die  kritische  Belastung  an,  die  nicht  ganz  erreicht 
werden  darf,  ohne  den  Stab  zum  Bruche  oder  zu  einer  blei- 
benden seitlichen  Ausbiegung  zu  bringen. 

Von  Wichtigkeit  ist  die  Bemerkung,  dass  die  ursprüng- 
lichen Excentricitäten  u  in  Gl.  (255)  gar  nicht  mehr  vor- 
kommen.    So  lange  die  u  überhaupt   nur  klein   sind,   ist  es 
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ganz  gleichgültig,  wie  gross  sie  nun  im  einzelnen  Falle  sind; 
die  kritische  Belastung  Pe  wird  davon  nicht  berührt.  Freilich 
sieht  man  nach  GL  (253)  auch  ein,  dass  je  grosser  die  u.  ur- 
sprünglich waren,  um  so  eher  jene  Ausbiegungen  v  erreicht 
werden,  die  schon  vor  dem  vollständigen  Ausknicken  zu  einer 
Ueberanstrengung  des  Materials  führen.  Wenn  die  w  klein 
waren,  wird  dies  aber  immer  erst  kurz  vor  der  Erreichimg 
des  kritischen  Werthes  Pe  eintreffen.  Vorausgesetzt  wird  dabei, 
dass  die  blosse  Druckbelastung  an  sich  (also  wenn  sich  der 
Stab  nicht  ausbiegen  würde)  erheblich  unter  der  Proportiona- 
litätsgrenze liegt,  dass  also  selbst  Pe  noch  kleiner  als 

Pj,  =  F'ö,,a  (256) 

ist.  Es  hängt  von  der  Länge  Z  ab,  ob  dies  zutrifft  und  bei 
gegebenem  Querschnitt  wird  das  Ausknicken  um  so  eher  ein- 
treten, je  länger  der  Stab  ist.  Kurze  Stäbe  sind  daher  nur  auf 
einfache  Druckbelastung,  längere  auf  Ausknicken  zu  berechnen. 
Von  welcher  Grenze  ab  die  Knickgefahr  in  Frage  kommt,  ist 
durch  einen  Vergleich  der  Formeln  (255)  und  (256)  leicht  zu 
entscheiden;  unter  den  Aufgaben  wird  ein  solcher  Fall  er- 
örtert werden. 

§  57.    Stab  mit  einer  ursprünglioben  Zrümmung. 

Ich  werde  jetzt  noch  zeigen,  dass  auch  eine  anfängliche 
Krümmung  des  Stabs,  wenn  der  zugehörige  Pfeil  nur  über- 
haupt klein  gegen  die  Querschnittsabmessungen  ist,  keinen 
merklichen  Unterschied  herbeiführt.  Dazu  soll  jetzt  von  der 
Excentricität  der  Kraftangriffslinie  abgesehen  und  vorausgesetzt 
werden,  dass  die  Stabmittellinie  anfänglich  eine  sehr  flache 
Curve  von  dem  Pfeile  f^  bildete.  Diesen  flachen  Bogen  kann 
man  genau  genug  als  Bogen  einer  Sinuslinie  ansehen,  also 

w  =  /o  sin  TT  j  (257) 

setzen.  Die  Differentialgleichung  der  elastischen  Linie  lautet 
wie  vorher  ^s-. 
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oder  nach  Einsetzen  von  u 

3 — Ä(y+/ö«^«?)  (258) 

Die  schon  den  Grenzbedingungen  (y  =  0  für  a;  =  0  und 
für  a;  =  2)  angepasste  Losung  dieser  Differentialgleichung  lautet 

y  =  fsin  %  j ,  (259) 

wenn  mit  f  zur  Abkürzung  der  Werth 

f  =  ,Je  (260) 

bezeichnet  wird.  Die  geometrische  Bedeutung  von  f  geht  aus 
61.  (259)   ohne  Weiteres   hervor;   es   ist   der   grösste  Werth, 

den  y  annehmen   kann  und  dieser  tritt  ein ,   weim  -=-    einen 

rechten  Winkel  angibt,   also  für  a;  =  — ,   d.  h.  /*  ist  die  ela- 

stische  Ausbiegung  nach  der  Seite  hin,  die  die  Mitte  des  Stabs 
unter  der  Belastung  P  erfährt.  Mit  Rücksicht  auf  GL  (255) 
kann  man  f  auch  in  der  Form 

f  =  p-^^-  ^  (261) 

P 

schreiben  und  man  erkennt,  dass  auch  in  diesem  Falle,  wenn 
der  ursprüngliche  Krümmungspfeil  f^  klein  war,. eine  grössere 
Ausbiegung  /*,  also  eine  Bruchgefahr  durch  Ausknicken  erst 
dann  eintritt,  wenn  sich  P  dem  Euler'schen  Werthe  Fe  nähert. 
Der  Winkel,  um  den  sich  die  Endtangente  der  elastischen 
Linie  bei  der  Formänderung  dreht,  sei  mit  tp  bezeichnet.  So 
lange  q>  klein  ist,  kann  der  Bogen  gleich  der  trigonometri- 
schen Tangente  gesetzt  werden  und  mau  hat  daher 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (259) 

g)  =  ;rf.  '  (262) 

Denkt  man  sich  bei  einem  Enickversuche  mit  einem  Stabe, 
dessen  anfänglicher  Krümmungspfeil  f^  einige  mm,  also  merk- 
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lieh  mehr  beträgt^  als  die  unvermeidliche  Excentricität  der 
EraffcangrifiPslinie^  die  Lasten  P  als  Abscissen  und  die  zugehö- 
rigen Biegnngspfeile  /)  die  man  mit  einer  geeigneten  Vorrich- 
tung gemessen  hat^  alsOrdinaten  aufgetragen^  so  muss  man 
nach  61.  (261)  —  abgesehen  natürlich  von  unvermeidlichen 
Versuchsfehlem  —  eine  Hyperbel  erhalten.  Der  Winkel,  um 
den  sich  die  Stabenden  drehen,  wächst  nach  61.  (262)  propor- 
tional mit  /*.  Weim  nian  also  auch  q)  misst,  was  mit  einer 
Spiegelablesung  leicht  möglich  ist  und  es  in  derselben  Weise 
aufträgt,  so  muss  gleichfalls  eine  Hyperbel  entstehen.  Die 
senkrechten  Asymptoten  beider  Hyperbeln  entsprechen  dem 
Euler'schen  Werthe  P  ^  Pe. 

Diese  Polgerungen  der  Theorie  habe  ich  vor  einiger  Zeit 
durch  den  Versuch  geprüft  und  sie  gut  bestätigt  gefunden. 

§  58.    Die  wirkliche  Eniokbelastnng  Pe. 

Schon  in  §  56  ist  darauf  hingewiesen  worden,  dass  der 
Stab  schon  etwas  früher,  als  der  Euler'sche  Werth  Pe  erreicht 
ist,  zum  Bruche  oder  zu  bleibenden  Formänderungen  gelangt. 
Wie  viel  eher  dies  geschieht,  hängt  von  dem  anfänglichen 
Krümmungspfeile  f^  in  Verbindung  mit  der  anfänglichen  Ex- 
centricität der  Kraftangriffslinie  ab.  Um  eine  ungefähre  Vor- 
stellung davon  zu  geben,  wie  gross  die  aus  diesem  Grunde  zu 
erwartenden  Abweichungen  sind,  führe  ich  die  Rechnung  für 
den  Fall  durch,  dass  der  Stab  anfänglich  etwas  gekrümmt 
war,  während  von  einer  Berücksichtigung  der  anfänglichen 
Excentricität  abgesehen  werden  soll,  um  die  Rechnung  nicht 
zu  weitläufig  zu  machen. 

Die  grösste  Anstrengung  des  Materials  tritt  im  Mittel^ 
querschnitt  auf.     Man  hat  dort  für  irgend  eine  Belastung  P 

wenn  a  den  Abstand  der  betreffenden  Faser  von  der  zur  Null- 
linie parallelen  Schwerlinie  angibt.  Für  f  kann  man  den  Werth 
aus  Gl.  (261)  einsetzen.  Die  wirkliche  Knickbelastung  Pa^  wird 
schon  dann  nahezu  erreicht,  wenn  die  grösste  im  Querschnitte 
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YOi^kommende  Spannung  a  die  Proportionalitätsgrenze  über- 
schreitet,  denn  sobald  dies  geschehen  ist,  wachsen  die  Aus- 
biegungen schneller  als  nach  den  vorausgehenden  Formeln  und 
der  Bruch  wird  dadurch  alsbald  herbeigeführt.  Wir  erhalten 
daher  Fr  durch  Auflösung  der  Gleichung 

nach  P,  wenn  wir  darin  unter  ö'  die  Prpportionalitätsgrenze 
des  Materials  gegen  Druck  und  unter  a  den  Abstand  der 
äussersten  Kante  von  der  Schwerlinie  verstehen.  Für  Fö'  sei 
zur  Abkürzung  wieder  Fd  geschrieben^  also  jene  Belastung 
unter  diesem  Zeichen  verstanden,  die  bei  einfacher  Druck- 
belastung eines  kurzen  Abschnitts  des  Stabes  zur  üeberschrei- 
tung  der  Proportionalitätsgrenze  führt.  Die  Gleichung  ist  vom 
zweiten  Grade  für  F  und  ihre  Auflösung  liefert,  wenn  wir 
zur  Abkürzung  die  absolute  Zahl 

setzen,  für  Fk  9  ' 


Fk  = 


J^±4±i'^' ±  l/(i^±^^^)-  P.r..  (263) 

Von  den  beiden  Werthen  ist  immer  der  kleinere  zu  nehmen, 
das  Wurzelvorzeichen  also  stets  so  zu  wählen,  dass  das  Wurzel- 
glied negativ  wird.  Mit  /q  =  0,  also  bei  einem  ursprünglich 
geraden  Stabe,  wird  i^  =  0  und  Fk  =  Fe,  vorausgesetzt,  dass 
Pd>P^  ist.  Sollte  dagegen  FdKFe  sein,  also  bei  einem 
kurzen  Stabe,  erhält  man  nach  der  Bemerkung  über  das 
Wurzelvorzeichen  Fk  =  Fß,  Auf  diese  Weise  unterscheidet 
die  Formel  auch  zwischen  dem  Falle  der  Knickfestigkeit  und 
der  blossen  Druckbelastung.  Um  eine  Vorstellung  davon  zu 
geben,  wie  gross  der  Unterschied  zwischen  Fk  und  Fe  werden 
kann,  führe  ich  folgende  Zahlen  an. 

Der  Stab  sei  ein  gleichschenkliges  Winkeleisen  von  70  mm 
Schenkellänge  und  9  mm  Schenkelstärke,  der  Elasticitätsmodul 
sei  gleich  2 110000  atm  und  die  Proportionalitätsgrenze  gleich 
2000  atm.  Der  anfängliche  Krümmungspfeil  f^  sei  zu  1  mm 
angenommen.     Dann  erhält  man 
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für  die  Länge  von  2m:  P/,  =  23,6^,  Pß^^ll^St,  Pif=:  10,4f, 
„    „      „  „    3m:  Px,  =  23,6^,  Pe^   b,2t,  Pjr=   5,0 f, 

im  ersten  Falle  also  schon  ziemlich  erheblich  verschiedene 
Werthe  von  Pe  und  Pk»  Der  Unterschied  zwischen  beiden 
wächst  schnell,  wenn  man  /q  vergrössert.  Bei  dem  längeren 
Stabe  ist  bei  dem  gewählten  /J^  der  Unterschied  geringer;  man 
muss  aber  beachten,  dass  es  um  so  schwieriger  ist,  einen  Stab 
hinreichend  genau  gerad  zu  richten,  je  länger  er  ist. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  rj  ein  kleiner  Bruch  ist 
(dass  also  /^  klein  ist  gegenüber  dem  Trägheitshalbmesser  des 
Querschnitts),  kann  man  den  unter  dem  Wurzelzeichen  in  Gl. 
(263)  stehenden  Ausdruck  mit  Vernachlässigung  des  mit  if 
behafteten  Gliedes  näherungsweise  ersetzen  durch 

l(p^2  +  2(1,  +  l)Px,P^  +  (2ri  +  1)P/  -  4P„P^) 

=  I  {(Pd  —  PeY  +  2riPE(Pi>  +  Pm))  . 

Wenn  femer  Pd  erheblich  grosser  als  Pe  ist,  also  bei 
bei  einem  recht  schlanken  Stabe,  kann  man  genau  genug 

y{Pi>-PEy  +  2riPE(Pn  +  PE)  =  Pn-PE  +  ri^i^''\^^^ 
setzen  und  Gl.  (263)  geht  damit  näherungsweise  über  in 

Pk^Pe-Vp^'  (264) 

Diese  Gleichung  gestattet  einen  bequemen  Ueberschlag 
über  die  ungefähr  zu  erwartende  Abweichung  der  wirklichen 
Knickbelastung  Pe  von  dem  Euler'schen  Werthe  P^.  Wenn 
Pj)  nicht  erheblich  grosser  als  Pe  ist,  muss  man  aber  natür- 
lich auf  die  ursprüngliche  Gleichung  (263)  zurückgehen. 

Wie  ich  schon  erwähnte,  kann  Gl.  (263)  auch  dann  an- 
gewendet werden,  wenn  ein  eigentliches  Ausknicken  gar  nicht 
zu  erwarten,  wenn  also  P©  kleiner  ist  als  Pe,  Der  un- 
mittelbaren Anwendung  steht  aber  die  Schwierigkeit  im  Wege, 
dass  man  in  der  Regel  im  Ungewissen  darüber  ist,  welchen 
Werth  von  /J,  oder  von  ly  man  im  gegebenen  Falle  als  den 
wahrscheinlichsten  anzusehen  hat.   Ausserdem  ist  bei  der  Ab- 
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leitung  von  61.  (263)  auch  noch  nicht  auf  die  unvermeidliche 
Excentricität  des  Kraftangriffes  Rücksicht  genommen.  Die  An- 
wendung einer  empirischen  Formel,  die  Herr  v.  Tetmajer  aus 
zahlreichen  Versuchen  mit  Stäben  aus  verschiedenen  Stoffen 
abgeleitet  hat,  ist  daher  in  solchen  Fällen  mehr  zu  empfehlen. 
Bezeichnet  man  den  kleinsten  Trägheitshalbmesser  des  Quer- 
schnitts mit  t,  so  kann  nach  v.  Tetmajer  für  Pj)  >  Pe 

Pj,  =  aF-b^-^  (265) 

gesetzt  werden.  Die  Constanten  a  und  b  sind  nach  den  Ver- 
suchen ermittelt  und  zwar  für 

Schweisseisen  a  =  3030  atm,  6  =  12,9  atm 

Weiches  Flusseisen  a  =  3100    „  &  ■=  11,4    „ 

Härteres  Flusseisen  a  =  3210    „  6  =  11,6    „ 

Lufttrockenes  Nadelholz  a  =    293    „  6  ==    1,94  „ 

Für  Gusseisen  reicht  Gl.  (265)  mit  zwei  Constanten  nicht 

aus.  Für  Stäbe  mit  Längenverhältnissen  j  »»  5  bis  80  setzt 
Hr.  V.  Tetmajer  nach  seinen  Versuchen 

^  =  (o,53  (I)  — 120  j  +  7760)  atm.  (266) 

Für  schlankere  Stäbe  wird  die  Anwendung  der  Euler'schen 
Formel  empfohlen.  Bei  allen  diesen  Formeln  wird  voraus- 
gesetzt, dass  die  Enden  um  Spitzen  drehbar  gelagert  sind. 

§  59.   Stab  mit  Einspannung  an  einem  oder  an  beiden  Enden. 

Wenn  das  eine  Ende  des  Stabs  fest  eingespannt  und  das 
andere  ganz  frei  beweglich  ist,  verhält  sich  der  Stab  genau  so 
wie  eine  Hälfte  des  beiderseits  auf  Spitzen  gelagerten  Stabs 
von  der  doppelten  Länge.  Es  ist  daher  nicht  nöthig,  diesen 
Fall  besonders  zu  untersuchen;  man  kann  vielmehr  die  früher 
abgeleiteten  Formeln  benutzen,  wenn  man  darin  nur  überall  l 
durch  2 1  ersetzt.  Ein  etwas  allgemeinerer  Fall  wird  unter  den 
Aufgaben  behandelt  werden. 

Anders  ist  es,  wenn  der  Stab  an  beiden  Enden  festgehalten 
wird  und  dort  als  fest  eingespannt  betrachtet  werden  kann. 
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Freilich  ist  es  schwer  möglich,  diese  Voraussetzung  genau  zu 
verwirklichen,  die  Anordnung  an  den  Stabenden  also  so  zu 
treffen,  dass  in  der  That  jede  kleine  Drehung  der  Endtangenten 
der  elastischen  Linie  verhindert  wird.  Es  ist  aber  immerhin 
nützlich,  sich  Rechenschaft  darüber  zu  geben,  wie  gross  diö 
Knicklast  in  diesem  Falle  würde,  wenn  man  auch  bei  der. 
praktischen  Anwendung  besser  thun  wird,  auf  die  genaue  Er- 
füllung der  genannten  Bedingung  nicht  zu  rechnen,  die  wirk- 
liche Tragfähigkeit  des  Stabes  also  entsprechend  niedriger  ein- 
zuschätzen. Diese  Einschätzung  muss  dem  Ermessen  des 
Constructeurs  im  einzelnen  Falle  überlassen  bleiben;  sie  wird 
sich  in  erster  Linie  nach  dem  Vertrauen  zu  richten  haben, 
das  man  im  gegebenen  Falle  in  die  Güte  der  Einspannung 
setzen  kann.  Wenn  z.  B.  ein  Stab  einfach  mit  stumpfen 
Enden  zwischen  die  Druckplatten  einer  Festigkeitsmaschine  ein- 
gespannt wird,  wird  man  bedenken  müssen,  dass  eine  geringe 
Unebenheit  der  Endquerschnitte  eine  Drehung  trotzdem  er- 
möglichen kann  oder  dass  sich  auch  die  Druckplatten  selbst 
unter  Umständen  etwas  schief  stellen  können,  weim  sie  nicht 
ganz  besonders  gut  geführt  sind.  Bei  der  Ausführung  eines 
Knickversuches  dieser  Art  kann  man  sich  von  der  Wirksamkeit 
der  Einspannung  übrigens  leicht  dadurch  überzeugen,  dass  man 
an  dem  Stabende  einen  kleinen  Spiegel  anbringt,  auf  den  man 
ein  Fernrohr  richtet,  um  das  Spiegelbild  eines  festen  Maass- 
stabes darin  zu  beobachten.  Bei  genauer  Einspannung  darf 
sich  der  Spiegel  nicht  drehen. 

Bei  der  folgenden  Rechnung  nehme  ich  indessen  an,  dass 
die   feste   Einspannung   genau   verwirklicht   sei.     Die   beiden 


Abb.  65. 

Endtangenten  der  elastischen  Linie  in  Abb.  65  fallen  dann 
miteinander  und  mit  der  ursprünglichen  Lage  der  Stabaxe 
oder   auch   mit   der  ßichtungslinie   der  Kräfte   P  zusammen, 
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wenn  wir  jetzt  der  Einfachheit  wegen  von  der  Berücksich- 
tigung der  anfänglichen  Excentricität  der  Eraftangriffdlinie 
ebenso  wie  von  der  ursprünglichen  Ejrümmong  des  Stabes 
absehen.  Wir  wollen  untersuchen,  bei  welchem  Werthe  von 
P  der  durch  Abb.  65  angegebene  ßleichgemchtszustand  be- 
stehen kann. 

Für  den  Querschnitt  mit  der  Abscisse  x  haben  wir  links 
vom  Schnitte  ausser  der  Kraft  P  noch  ein  Kräfbepaar,  das 
auf  das  Stabende  übertragen  werden  muss,  xun  eine  Drehung 
zu  verhindern.  Das  Moment  dieses  Kräftepaars  heisst  das 
Einspannmoment  oder  auch  das  Anfangsmoment  und  soll  mit 
Mq  bezeichnet  werden.  Das  Biegungsmoment  ftir  den  Quer- 
schnitt X  ist  dann 

und  die  Gleichung  der  elastischen  Linie  liefert 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  lautet 

y  «=  Aamccx  -}-  Bcosax —^ 

wenn  unter  cc,  wie  schon  früher,  zur  Abkürzung  der  Werth 


.-1/ 


ES 


verstanden  wird,   wahrend  A  und  B  die  beiden  Integrations- 
constanten  sind.     Für  a;  «=  0  muss  y  verschwinden,  daher  ist 

ZU  setzen.   Femer  muss  wegen  der  Einspannung  der  Dififeren- 
tialquotient  ^  sowohl  für  a?  =  0  als  für  a;  =  Z  verschwinden. 

Man  hat  p-  =  Aa  cosaa;  —  Ba  sinaa? 

dx 

und  daher  zunächst  -4  =  0  und  femer 

Bamial  =  0. 

In  der  letzten  Gleichung  ist  sowohl   der  Factor  B  als   der 
Factor  a  von  Null  verschieden,   daher  muss  sinaZ  =  0  sein. 

Föppl,  Festigkeitslehre.  23 
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Der  "Winkel  al  ist  nicht  Null;  damit  der  angenommene  Gleich- 
gewichtszustand bestehen  kann^  muss  daher  die  Last  P  so  weit 
gesteigert  werden,  bis  a?  =  ä  oder  ein  Vielfaches  von  ä  ge- 
worden ist.  Wollte  man  a?  =  jr  setzen,  so  wäre  zwar  die 
eine  Grenzbedingung  erfüllt,  aber  nicht  zugleich  die  noch  aus- 
stehende, dass  auch  y  für  x  =  l  verschwinden  muss.  Diese 
Lösung  würde  daher  für  den  von  dem  vorliegenden  verschie- 
denen Fall  passen,  dass  sich  das  rechte  Ende  des  Stabes  zwar 
nicht  drehen,  wohl  aber  frei  in  der  Richtung  der  I^Axe  ver- 
schieben könnte.  Um  der  letzten  Grenzbedingung  zu  genügen, 
muss  vielmehr  auch 

Bcosal  —  ^  =  0 

oder  cos  a?  ==  -|-  1  sein  und  nicht  gleich  —  1,  wie  für  «2  =  st. 
Um  den  zur  Untersuchung  gestellten  Fall  zu  verwirklichen, 
müssen  wir  daher  die  Last  P  noch  weiter  wachsen  lassen,  bis 
al'=^27C  geworden  ist.  Setzt  man  in  diese  Gleichimg  den 
Werth  von  a  ein  imd  löst  nach  P  auf,  so  erhält  man 

P=4ä«^.  (267) 

Der  kritische  Werth  der  Belastung  ist  also  bei  unwandelbar 
eingespannten  Enden  viermal  so  gross  als  bei  frei  drehbaren 
Enden.  Wenn  P  kleiner  ist,  kann  der  angenommene  Gleich- 
gewichtszustand nicht  bestehen  bleiben  und  der  Stab  streckt 
sich,  wenn  er  sich  selbst  überlassen  wird,  wieder  gerade. 
Im  umgekehrten  Falle  schreitet  dagegen  die  Biegung  immer 
weiter  fort,  bis  sie  zum  Zusammenbruche  führt. 

Natürlich  wird  durch  die  anfängliche  Excentricität  des 
KraftangriflFs  u.  s.  f.  der  Bruch  noch  etwas  beschleunigt  und 
die  darüber  in  den  früheren  Paragraphen  durchgeführten  Be- 
trachtungen lassen  sich  fast  ohne  Aenderung  auf  den  vor- 
liegenden Fall  übertragen;  hier  ist  nur  deshalb  davon  ab- 
gesehen worden,  um  die  Untersuchung  nicht  zu  weitläufig  zu 
gestalten. 

Endlich  sei  jetzt  noch  der  Fall  untersucht,  dass  der  Stab 
nur  am  einen  Ende  als  eingespannt,  am  anderen  aber  als  frei 
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drehbar  befestigt  angenommen  werden  kann.  Die  Untersuchung 
ist  ganz  ähnlich  der  Torigen.  Man  muss  beachten,  dass  an  dem 
drehbar  befestigten  Ende  auch  eine  quer  zur  Stabaxe  gerichtete 


Abb.  66. 


Kraft  V  übertragen  werden  muss,  um  dieses  Ende  gegen  eine 
Verschiebung  im  Sinne  der  y-Axe  zu  schützen.  Für  das  Bie- 
gungsmoment M  im  Querschnitte  x  erhält  man 

M=Py—  Vx, 

woraus  der  Reihe  nach  folgt 

y 
y  =  Awiax  +  JBcosaa;  +  pO?, 

wenn  «  die  frühere  Bedeutung  hat.  Wegen  y  =*  0  für  a:  =  0 
folgt  JB  =  0  und  wegen  y  =  0  ftir  a;  =  i 

VI 


A 


P  sin  a  Z 


Damit  sind  die  Integrationsconstanten  bestimmt.    Dagegen  ist 
V  noch  unbekannt,  während  zugleich  noch  die  Grenzbedingung 

^  =  0  für  a;  =  Z  zur  Verfügung  steht.    Mit  JB  =  0  hat  man 
ax 

durch  Diflterentiiren 

^  =  ^acos«a:  +  p, 

also  muss  die  Gleichung 

^ FcZcoBcZ    .    V 

^  PämöT  "T"  P 

erfüllt  sein.     Die  Auflösung  nach   V  würde    F=0,   hiermit 

aber  auch  ^  =  0   und  schliesslich  auch  t/  =  0  liefern.     Das 

ist   natürlich    ein    möglicher   Gleichgewichtszustand,    nämlich 

jener,  bei  dem  der  Stab  unter  der  Belastung  geradlinig  bleibt. 

Für  diesen  interessiren  wir  uns  aber  nicht  und  in  der  That 

23* 
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wird  die  vorstehende  GleichuDg  bei  einem  beliebigen  Werthe 
von  V  auch  dann  noch  erfüllt^  wenn 

— - — ~  SS  1     oder     al  =  iaal 

ist.  Dies  ist  eine  transcendente  Gleichung  für  al^  die  unendlich 
viele  Wurzeln  hat;  für  uns  kommt  aber  nur  die  kleinste  auf 
a!«=0  folgende  in  Betracht ,  da  es  sich  nur  darum  handelt^ 
wie  weit  wir  P  wachsen  lassen  müssen^  um  eine  Ausbiegung, 
wie  sie  in  Abb.  66  gezeichnet  ist^  eben  noch  aufrecht  erhalten 
zu  können.  Man  sieht  leicht  ein^  dass  al  jedenfalls  grösser 
als  %  werden  muss^  um  die  Tangente  des  Winkels  gleich  dem 
Bogen  zu  machen  und  durch  Probiren  findet  man^  dass  ungefähr 

die  gesuchte  Wurzel  der  Gleichung  ist.  Das  Quadrat  von 
4^49  kann  gleich  20  gesetzt  werden  und  mit  Bücksicht  auf 
die  Bedeutung  von  a  erhält  man  daher 

P  =  20^,  (268) 

also  ziemlich  genau  das  Doppelte  der  Enickkraft  für  den  Stab 
mit  frei  drehbaren  Enden  oder  die  Hälfte  des  für  den  Stab 
mit  beiderseits  eingespannten  Enden  gefundenen  'Werthes.  An- 
statt dessen  kann  man  Gl.  (268)  auch  dahin  aussprechen,  dass 
der  am  einen  Ende  eingespannte  und  am  anderen  drehbar  ge- 
lagerte Stab  dieselbe  Knickfestigkeit  hat,  als  weim  er  beider- 
seits drehbar  gelagert  wäre,  falls  zugleich  an  Stelle  der  Länge  l 

die  Länge  -r=  genommen  wird.     Von   dieser   ZurückfÜhrung 

auf  eine  gleichwertige  Lange  des  in  Spitzen  gelagerten  Stabes 
war  schon  in  den  Eingangssätzen  dieses  Paragraphen  Ge- 
brauch gemacht  und  sie  ist  überhaupt  recht  bequem.  So 
kann  auch  Gl.  (267)  dahin  gedeutet  werden,   dass  als  gleich- 

werthige  Länge  —  genommen  werden  muss,  um  den  Fall  des 

Stabes  mit  beiderseits  eingespannten  Enden  auf  den  Normal- 
fall der  Spitzenlagerung  zurückzuführen. 
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§  60.    Enioken  bei  gleichseitiger  Biegnngsbelastting. 

Der  Stab  möge  in  der  Mitte  eine  Biegungslast  Q  tragen 
(ygl.  Abb.  67).  Für  das  Biegongsmoment  im  Querschnitte  x 
erhält  man 


P» 


und  hieraus 

y  =  -4  sin  «a?  +  JB  COS  aa;  —  2^  aj  • 

Die  elastische  Linie  zerfallt  in  zwei  Aeste^  die  sich  in  der 
Mitte  aneinanderschliessen.  Für  jeden  Ast  sind  die  Constanten 
Ä  und  B  gesondert  zu  bestimmen;  hier  genügt  es  indessen 
der  Symmetrie  wegen,  nur  einen  Ast  näher  ins  Auge  zu  fassen. 

Wir  wählen  den  linken;  für  a;  =  0  muss  y  =  0  und  für  a;  «=  ^ 


muss 


dy 
dx 


2 


0  sein.    Die  erste  Grenzbedingung  liefert  B  =  0 


und  aus  der  zweiten  folgt 


2  Poe  cos 


al 


Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  für  y  ein  und  wählt  darin 
nachträglich  a;«=— ,  um  die  grösste  Ausweichung,  nämlich 
den  Biegungspfeil  f  zu  erhalten,  so  wird 

f-4-A^T-Y]-  (269) 

Die  Formel  liefert  einen  unendlich  grossen  Werth  für  /)  wenn 


dl 


-^  zu  einem  rechten  Winkel,  al  also  =  n  und  daher  P'^ji 


2 


E® 
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wird.  Die  Biegungsbelastung  ändert  also  in  diesem  Sinne 
nichts  an  der  kritischen  Belastung  anf  Zerknicken^  die  ebenso 
gross  bleibt^  als  wenn  Q  nicht  vorhanden  wäre.  Dieser  Schluss 
ist  aber  mit  Vorsicht  aufzunehmen,  denn  er  bezieht  sich  ja 
nur  auf  die  rein  elastischen  Erscheinungen  und  nimmt  auf  die 
schon  vor  der  Erreichung  der  kritischen  Belastung  eintretende 
Ueberschreitung  der  Proportionalitätsgrenze  keine  Rücksicht. 
So  wie  wir  schon  früher  fanden,  dass  Pjc  wegen  der  Excen- 
tricität  des  Ejraftangriffs  u.  s.  f.  kleiner  ist  als  Pej  muss  auch 
hier  die  wirkliche  Ejiickbelastung  kleiner  ausfallen  als  der 
Euler'sche  Werth  und  zwar  um  so  mehr,  je  grosser  Q  ist. 

Für  die  Spannung  in  einer  Faser  des  mittleren  Quer- 
schnitts erhält  man  bei  Benutzung  derselben  Bezeichnungen 
wie  bei  der  ähnlichen  Untersuchung  in  §  58 

.-i+(f+rr)i- 

In  diese  Gleichung  ist  f  nach  GL  (269)  einzuführen,  ebenso 
für  a  der  Werth  einzusetzen  und  hierauf  die  Gleichung  nach 
P  au&ulösen,  womit  man  ebenso  wie  in  §  58  Pj^  erhält  Da- 
bei tritt  freilich  die  Schwierigkeit  auf,  dass  die  Gleichung 
transcendent  ist;  um  darüber  leichter  hinweg  zu  kommen,  er- 
setze ich  Gl.  (269)  noch  durch  eine  Näherungsformel,  indem 
ich  von  der  Reihenentwickelung 

tga;  =  ^  -f  — -f  —  +  -3^  +  233^  +  .... 

Gebrauch  mache,  die  convergent  ist  bis  rr  =  y*  ^^^  Festig- 
keitsberechnungen wird  es  sich  meistens  um  Lasten  handeln, 
die  erheblich  unter  der  Bruchbelastung  bleiben,  da  man  noch 
eine  gewisse  Sicherheit  nöthig  hat.    Jedenfalls  ist  daher  auch 

--  bei  einem  Falle  der  praktischen  Anwendung  erheblich  klei- 

ner  als  -^  und  selbst  noch  kleiner  als  die  Einheit.    In  diesem 

Falle  convergirt  die  Reihe  ziemlich  schnell  und  für  eine  An- 
näherung wird  es  genügen,  die  drei  ersten  Glieder  zu  berück- 
sichtigen.   Man  erhält  dann  an  Stelle  von  Gl,  (269) 
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I  "^ -^y  V- +  ~w) 

oder,  wenn  man  noch  den  Werth  von  a  einsetzt, 

Das  erste  Glied  in  der  Klammer  entspricht  dem  Biegungs- 
pfeile für  P  =  0  mid  stimmt  auch  in  der  That  mit  dem  früher 
für  die  Biegungsbelastung  Q  gefundenen  Pfeile  (61.  82)  genau 
überein.  Schreiben  wir  für  diesen  Antheil^  also  auch  für  den 
Factor  vor  der  Klammer  /^  und  beachten  wir^  dass  im  zweiten 
Gliede  der  Factor  10  im  Nenner  nahezu  mit  tc^  übereinstimmt 

und  dass  sich  dieses  Glied  daher  in  der  Form  -p-  schreiben 
lässt,  so  vereinfacht  sich  Gl.  (270)  noch  weiter  zu 

f=fo'-^'  (271) 


E 


Die  Gleichung  für  0  geht  jetzt;  nach  Multiplikation  mit  F 
und  mit  Fö  =  Po  über  in 

P,  =  P+(f +  P.^^„)^,  (272) 

die  ohne  Weiteres  nach  P  aufgelöst  werden  kann  und  damit 
Px  liefert.  Solange  P  erheblich  kleiner  bleibt  als  Pe,  er- 
kennt man  übrigens  schon  aus  Gl.  (271),  dass  der  Biegungs- 
pfeil durch  die  Zufügung  von  P  gegenüber  /i  nur  wenig  ge- 
ändert wird.  Daraus  ist  zu  schliessen,  dass  die  Biegungs- 
spannungen   auch   nur   ungefähr    in    denselben   Verhälfaiissen 

wachsen,  wozu  dann  freilich  noch  die  gleichförmig  über  den 

P 
Querschnitt  vertheilte  Belastimg  ^  kommt. 

Nach  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung  (272)  nach 
P  hat  man  übrigens  für  /J,  nachträglich  wieder  den  Werth 
einzusetzen,  für  den  es  zur  Abkürzung  diente;  von  der  weite- 
ren Ausrechnung,  die  gar  keine  Schwierigkeiten  mehr  bietet, 
möge  hier  abgesehen  werden. 
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§  61.    Kniokformel  von  Navier,  Schwarz,  Bankine. 

Die  Lehre  von  der  Knickfestigkeit  hat  eigenthümliche 
Wandlungen  durchgemacht;  Ton  allen  Formeln  der  Festigkeits- 
lehre, die  wir  heute  als  richtig  anerkennen,  ist  die  Euler'sche 
Enickformel  eine  der  ältesten.  Zu  dieser  Anerkennung,  dass 
sie  wirklich  richtig  ist,  d.  h.  dass  sie  mit  den  Thatsachen 
hinreichend  genau  in  Uebereinstimmung  steht,  ist  sie  aber  erst 
seit  yerhältnissmässig  kurzer  Zeit  gelangt  imd  selbst  heute 
fehlt  es  ihr  daran  noch  in  manchen  Kreisen. 

Die  Ursache  fOr  die  auf  den  ersten  Blick  sehr  befremd- 
liche Erscheinung,  dass  man  die  Ergebnisse  einer  mathema- 
tischen Entwicklung  verwarf,  an  der  man  keinen  Fehler  nach- 
weisen koimte  und  auf  deren  Voraussetzungen  man  sich  sonst 
bei  allen  Rechnungen  stützte,  besteht  darin,  dass  die  älteren 
Techniker  so  gewohnt  waren,  bei  Festigkeitsberechnungen  den 
Sicherheitsgrad  nach  der  auftretenden   grössten  Spannung  zu 
bemessen,  dass  sie  dadurch  unfähig  wurden,  einen  Fall  zu  be- 
urtheilen,  bei  dem  dieser  Massstab  keinen  Sinn  hatte.    In  der 
That,  man  versetze  sich  etwa  in  die  Lage  eines  Baubeamten, 
von  dem  bei  einer  statischen  Berechnung  auf  Grund  irgend 
einer  veralteten  Verordnung  der  Nachweis  verlangt  wird,  dass 
z.  B.  die  Beanspruchung  des  Eisens  700  oder  1000  atm  o.  dgl. 
unter  keinen  Umständen  überschreiten  dürfe.    Mit  der  Euler- 
schen  Formel  kann  man  dem  Buchstaben  dieser  Verordnung 
überhaupt  nicht  gerecht  werden,  wenn  es  sich  um  eine  Be- 
rechnung auf  Biiickfestigkeit  handelt.     Sehr  oft  würde,  wenn 
man   eine   thatsächlich   in   einem    solchen   Stabe    auftretende 
Druckspannung  von  700  kg  zulassen  wollte,  damit  schon  fast 
die  Grenze  des  Ausknickens  erreicht  werden   und  oft   genug 
liegt  bei  sehr  schlanken  Stäben  die  Spannung,  die  nicht  über- 
schritten werden  darf,  ohne  dass  die  kritische  Belastung  er- 
reicht wird,  bei  nur  200  oder  300  atm  oder  selbst  noch  nie- 
driger.   Man  wird  verstehen,   dass  der  Baubeamte,   von  dem 
ein  Nachweis  verlangt  wird,  der  nach  der  Euler'schen  Formel 
ganz   sinnlos   ist,   mit  Vergnügen  nach  einer  andern  Formel 
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greifen  wird^  gleichgiltig  ob  sie  nun  richtig  oder  fälsch  ist^ 
wenn  sie  nur  den  Buchstaben  der  Vorschrift  zu  erfüllen  ge- 
stattet. Daran  allein,  dass  es  auf  diese  Weise  möglich  gemacht 
v^urde,  den  Sicherheitsgrad  einer  Construction  in  einer  einzigen 
Ziffer  fQr  die  zulässige  Beanspruchung  des  Materials  in  atm 
auszudrücken,  liegt  es  offenbar,  dass  sich  namentlich  die  Bau- 
ingenieure so  lange  hartnäckig  gegen  die  Anwendung  der 
!Euler'schen  Formel  gesträubt  haben.  In  meiner  Studienzeit, 
die  noch  nicht  so  weit  zurückliegt,  habe  ich  eine  Vorlesung 
über  technische  Mechanik  gebort,  in  der  die  Euler'sche  Formel 
bei  der  Erörterung  der  Knickfestigkeit  überhaupt  nicht  er- 
wähnt wurde,  so  dass  ich  erst  bei  einer  späteren  Gelegenheit 
von  ihrem  Dasein  Eenntniss  erhalten  konnte.  Wenn  so  etwas 
bei  einem  akademischen  Vortrage,  der  übrigens  von  einem 
bedeutenden  Manne  gehalten  wurde^  möglich  war,  mag  man 
danach  bemessen,  wie  man  in  den  Kreisen  der  Praktiker  zu 
der  Frage  stand.  Mir  selbst  wurde  noch  vor  wenigen  Jahren 
von  einem  sehr  tüchtigen  Ingenieur  einmal  entgegengehalten, 
dass  die  Euler'sche  Formel  gar  nicht  die  „wissenschaftliche^^ 
wäre. 

Nun  will  ich  nicht  etwa  mit  diesen  Rückerinnerungen  einen 
Tadel  darüber  verbinden,  dass  man  sich  überhaupt  gegen  die 
bedingungslose  Annahme  der  Euler'schen  Formel  sträubte;  es 
wird  gar  vieles  errechnet,  was  nachher  mit  den  Thatsachen 
arg  im  Widerspruche  steht  und  dem  Praktiker  kann  man  es 
daher  nicht  verdenken,  wenn  er  einer  Bechnung  einfach  miss- 
traute, die  ihm  missbehagte,  anstatt  sie  eingehend  zu  prüfen. 
Das  Misstrauen  war  also  an  sich  berechtigt;  falsch  war  nur, 
dass  man  die  Formel  ganz  verwarf  und  eine  andere  an  ihre 
Stelle  setzte,  deren  theoretische  Herleitung  auf  sehr  viel  schwä- 
cheren Füssen  stand,  ohne  dass  man  sich  darum  gekümmert 
hätte,  welche  von  beiden  Formeln  die  Erfahrungen  am  besten 
wiedergibt. 

Seit  den  Versuchen,  die  mein  Vorgänger  Bauschinger  im  Jahre 
1887  angestellt  hat,  weiss  man,  dass  die  Euler'sche  Formel  mit 
den  Thatsachen  weit  besser  übereinstimmt  als  die  Schwarz^sche 
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u.  s.  f.  und  durch  die  sehr  eingehenden  und  sorgfältigen  Ver- 
suche Tetmajer's  in  dem  Züricher  Laboratorium  wurde  dies 
noch  weiter  bestätigt  Auch  ich  selbst  habe  einige  Knick- 
versuche  angestellt,  die  zur  Bestätigung  der  Euler'schen  Theorie 
dienten.  Wer  von  den  übrigen  bekannteren  Vertretern  des 
Faches  in  den  letzten  Jahren  das  Wort  über  diese  Frage  er- 
griff, hat  sich  auch  stets  im  Sinne  der  Euler'schen  Theorie 
geäussert  und  keine  einzige  Thatsacbe  konnte  seitdem  zu  Gun- 
sten anderer  Formeln  gedeutet  werden.  Es  scheint  daher, 
dass  in  den  wissenschaftlich  maassgebenden  Kreisen  jetzt 
Stimmeneinhelligkeit  darüber  herrscht,  dass  die  Euler'sche 
Theorie ,  so  wie  ich  sie  in  den  vorausgehenden  Paragraphen 
vorgetragen  habe,  die  richtige  Theorie  der  Knickfestigkeit  ist. 

Der  wissenschaftlichen  Erkenntniss  hinkt  freilich  die  prak- 
tische Bethätigung  auf  einem  Gebiete,  in  dem  der  Einzelne 
durch  Vorschriften  von  mancherlei  Art  gehemmt  wird,  dem 
als  richtig  Erkannten  zu  folgen,  gewohnlich  erheblich  nach. 
Ich  mochte  es  daher  nicht  verantworten,  die  Erörterung  der 
Schwarz-Navier-Rankine'schen  Theorie  der  Knickfestigkeit  in 
meinen  Vorlesungen  ganz  wegzulassen. 

Die  Formel,  die  ich  jetzt  ableiten  will,  ist  zu  verschiede- 
nen Zeiten  auf  verschiedenen  Wegen  gefunden  worden  und  sie 
wird  daher  bald  als  die  Navier'sche,  bald  als  die  Schwarz'sche, 
bald  als  die  Bankine'sche  bezeichnet.  Man  geht  bei  ihrer 
Ableitung  am  einfachsten  von  der  an  sich  ganz  berechtigten 
Annahme  aus,  dass  die  Kraft  P  wegen  zufälliger  Abweichungen 
der  Stabaxe  von  der  geraden  Linie  und  wegen  der  unvermeid- 
lichen Excentricität  des  Kraftangriffs  von  vornherein  an  einem 
Hebelarme  p  wirkt.  Für  diesen  Hebelarm  setze  man  hypo- 
thetisch 

1)  =  «^  (273) 

worin  x  eine  absolute  Zahl  ist,  die  aus  Versuchen  zu  bestim- 
men ist.  Zur  Bechtfertigung  für  den  Ansatz  (273)  kann  man 
anführen,  dass  Abweichungen  der  genannten  Art  um  so  eher 
eintreten,  je  grösser  die  Länge  l  im  Vergleiche  zu  dem  Ab- 
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stände  a  der  äussersten  Faser  Ton  der  in  Frage  kommenden 
Schwerlinie  ist.  Freilich  liesse  sich  diese  üeberlegmig  auch 
noch  auf  andere  Art  zum  Ausdrucke  bringen  und  Gl.  (273) 
taftet  daher  eine  Willkür  an,  die  nur  durch  die  nachträgliche 
Bestätigung  durch  die  Erfahrung  gehoben  werden  könnte. 
I»fimmt  man  Gl.  (273)  aber  an,  so  ist  damit  der  Fall  der 
Knickfestigkeit  auf  den  der  gewohnlichen  excentrischen  Druck- 
Belastung  zurückgeführt.  Für  die  Spannung  an  der  äussersten 
Faser  erhält  man 

wenn  mit  t  der  Tragheitsradius  bezeichnet  wird. 

Der  zulässige  Werth  der  Druckbelastung  folgt  daraus 

P.„,  =  ^^  .  (275) 

und  das  ist  die  Formel,  um  deren  Ableitung  es  sich  handelte. 
Wenn  man  es  als  einen  Vorzug  betrachten  will,  dass  die  zu- 
lässige Beanspruchung  auf  Zerknicken  IPzui  von  der  zulässigen 
Druckspannung  6tui  des  Baustoffes  abhängig  gemacht  wird, 
kommt  ihr  dieser  Vorzug  in  der  That  zu.  Wichtiger  ist  aber 
natürlich  die  Frage,  inwiefern  die  Gleichung  mit  dem  that- 
sächlichen  Verhalten  eines  auf  Druck  beanspruchten  Stabes 
übereinstimmt  imd  ich  habe  schon  erwähnt,  dass  deren  Be- 
antwortung zu  Ungunsten  der  Gl.  (275)  ausfällt.  Natürlich 
ist  es  immer  möglich,  Gl.  (275)  zur  üebereinstimmung  mit 
irgend  einem  bestimmten  Versuchsergebnisse  zu  bringen,  wenn 
man  die  Constante  x  passend  wählt.  In  dieser  Hinsicht  haben 
alle  Formeln,  in  die  *man  einen  aus  den  Versuchen  selbst  erst 
zu  bestimmenden  Coefficienten  einführt,  einen  Vorsprung  vor 
anderen,  die  auf  rationellerem  Wege  abgeleitet  sind,  wie  z.  B. 
die  Euler'sche  Formel,  die  schon  durch  einen  einzigen  Versuch 
widerlegt  werden  könnte,  wenn  sie  auf  einer  falschen  Grund- 
lage beruhte.  Es  ist  auch  klar,  dass  man  Gl.  (275)  ohne  Be- 
sorgniss  auf  eine  ganze  Gruppe  verwandter  Fälle  anwenden 
kann,  wenn  man  x  aus  einem  Enickversüche  entnimmt,   der 
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tinfter  ganz  ähnlichen  umständen  angestellt  wurde.  Bei  Festig- 
keitsberechnungen dieser  Art  handelt  es  sich  ja  ohnehin  mehr 
um  eine  ungefähre  Abschätzung  als  um  die  Gewinnung  genaa 
richtiger  Werthe.  Eine  wissenschaftliche  Bedeutung  könnte 
man  Gl.  (275)  aber  nur  dann  zusprechen,  wenn  die  Constante 
X  nur  von  dem  Baustoffe  abhängig  wäre  und  bei  allen  Längen- 
Verhältnissen  des  Stabes  wirklich  als  constant  betrachtet  wer- 
den dürfte.  Das  trifft  aber,  wie  namentlich  aus  den  Versuchen 
V.  Tetmajer's  hervorgeht,  keineswegs  zu.  In  jedem  andern 
Falle  der  Anwendung  müsste  man,  um  ganz  sicher  zu  gehen, 
einen  anderen  Werth  von  x  einfuhren  und  die  Brauchbarkeit 
des  Resultats  hängt  ganz  davon  ab,  ob  man  den  im  gegebenen 
Falle  zutreffenden  Werth  von  x  richtig  eingeschätzt  hat. 

§  6^.    Ansknioken  einer  auf  Verdrehung  beanspruchten 

langen  Welle. 

Von  allen  Fällen  des  labilen  elastischen  Gleichgewichts 
ist  der  seither  behandelte  der  gewohnlichen  Ejiickfestigkeit 
praktisch  zwar  weitaus  der  wichtigste.  Daneben  kommen  aber 
auch  noch  andere  vor  und  schon  in  §  49  wurde  ein  solcher 
behandelt.  Hier  soll  noch  der  zuerst  von  Greenhill  untersuchte 
Fall  des  labilen  elastischen  Gleichgewichts  einer  auf  Verdrehung 
beanspruchten  langen  dünnen  Welle  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitte besprochen  werden.  Wenn  eine  solche  Welle  hin- 
reichend lang  im  Vergleiche  zu  ihrem  Durchmesser  ist,  be- 
findet sie  sich  nämlich  im  geraden  Zustande  im  labilen  Gleich- 
gewichte, grade  so  wie  ein  auf  Druck  beanspruchter  sehr 
schlanker  Stab.  Sobald  durch  zufällige  Umstände  die  geringste 
Abweichung  der  Mittellinie  von  einer  Geraden  veranlasst  wird, 
steigert  sich  die  Abweichung  unausgesetzt,  bis  sie  zum  Bruche 
führt;  wir  können  diese  Erscheinung  ebenfalls  als  ein  Aüs- 
knicken  bezeichnen. 

Die  Sache  selbst  kennt  wohl  Jedermann  aus  der  alltäg- 
lichen Erfahrung,  zwar  nicht  aus  der  Erfahrung  an  eigent- 
lichen Wellenleitungen,  bei  denen  sie  nur  in  ganz  ausnahms- 
weisen  Fällen  vorliegen  könnte,  wohl  aber  aus  der  Erfahrung 
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mit  einem  dtbmen  Faden  oder  aucli  mit  einem  dünnen  Drabte. 
Wenn  ein  Faden  an  beiden  Enden  festgehalten  und  daim  ver- 
wunden wird,  beginnt  er,  wenn  die  Verwindung  hinreichend 
weit  vorgeschritten  ist,  seitlich  auszuweichen  und  sich  spiralig 
aufzurollen.  Man  macht  davon  Gebrauch,  wenn  man  den  langen 
Faden  zu  einem  doppelten  von  der  halben  Länge  zusammen- 
legen will.  Die  beiden  Theile,  die  man  zusammenlegt,  wickeln 
sich  dann  ohne  weiteren  Zwang  in  Schraubenlinien  umeinander 
und  bilden  dadurch  nachher  ein  gut  zusammenhängendes  Gan- 
zes. Auch  Metalldrähte,  die  man  bei  Festigkeitsprüfungen  auf 
Verwinden  beansprucht,  brechen  sehr  häufig  nicht  einfach 
durch  Versagen  der  Torsionsfestigkeit,  sondern  erst  nach  vor- 
ausgehendem Ausknicken,  d.  h.  nach  einer  Formänderung, 
bei  der  die  Mittellinie  in  eine  langgestreckte  Schraubenlinie 
übergeht. 

Zur  Untersuchung  dieser  Erscheinung  kann  man  ähnlich 
verfahren,  wie  in  §  59  bei  der  Erörterung  besonderer  Fälle 
der  gewöhnlichen  Ejiickfestigkeit.  Man  sehe  zu,  wie  gross 
das  verwindende  Moment  M  sein  muss,  um  eine  Ausbauchung, 
die  als  bereits  vorhanden  vorausgesetzt  wird,  gerade  aufrecht 
zu  erhalten.  Bei  einem  kleineren  Wertlie  von  M  wird  sich 
die  Mittellinie  der  Welle  von  selbst  wieder  gerade  strecken 
und  bei  jedem  grösseren  Werthe  wird  die  Ausbauchung;  weiter 
fortschreiten.  Da«  gefundene  M  stellt  also  die  kritische  Ver- 
drehungsbelastung der  Welle  dar. 

In  Abb.  68 
ist  in  axonometri- 
scher  Zeichnung 
die  Sc  h  raubenlinie 
angegeben,  in  die 
die  Mittellinie  der 
Welle  übergegan- 
gen sein  mag.  Zur 
besseren  Orientie- 
rung ist  auch  der  Cylinder  angedeutet,  auf  den  die  Schrauben- 
linie liegt.   Der  Querschnitt  der  Welle  ist  dagegen  weggelassen; 
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Abb.  68. 
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mit  dem  gezeichneten  Cylinder  hat  daher  der  Umriss  der  Welle 
selbst  nichts  gemein.  Die  anfängliche  Lage  der  Wellenmittel- 
linie im  unyerdrehten  Zustande  möge  mit  der  Erzeugenden  X 
des  Cylinders  zusammenfallen;  dass  sie  überhaupt  mit  einer 
Gylindererzeugenden  zusammenfallen  muss^  folgt  daraus^  dass 
die  Enden  der  Wellenmittellinie  gegen  eine  seitliche  Auswei- 
chung gestützt  sind. 

Man  lege  irgend  einen  Querschnitt  mm  durch  die  Welle 
und  bringe  daran  das  verdrehende  Moment  M  an.  Dieses  Mo- 
ment ist  eine  gerichtete  Grösse^  die  parallel  zur  X-Axe  geht. 
Wir  zerlegen  es  in  zwei  Componenten,  Ton  denen  die  eine  in 
die  Bichtung  der  Tangente  an  die  Schraubenlinie  fällt  und  die 
zweite  senkrecht  dazu  steht.  Die  erste  Componente  entspricht 
den  Torsionsspannungen  im  Querschnitte  der  Welle  und  die 
zweite  hält  bei  passender  Grösse  die  Biegung  der  Wellenmittel- 
linie aufrecht. 

Rechtwinklig  zur  X-Axe  seien  noch  zwei  Coordinaten- 
Axen  der  y  und  is  angenommen.  Die  Winkel,  die  die  Tai^ente 
an  die  Schraubenlinie  mit  den  Coordinatenrichtungen  bildet, 
seien  mit  a,  ßy  y  bezeichnet.  Dann  ist  genau  genug  cos  «  =>  1; 
dagegen 

cos/}  =  ^,  cosy  =  -- 

Hier  sind  unter  y,  ß  Goordinaten  eines  Punktes  der  Wellen- 
mittellinie und  unter  ds  ein  Längenelement  dieser  Linie  zu 
verstehen.  Zerlegt  man  jetzt  das  ganze,  in  der  Richtung  der 
X-Axe  gehende  Verdrehungsmoment  M  in  drei  Componenten, 
von  denen  eine  in  die  Richtung  von  ds  und  die  anderen  in 
die  Richtungen  der  Y-  und  Z-Axe  fallen,  so  hat  man  für  letztere 

My  ^  M  cos  ß  =  M^j         M,  =  M^' 

Das  Moment  My^  dessen  Richtung  parallel  zur  F-Axe 
geht,  sucht  eine  Ausbiegung  in  der  Richtung  der  Z-Axe  her- 
vorzubringen. Li  der  That  stehen  ja  bei  einer  gewohnlichen 
Biegung,  bei  der  alle  Kräfte  in  derselben  Ebene  liegen,  die 
Momente,  wenn  man  sie  nicht  nur  der  absoluten  Grosse  nach 
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betrachtet,  sondern  sie  als  gerichtete  Grossen  auffasst,  alle 
senkrecht  zur  Belastungs-  oder  zur  Biegnngsebene.  So  ist  es 
auch  hier  und  die  doppelte  Sjrömmung  der  elastischen  Linie 
wird  durch  das  Zusammenwirken  von  My  und  Jf,  veranlasst. 
Nach  dem  Superpositionsgesetze  können  wir  die  Wirkungen 
von  My  und  M»  gesondert  betrachten  und  beide  nachträglich 
zusammensetzen.  Für  die  Wirkung  von  My  für  sich  gilt  die 
Differentialgleichung  der  elastischen  Linie  in  der  Form 


E@ 


d^z 


dx' 


-M,  =  -M|f 


und  dazu  kommt  noch  für  die  andere  Ausbiegungsrichtung  die 
Gleichimg 


E@ 


dx* 


—  M 


dz 


Die  Vorzeichen   in   diesen   beiden  Gleichungen   sind   indessen 

noch  zweifelhaft  und  bedürfen  einer  besonderen  Untersuchung. 

dy     dz 
ds     ds 


Angenommen,  j/,  0^ 


seien  an  der  betrachteten  Stelle 


alle  positiv  und  ebenso 
Jfy,  Mg.  Wenn  dann 
My  einer  Drehung  im 
Sinne  des  Uhrzeigers, 
also  in  der  Richtung 
von  der  X-  zur  Z-Axe 
entspricht  (vgl.  Abb.  69), 
trifft  dies  auch  für  Mg 
zu,  die  Drehung  geht 
also  hier  von  der  F- 
zur  X-Axe.  Auf  die 
X-Axe  bezogen,  gehen 
daher  beide  Drehungen 

in  verschiedener  Richtung.  Daraus  folgt,  dass  bei  gleichen 
Vorzeichen  von  My  und  Mg  beide  in  die  Differentialglei- 
chung der  elastischen  Linie  mit  verschiedenen  Vorzeichen 
einzuführen  sind.  Welches  man  positiv  und  welches  man  ne- 
gativ einzusetzen  hat,   hängt  von  Vorzeichenfestsetzungen  ab, 


(276) 
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auf  die  hier  nicht  weiter  eingegangen  zu  werden  braucht^ 
da  sie  fSr  das  Resultat,  das  ich  hier  ableiten  will,  gleich- 
gültig sind. 

Schreibt  man  noch  dx  an  Stelle  von  ds,  so  gehen  jetzt 
die  vorigen  Gleichungen  in  die  genauere  Form 

^«S  -  ±  *Ä 

über.    Die  erste  liefert  nach  Integration 

dz       _i     ^        i   ri 

und  dies  setze  ich  in  die  zweite  Gleichimg  ein.  Diese  geht 
dadurch  über  in 

^®S  -  -  W  y  -  ^^-  (277) 

Die  Losung  dieser  Gleichung,  die  ganz  der  Euler'schen 
Gleichung  für  den  Fall  der  gewöhnlichen  Knickfestigkeit  ent- 
spricht, lautet 

y^'Asmßx  +  BcoBßx  —  C^,  (278) 

wenn  man  mit  ß  zur  Abkürzung  den  Wertb 

bezeichnet.  Für  z  gilt  natürlich  eine  Gleichung  von  derselben 
Form,  wie  man  sofort  einsieht,  wenn  man  aus  den  Gleichungen 
(276)  y  anstatt  z  eliminirt. 

Zur  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  Ä  imd  B  be- 
nutzen wir  die  Grenzbedingungen,  dass  y  «s  0  sein  muss  für 
X  =  0  und  für  x^^l.    Daraus  folgt 

Ty       ^EG        0  .         ö    l  —  cotßl 

M  p  '  ß         «m  ßl 

und  daher  schliesslich 

y  =  j[^ia-<^^ßl)  +  <^osßx-l}       (280) 

Die  Integrations-Constante  C  bleibt  zunächst  noch  unbe- 
kannt.    Wir   differentiiren   jetzt  y   zweimal   und   setzen   den 
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zweiten  Differentialquotienten  in  die  zweite  der  Gleichungen 
(276)  ein,  um  z  zu  erhalten.     Wir  finden 


und  daher  nach  einmaliger  Integration 

*  =  7  ( sS-?r  («««  /»«-!)  +  «in  ^^1  +  ^-       (281) 

Auch  z  muss  für  x  =  0  und  für  x  =  l  verschwinden.  Die  erste 
Bedingung  liefert  die  neue  Integrations-Constante  K 

j^       C  l  —  coaßl 

IL  =^  -^ : — ö7 —  y 

p       Sin  pl 

SO  dass  ß  übergeht  in 

Die  andere  Grenzbedingung  dagegen  lehrt,  dass  zur  Aufrecht- 
erhaltung des  angenommenen  Gleichgewichtszustandes  ohne 
Bücksicht  auf  die  Grösse  von  C,  d.  h.  auf  die  Grösse  der  Aus- 

biegung 

(1  -  cos /5Z)«  + sin  2/5^  =  0 

sein  muss.  Damit  eine  Summe  von  zwei  Quadraten  ver- 
schwinde, muss  jedes  Quadrat  für  sich  verschwinden,  also  muss 
sin  /5Z  ==  0  und  cos  /5Z  =  +  1  sein.  Dazu  muss  ß  so  weit 
angewachsen  sein,  dass  der  Winkel  /3i  =  2;r  wird.  Mit  Rück- 
sicht auf  die  Bedeutung  von  ß  hat  man  daher  die  Bedingungs- 
gleichung 

;^  =  2ä      oder      M  =  2jt^'  (283) 

Das  ist  die  kritische  Verdrehungsbelastung,  die  nicht  er- 
reicht werden  darf,  wenn  man  ein  Ausknicken  der  Welle  ver- 
meiden will. 

Man  kann  dieser  Gleichung  auch  noch  einen  anderen  Aus- 
druck geben.  Nach  Gl.  (231)  ist  nämlich  der  Verdrehungs- 
winkel Ay,  der  durch  das  Moment  M  veranlasst  wird, 

Föppl,  Festigkeitslehre.  24 
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Setzt   man  in  diese  Gleichung  den  kritischen  Werth  von  M 
aus  Gl.  (283)  ein^  so  erhält  man 

Aep^Ä-J-  (284) 

Also  erst  dann^  wenn  der  Yerdrehungswinkel  etwas  mehr  als 
eine  Umdrehung  beträgt,  kaim  nach  dieser  Formel  ein  Aus- 
knicken eintreten.  Bei  Stahlwellen  müsste  daher  die  Länge 
etwa  das  3000fache  des  Durchmessers  betragen,  wenn  das 
Ausknicken  früher  als  die  Ueberwindung  der  gewohnlichen 
Torsionsfestigkeit  eintreten  sollte.  Indessen  ist  zu  beachten, 
dass  hierbei  noch  keine  Bücksicht  auf  die  schon  vorher  vor- 
handenen zufälligen  Abweichungen  der  Wellenmittellinie  von 
einer  Geraden  u.  s.  w.  genommen  ist.  Durch  solche  zufällige 
Umstände  und  ferner  durch  die  Ueberschreitung  der  Elastici- 
tätsgrenze  kann  die  kritische  Länge,  Yon  der  ab  das  Aus- 
knicken beginnt,  ganz  bedeutend  herabgesetzt  werden.  Auch 
in  dieser  Hinsicht  gleicht  der  Fall  vollständig  dem  der  ge- 
wohnlichen Knickfestigkeit.  Da  die  hier  besprochenen  Ejiick- 
erscheinungen  praktisch  minder  wichtig  sind,  soll  indessen  von 
einem  weiteren  Eingehen  darauf  abgesehen  werden. 

Aufgaben. 

45,  Aufgabe.  Bei  welchem  VerhäÜniss  der  QuerschnittsseUe  a 
zur  Lö/nge  l  beginnt  die  Knickgefahr  für  einen  quadratischen  Stab 
nach  der  Euler^schen  Formel? 

Lösung.     Man  setze 

-p ^^ 

und  verstehe   unter  0  die  Proportionalitätsgrenze  für  Druck.     Da 

a* 
0  =  —  und  F  ^=^  a^  ist,   erhält  man  durch  Auflösung  der  Glei- 

chunff  nach  l 


=  ^^rS 


Wenn  z.  B.  für  Flusseisen  E=2  100 000,  6  =  2000  atm  gesetzt 
wird,  liefert  dies 

^  =  29,4. 


a 
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Bei  der  Ableitang  ist  vorausgesetzi,  dass  die  Stabenden  frei  dreh- 
bar sind.  —  Bei  einem  kleineren  LängenyerhSltnisse  ist  indessen 
die  blosse  Berechnung  auf  gleichförmig  yertheüte  Drackbelastung 
immer  noch  bedenklich  und  man  thut  dann  besser,  die  Tetmajer'sche 
Formel  anzuwenden.  —  Ganz  ähnlich  ist  natürlich  bei  anderen 
Querschnittsformen  zu  verfiEihren. 

46,  Aufgabe,  Wie  gross  ist  die  Last,  die  eine  gusseiseme 
Säule  von  20  cm  äusserem  Durchmesser  und  2  cm  Wandstärke  bei 
6  m  Höhe  a)  nach  der  Euler^schen,  b)  nach  der  Schwor  tischen  Formet 
mit  Sicherheit  tragen  kann,  wenn  E^^IOOO  000  atm,  e^ui  ■»  700  atm, 
X  =  0,0002  gesetet  wird? 

Lösung.     Die  Querschnittsfläche  F  ist 

F=:  «(10*  —  8*)  —  113  cm*. 
Das  Trägheitsmoment  B  ist 

©  =  ^(10* -8*)  =  4630  cm*     und     ^  =  ^-41cm«. 

Bei  Anwendung  der  Euler'schen  Formel  setzen  wir  vorans,  dass 
das  obere  Ende  der  Säule  durch  das  Gebälk,  das  sie  trägt,  gegen 
eine  Verschiebung  in  horizontaler  Richtung  gestützt  sei.  Gewöhn- 
lich wird  dies  zutreffen;  natürlich  ist  aber  im  gegebenen  Falle 
sorgföltig  darüber  nachzudenken,  ob  die  Voraussetzung  wirklich 
berechtigt  ist  Sonst  ist  die  doppelte  Länge  in  die  Formel  ein- 
zuführen. Dagegen  sehen  wir  yon  der  Berücksichtigung  einer 
etwaigen  Einspannung  der  Enden  der  Sicherheit  wegen  ab.  Die 
Knicklast  wird  dann  nach  der  Euler'schen  Formel 

P,=  ^^»10.i2^«128600kg. 

Man  pflegt  bei  Gusseisen  eine  6-facbe  Sicherheit  gegen  Aas- 
knicken zu  verlangen,  daher  setzen  wir 

P.ui  =  -^  J'ä  •=  21400  kg . 
Nach  der  Schwarz'schen  Formel  wird  dagegen 

1  +  4  1  +  2.10-*.-^ 

Ich  selbst  würde  dem  ersten  Besultat  den  Vorzug  geben,  hätte 
aber  auch  gegen  die  Belastung  mit  28600  kg  nicht  viel  einzu- 
wenden, da  der  Sicherheitsgrad  im  ersten  Falle  ziemlich  willkür- 
lich eingeschätzt  ist. 

24* 


373  Zehnter  Absclmitt. 

A7,  Aufgabe,  Ein  aufrecM  stehender  Stab  ist  am  u/nteren  Ende 
fest  eingespannt,  Bas  obere  Ende  ist  frei  drehbar  wnd  kann  sich 
zugleich  in  horizontaler  Richtu/ng  etwas  verschieben.  Dabei  soll  aber 
ein  elastischer  Widerstand  auftreten,  der  der  Grösse  der  Ausweichung 
proportional  ist.  Man  denke  sich  etwa  das  obere  Ende  durch  hori- 
zontale Zugstangen  gehalten,  die  bei  einer  Ausweichimg  des  BefesU* 
gwngsptmJctes  in  Spannung  gerathen.  Man  soll  die  Knickfestigkeit 
des  Stabes  berechnen. 

Lösung.  Die  Ausweicbung  des  oberen  Endes  sei  Pq  und  von 
diesem  Ende  aus  seien  die  Abscissen  x  gerechnet.  Dann  tritt  hier 
eine  horizontale  Kraft  H  auf,  die 

3^cyQ 

gesetzt  werden  kann.  Der  Factor  c  h&ngt  von  der  Elasticität  der 
Zugstangen  ab,  die  das  obere  Ende  halten  und  ist  hier  als  ge- 
geben zu  betrachten.  Für  den  Querschnitt  mit  der  Abscisse  x 
hat  man 

M  =  Hx  +  P{y-'  y^ 

und  die  Gleichung  der  elastischen  Linie  lautet 

Die  allgemeine  Lösung  ist 

y  =  4  sin  aa?  +  -ß  cos  «i»  —  p^o*  "I"  ^ö' 

wenn  et  dieselbe  Bedeutung  wie  früher  hat.  Für  o;  =  0  muss 
y  =  y^  sein;    daraus  folgt  B  =  0,     Femer  ist  für  a?  =  ?  sowohl 

y  als  T^  gleich  Null.     Dies  liefert  die  Gleichungen 
a  oß 

m 

0  —  »4  cos  a?  —  ^ . 

Löst  man  beide  nach  A  auf,  so  erhält  man  . . 

A—         ^^— -P  A  c 

Damit  diese  Gleichungen  mit  einander  bestehen  können,  muss 

Cl'-F  _^         c 
sin  ttZ  aconal 

sein.  In  anderer  Form  lässt  sich  diese  Bedingungsgleichung  auch 
schreiben 


/ 
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tg  al  =^  al 

oder,  wenn  man  P  in  a  ausdrückt, 

tgal  =  ccl  —  («O'*-^* 

Die  kleinste  Wurzel  dieser  transcendenten  Oleicbung,  die  im  ein- 
zelnen Falle  durch  Probieren  aufzulösen  ist,  liefert  al  und  hiermit 
die  Enicklast  P. 

Setzt  man  c  =>  oo^  so  ist  der  Stab  oben  ganz  festgehalten 
und  wir  kommen  damit  auf  den  schon  in  §  59  ausführlich  be- 
handelten Fall.  Wenn  umgekehrt  c  «=»  0  gesetzt  wird,  ist  das 
obere  Stabende  in  horizontaler  Richtung  frei  beweglich  und  die 
Gleichung  geht  über  in  tgai=+^^-     Diese  liefert  die  Lösung 

«Z  =  -^  und  daher 

wie  auch  schon  in  den  Eingangssätzen  von  §  59  durch  eine  ein- 
fache Betrachtung  festgestellt  worden  war. 

48.  Auf g ah e.  Der  Querschnitt  eines  Stabes ,  ier  an  beiden 
Enden  in  Spitgen  gelagert  ist,  sei  in  der  Mitte  auf  eine  Strecke  t, 
die  Mein  gegenüber  der  ganzen  Stäblänge  ist,  durch  Einschnitte  ver- 
schwächt^  so  dass  das  kleinste  Trägheitsmoment  des  Querschnitts  da- 
durch von  S  auf  &  herabgesetzt  wird.  Man  soll  die  Knickfestig- 
keit des  verschwächten  Stabes  mit  der  des  unverschwächten  ver- 
gleichen. 

Lösung.  Der  Winkel,  um  den  sich  die  Endquerschnitte  des 
kurzen   mittleren  Stückes  bei  gegebenem  Biegungsmoment  gegen 

einander  verdrehen,  ist  in  dem  Verhältnisse  -^  grösser,   als  wenn 

der  Querschnitt  unverändert  durchginge.  Man  denke  sich  nun 
einen  zweiten  Stab  von  überall  gleichem  Trägheitsmomente  @,  aber 
von  etwas  grösserer  Länge,  so  nämlich,  dass  das  Mittelstück  von 
der  Länge  V  durch  ein  solches  von  der  Länge  V  -\-  V  ersetzt  ist, 
wenn 

genommen  wird.  Dann  würden  sich  die  Endquerschnitte  des  Mittel- 
stücks dieses  Stabes  bei  gegebenem  Biegungsmoment  um  denselben 
Winkel  gegen  einander  verdrehen,  wie  beim  verschwächten  Stabe. 
Falls  nun  das  Mittelstück  an  und  für  sich  kurz  ist,  wird  auch  der 
Biegungspfeil  in  der  Mitte  beim  zweiten  Falle  nicht  merklich  grösser 
sein  als  im  ersten  Falle,  wenn  die  Biegungslinien  in  den  äusseren 
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Stababschnitten  in  beiden  Fällen  mit  einander  übereinstimmen. 
Man  erkennt  daraus,  dass  die  Querscbnittsverschwächnng  in  der 
Mitte  80  wirkt,  als  wenn  der  Querschnitt  unverändert  geblieben, 
die  Stablänge  aber  um  den  vorher  berechneten  Betrag  V  vergrössert 
wäre.     Danach  kann  die  Enicklasi  leicht  berechnet  werden. 

Zur  Prüfung  des  hier  erörterten  Falles  habe  ich  eine  grössere 
Versuchsreihe  angestellt,  und  durch  die  Versuchsergebnisse  wurde 
ich  erst  zu  der  hier  gegebenen  Lösung  geführt.  Dabei  zeigte  sich 
indessen,  wie  auch  von  vornherein  zu  erwarten  war,  dass  man  für 
V  einen  etwas  grösseren  Werth  als  die  Länge  einzusetzen  hat,  auf 
die  sich  die  Verschwächung  des  Stabquerschnitts  erstreckt.  Auch 
in  den  unmittelbar  an  das  Mittelstück  angrenzenden  Theilen  des 
Stabes  kann  sich  nämlich  nicht  sofort  der  volle  Querschnitt  wirk- 
sam erweisen;  die  an  die  Lücke  angrenzenden  Kanten  müssen 
vielmehr  ebenfalls  zunächst  noch  spannungslos  sein.  Bei  meinen 
Versuchen  zerknickte  ich  Winkeleisen,  bei  denen  der  Querschnitt 
durch  beiderseitige  Einschnitte  von  2,5  bis  60  mm  Länge  (in  der 
Richtung  der  Stabaxe  gemessen)  so  geschwächt  war,  dass  &  nur 
y^  bis  Vg  von  ®  war.  Dabei  musste  man  die  Binschnittlänge  um 
2  bis  4  cm  vermehren,  um  die  vorausgehende  Bechnung  in  üeber- 
einstimmung  mit  den  Versuchsergebnissen  zu  bringen. 


Elfter  Abschnitt. 
Grandzttge  der  mathematischen  Elasticitätstheorie. 


§  63.     Ableitung  der  Gmndgleichttngen. 

Zwischen  den  Spannungscomponenten  an  irgend  einer 
Stelle  des  Körpers  bestehen  nach  den  allgemeinen  und  jeden- 
falls streng  richtigen  Lehren  der  Statik  zunächst  nur  die  im 
ersten  Abschnitte  abgeleiteten  Gleichungen  (4)  und  (5).  Durch 
die  Gleichungen  (4)  werden  die  neun  Spannungscomponenten  auf 
sechs  zurückgeführt  und  diese  sind  dann  nur  noch  durch  die 
drei  Gleichungen  (5)  miteinander  verbunden.  Aus  drei  Glei- 
chungen kann  man  aber  sechs  unbekannte  Grössen  unter  keinen 
Umstanden  eindeutig  bestimmen;  die  Angabe,  die  Spannnngs- 
vertheilung  zu  ermitteln,  ist  daher,  wie  wir  schon  früher  ge- 
schlossen haben,  statisch  unbestimmt,  so  lange  keine  weiteren 
Angaben  hinzutreten.  Diese  Unbestimmtheit  zu  heben,  haben 
wir  in  den  vorausgehenden  Abschnitten  verschiedene  Hypo- 
thesen zu  Grunde  gelegt,  die  nur  durch  die  Berufang  auf  die 
Uebereinstimmimg  der  aus  ihnen  gezogenen  Folgerungen  mit 
der  Erfahrung  gerechtfertigt  werden  konnten.  Wenn  nun  auch 
ein  solches  Verfahren  den  Ansprüchen,  die  man  vom  Stand- 
punkte der  praktischen  Anwendung  an  die  technische  Mechanik 
stellen  kann,  ganz  wohl  genügt,  so  befriedigt  es  doch  nach 
anderer  Richtung  nicht  vollständig.  Unser  Erkenntnissdrang 
verlangt  eine  ZurückfÜhrung  der  zusammengesetzteren  Er- 
scheinungen auf  die  einfachsten  und  möglichst  einwandfrei 
feststellbaren  Erfahrungsthatsachen.     Diesem  Verlangen  sucht 
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die  mathematische  Theorie  der  Elasticität  zu  entsprechen.  Sie 
stellt  sich  die  Aufgabe^  die  Formänderung  und  den  Spannungs- 
zustand  eines  von  gegebenen  äusseren  Kräften  beanspruchten 
elastischen  Körpers  ohne  Zuhülfenahme  besonderer  Hypothesen 
zu  berechnen,  indem  sie  sich  dabei  ausser  auf  die  allgemeinen 
Gleichgewichtsbedingungen  nur  noch  auf  das  Elasticitätsgesetz 
stützt.  Für  verschiedene  Körper  ist  nun  freilich,  wie  im  zweiten 
Abschnitte  auseinander  gesetzt  wurde,  das  Elasticitätsgesetz 
oder  der  Zusammenhang  zwischen  den  Spannungscomponenten 
und  den  Formänderungen  von  verschiedener  Gestalt  und  im 
Allgemeinen  ist  es  auch  noch  keineswegs  genau  bekannt.  Viele 
der  für  die  praktische  Anwendung  wichtigsten  Stoffe  befolgen 
indessen  das  Hooke'sche  Gesetz  und  auf  diese  allein  beziehen 
sich  die  Entwickelungen  der  mathematischen  Elasticitätstheorie, 
BOweit^«ie  bis  heute  abgleitet  wurden,  in  aller  Strenge. 

Dass  es  überhaupt  möglich  ist,  die  gestellte  Aufgabe  zu 
lösen^  ergibt  sich  aus  folgender  Betrachtung.  Die  elastischen 
Verschiebungen,  die  ein  Punkt  des  Körpers  mit  den  Coordi- 
naten  xyz  unter  dem  Einflüsse  der  Belastung  erfährt,  seien 
für  die  Richtungen  der  Coordinatenaxen  mit  1 17  g  bezeichnet. 
Da  es  nicht  auf  die  Bewegungen  ankommt,  die  der  Körper 
etwa  als  Ganzes  erfährt,  sondern  nur  auf  die  relativen  Ver- 
schiebungen einzelner  Theile  des  Körpers  gegeneinander,  wird 
es  sich  empfehlen,  das  Goordinatensystem,  auf  das  die  xy0 
und  die  1 17  g  bezogen  sind,  auf  dem  Körper  selbst  festzulegen, 
also  etwa  so,  dass  der  Ursprung  stets  mit  einem  beliebig  aus- 
gewählten Punkte  des  Körpers  zusammenfällt,  die  X-Axe  stets 
durch  einen  zweiten  und  die  XF-Ebene  durch  einen  dritten 
Punkt  des  Körpers  geht.  Wenn  sich  der  Körper  ohne  Form- 
änderung nur  als  Ganzes  bewegt,  bleiben  dann  1 17  g  in  jeder 
Lage  gleich  Null;  die  drei  Grössen  sind  also  bei  diesen  näheren 
Festsetzungen  sehr  geeignet,  die  elastische  Formänderung  zu 
beschreiben.  Gewöhnlich  ist  es  am  bequemsten,  den  zweiten 
und  dritten  der  vorher  angeführten  drei  Punkte,  die  nicht  in 
einer  Graden  liegen  dürfen,  deren  Auswahl  aber  sonst  beliebig 
getroffen  werden  kann,  unendlich  nahe  bei   dem  ersten  anzu- 
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nehmeiL  Nach  dem  Elasticitatsgesetze  sind  die  Spannmigs- 
componenten  yon  den  specifischen  Formänderungen  an  der 
betreffenden  Stelle  des  Körpers  abhangig.  Wenn  1 17  g  als  Funo 
tionen  von  xyz  bekannt  und  hiermit  die  elastische  Form- 
änderungy  die  der  Körper  erfahrt,  in  allen  Einzelheiten  gegeben 
,wäre,  konnte  man  nach  dem  Elasticitatsgesetze  auch  die  Span- 
nungscomponenten  an  jeder  Stelle  des  Körpers  angeben.  Jeden- 
falls ist  es  also  möglich,  alle  Spannungscomponenten  in  den 
drei  unbekannten  Yerschiebungscomponenten  1 17  g  auszudrücken. 
Damit  werden  aber  die  sechs  unbekannten  Grössen  des  Problems 
auf  drei  zurückgeführt,  zu  deren  Ermittelung  die  durch  die 
drei  61eichungen(ö)  ausgesprochenen  Gleichgewichtsbedingungen 
im  Zusammenhange  mit  den  Grenzbedingungen  an  der  Ober- 
fläche des  Körpers  gerade  hinreichen. 

In  einem  Falle  haben  wir  von  diesem  Verfahren  in  der 
That  schon  Gebrauch  gemacht,  nämlich  bei  der  Untersuchung 
der  dickwandigen  Bohren  in  §  50.  In  der  That  handelte  es 
sich  dort  nur  um  einen  besonders  einfachen  Fall,  der  nach  den 
Methoden  der  mathematischen  Elasticitätstheorie,  ohne  dass 
von  diesen  bis  dahin  die  Rede  war,  sofort  vollständig  gelöst 
werden  konnte.  Dasselbe  Verfahren  ist  jetzt  ganz  allgemein 
auszuarbeiten  und  wer  sich  mit  jener  früheren  Untersuchung 
hinreichend  vertraut  gemacht  hat,  wird  nun  mit  geringer  Mühe 
den  Erweiterungen  der  dort  durchgeführten  Betrachtung,  um 
die  es  sich  hier  handelt,  folgen  können.  Darin  besteht  ja  über- 
haupt der  grosse  Vorzug  des  Ganges  von  den  einfacheren  Er- 
scheinungen zu  den  verwickeiteren,  dass  man  von  vornherein 
ein  ungefähres  Bild  davon  besitzt,  was  man  zu  erwarten  hat 
und  nahezu  errathen  kann,  welche  Wege  der  Vortrag  ein- 
schlagen wird.  Deshalb  habe  ich  diese  allgemeineren  Betrach- 
tungen an  das  Ende  meiner  Vorlesungen  und  nicht,  wie  es 
in  den  von  den  Mathematikern  ausgearbeiteten  Lehrbüchern  zu 
geschehen  pflegt,  an  den  Anfang  gestellt.  Darin  würde  nur 
eine  nutzlose,  dem  Verständnisse  der  Sache  aber  sehr  gefähr- 
liche Erschwerung  liegen. 

Die  elastischen  Verschiebungen  giyg  sollen  als  sehr  klein 
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im  Vergleiche  zu  den  Abmessungen  des  Körpers  im  natür- 
lichen Zustande  y  also  gegenüber  den  Coordinaten  xyis^  be- 
trachtet werden,  wie  es  ja  den  thatsächlichen  Yerhältnissen 
gewöhnlich  entspricht.  Wir  wollen  zunächst  die  specifischen 
Dehnungen  Sx  £y  €»  in  den  Richtungen  der  Goordinatenazen 
ausdrücken.  Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  zwei  Punkte, 
die  ursprünglich  um  dx  auseinander  lagen.  Die  Coordinaten 
dieser  beiden  Punkte  im  naturlichen  Zustande  sollen  also 

X,  y,  0    und    x  +  dx,  y,  z 

gewesen  sein.    Nach  der  Formänderung  gehen  sie  über  in 

und 

x  +  dx  +  ^  +  ^dx,    y  +  n  +  j^dx,     0  +  t  +  l^dx, 

wobei  darauf  zu  achten  war,  dass  sich  g  17  g  um  die  angegebenen 

Differentiale  ändern,  wenn  man  zum  Nachbarpunkte  weiter  rückt. 

Aus  der  Strecke  dx  ist  also  durch  die  Formänderung  die 

Oft 

Strecke  dx  -^-^  dx  geworden.  Unter  Benutzung  unserer  frü- 
heren Schreibweise  haben  wir  also  für  die  elastische  Aenderung 
Adx  der  Strecke  dx 

A  tZa;  =  ä^  dx. 

dx 

Die  specifische  Dehnung  a^  ist  aber  das  Yerhältniss  zwischen 
Adx  und  der  ursprünglichen  Länge  dx,  also  finden  wir  die 
erste  der  drei  folgenden  Gleichungen 

^'""Wx^     ^y^  dy^    ^'  ~  dz'  ^"^^^^ 

Die  beiden  anderen  folgen  auf  demselben  Wege,  wenn  man 
die  Schicksale  einer  in  der  Richtung  der  Z-Axe  gezogenen 
Strecke  dy  oder  einer  in  der  Richtung  der  Z-Axe  gezogenen 
Strecke  djs  verfolgt. 

Eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  liefert  uns  auch  den  Aus- 
druck für  die  kleine  elastische  Aenderung  y«y,  die  der  ur- 
sprünglich rechte  Winkel  zwischen  zwei  Strecken  dx  und  dy 
erfährt,    die   von   dem  Punkte  xyz  in  den  Richtungen   der 
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Abb.  70. 


X-  und  der  F-Axe  gezogen  wurden.  Um  die  Grosse  dieses 
Winkels  nach  der  Formänderung  mit  der  ursprünglichen  zu 
vergleichen  y  denke  ich  mir  den  einen  Winkel  parallel  ver- 
schoben^ so  dass  beide  Scheitel  zusammenfallen.  So  sind  sie 
sie  in  Abb.  70  gezeichnet.  Wir  brauchen  dabei  nur  auf  die 
kleinen  Abweichungen  jedes  Schenkels  in  der  Richtung  des 
anderen  Schenkels  zu  achten,  deim  weim  auch  ein  Schenkel 
in  einer  Richtung  senkrecht 
zur  Ebene  der  Abb.  70  ein 
wenig  abgelenkt  wird,  so 
trägt  dies  zur  Winkelände- 
rung nichts  bei;  eine  solche 
Ablenkung,  die  etwa  der  in 
der  Richtung  der  X-Axe  ver- 
laufende Schenkel  erfährt, 
kommt  nämlich  auf  eine 
Drehung  des  Winkels  um 
die  F-Axe  hinaus,  die  zu 
keiner  Aenderung  der  Grösse  des  Winkels  führt.  Auch  die 
specifische  Dehnung  in  der  Richtung  der  X-Axe  kann  keinen 
Beitrag  zur  Winkeländerung  y^y  liefern  Wir  brauchen  also 
nur  darauf  zu  achten,  dass  sich  der  Endpunkt  der  Strecke  dx 
relativ  zum  Anfangspunkte  um  eine  kleine  Strecke  in  der 
Richtung  der  F-Axe  verschoben  hat,  die  wir  schon  vorher  zu 

^dx  berechnet  haben  und   dass  sich  ebenso  der  Endpunkt 

von  dy  um  -^  dy  gegen  den  Winkelscheitel  in  der  Richtung 

der  X-Axe  verschoben  hat.  Die  Beträge  beider  Ablenkungen 
sind  in  Abb.  70  eingeschrieben.  Zugleich  sehen  wir  noch,  dass 
der  ursprünglich  rechte  Winkel  in  einen  spitzen  übergeht, 
wenn  beide  Differentialquotienten  positiv  sind. 

Die  Richtungsänderungen  sind  sehr  klein;  wir  können 
daher  die  zugehörigen  Winkel  in  Bogenmaass  gleich  ihren  tri- 
gonometrischen Tangenten  setzen.   Die  Richtungsänderung  von 

dx  trägt   daher  J^  zu  yxy  bei  und  ähnlich  ist  es  mit  dy.   Im 

Ganzen  haben  wir  daher 
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^'v       dy  "*"  dx 

und  diese  Formel  ist  als  streng  richtig  zu  betrachten,  falls 
^71 1  unendlich  klein  gegenüber  xy  z  sind.  Diese  Voraus* 
Setzung  trifft  nun  freilich  bei  der  wirklichen  Formänderung 
eines  elastischen  Körpers  nicht  absolut  genau  zu;  sie  ist  aber 
in  der  Regel  immerhin  nahezu  erfüllt  und  man  sieht  ein,  dass 
ein  Fehler,  der  etwa  hieraus  entspringen  konnte,  gewohnUch 
gar  nicht  in  Betracht  kommen  wird.  —  Natürlich  lässt  sich 
dieselbe  Betrachtung  auch  für  die  Winkeländerungen  zwischen 
den  Richtungen  yon  dx  und  dz  und  von  dy  und  dz  wieder- 
holen. Es  ist  aber  gar  nicht  nothig,  dies  wirklich  auszu- 
führen, da  keine  Goordinatenrichtung  vor  der  anderen  etwas 
voraus  hat,  so  dass  sich  das  vorige  Resultat  ohne  Weiteres 
auch  auf  yx»  und  y^,  übertragen  lässt.  Mit  Wiederholung  der 
vorigen  Formel  haben  wir  daher  den  Gleichungssatz 

Ausserdem  soll  noch  die  specifische  Yolumenänderung  be- 
rechnet werden,  die  der  Körper  an  der  betrachteten  Stelle  er- 
fährt. '  Man  denke  sich  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped  von 
den  Kantenlängen  dXy  dy,  dz.  Mit  diesem  denken  wir  uns  zu- 
erst die  Winkeländerungen  y^y  u.  s.  f.  zwischen  den  Kanten 
vorgenommen.  Wenn  y^y  endliche  Grössen  wären,  würde  da- 
durch das  Volumen  geändert.  So  würde  z.  B.  die  Rechteck- 
fläche dx  '  dy  in  ein  Parallelogramm  von  der  Fläche 

dx  <  dy  '  cos  y^y 

übergehen.  Wenn  y^y  klein  von  der  ersten  Ordnung  ist,  weicht 
aber  der  Cosinus  dieses  Winkels  nur  um  eine  Grösse  zweiter 
Ordnung  von  der  Einheit  ab.  Die  Aenderung  des  Volumens 
durch  diese  Richtungsänderüngen  kann  daher  vernachlässigt 
werden;  streng  ist  dies  freilich  auch  wieder  nur  dann  zulässig, 
wenn  S  i^  g  wirklich  unendlich  klein  sind. 

Hierauf  sollen  die  Kantenlängen  um  Adx  u.  s.  f.  geändert 
werden.    Dadurch  tritt  eine  Aenderung  des  Volumens  ein,  die 
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im   Vergleiche    zum    ursprünglichen  Volumen    nur    von    der 

ersten   Ordnung   klein   ist«     Diese   Aenderung   kommt  daher 

allein   in  Betracht.     Das   Volumen  nach   der   Streckung  der 

£anten  ist 

dx(l  +  s,)  dy{l  +  By)  d^(l  +  e,) 

odeTy  wenn  wir  ausmultipliciren  und  die  kleinen  Grössen  höherer 
Ordnung  fortlassen 

dx  dy  du  (1  +  f  x  +  «y  +  f ,). 
Als  specifische  Volumenänderung  e  bezeichnen  wir  das  Ver- 
haltniss  zwischen  der  Aenderung  des  Volumens  und  dem  ur-* 
sprünglichen  Volumen  imd  wir  haben  daher 

oder  nach  den  Gl  (285) 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  jetzt  auch  die 
Spannungscomponenten  in  g  ij  g  ausdrücken.  Am  einfachsten 
gelingt  dies  mit  den  Schubspannungen^  denn  nach  Gl.  (12),  die 
wegen  des  Superpositionsgesetzes  ohne  Weiteres  auf  unseren 
Fall  übertragen  werden  kann^  ist  z.  B. 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Gl.  (286)  erhalten  wir  daher 

tx9  —  ty,  —  ir  ^gy  -t-  g^/,   tr.  =.  r„  =  IT  y^^  -f-  gj  , 

Nach  dem  Hooke'schen  Elasticitätsgesetze  bestehen  zwischen 
den  specifischen  Dehnungen  und  den  Normalspannnngen  die 
Gleichungen  ^' 

Ef»=  Ux  —  -(*»+  ff.) 


m 


^5^=«,— i(ff,  +  tf,) 
^e.  =  tf.-^(*»  +  ö,), 


(289) 
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Wenn  wir  sie  addiren  und  ftir  die  Summe  der  specifischen 
Dehnungen  die  specifische  Yolumenänderung  e  einführen ,  er- 
halten wir  daraus 

tf.  +  *,  +  ff.  =  ;;j^  £c.  (290) 

Die  erste  der  vorausgehenden  Gleichungen  lasst  sich  aber 
schreiben 

-^««= -^*«  —  -(ff«  +  ffy  +  ff,)  — ^ff.  — 


und  deren  Auflosung  nach  6^  liefert 

''-  -^x  {^'  +  ^)  •  (291) 

Man  kann  diesen  Ausdruck  noch  etwas  vereinfachen^  wenn 
man  sich  erinnert^  dass  nach  61.  (34) 


2(m+l) 


gesetzt  werden  kann.  —  Die  GL  (289)  waren  für  0x(fy(fs  ganz 
symmetrisch  gebaut;  wir  können  daher  die  Lösimg  (291)  ohne 
weitere  Bemühungen  sofort  auch  auf  die  beiden  anderen  Un- 
bekannten 0y  und  6z  übertragen.  Mit  Benutzung  der  angefahrten 
Vereinfachung  imd  mit  Rücksicht  auf  die  Gl.  (285)  erhalten 
wir  daher  die  Ausdrücke  für  die  Normalspannungscomponenten 


(292) 


Damit  ist  die  Aufgabe,  die  wir  uns  zunächst  gestellt 
hatten,  gelöst.  Wir  haben  jetzt  die  unbekannten  Spannungs- 
componepten  auf  nur  noch  drei  unbekannte  Grössen  |i^S 
zurückgeführt  und  es  bleibt  uns  nur  noch  übrig,  diese  Aus- 
drücke in  die  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen,  die  durch 
die  Gl.  (5)  ausgesprochen  werden,  einzusetzen. 


dx 

+ 

8y 

+ 

ds 

da 
y 

+ 

dx 

+ 

da, 

7\^ 

+ 

+ 

^^». 
;>.. 
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Die  61.  (5)  lauteten 

+  X  =  0, 

+  r=o, 

1/«  (/•«/  cy 

Durch  Einsetzen  der   durch  die  GL  (288)  und  (292)  ge- 
gebenen Werthe  geht  die  erste  von  ihnen  über  in 

Um  diese  auf  eine  übersichtlichere  Form  zu  bringen,  nehmen 
wir  noch  einige  kleine  Aenderungen  mit  ihr  vor.  Zunächst 
erhält  man  durch  Division  mit  G  und  etwas  geänderte  Zu- 
sammenfassung der  einzelnen  Glieder 

\dx^'^ dy'''^ dzV'^Xdx'''^ dxdy'^ dxdz)'^ m-^'ldx'^  G~^' 

Für  die  drei  in  der  ersten  Klammer  zusammengefassten 
Glieder  benutzen  wir  eine  in  der  mathematischen  Physik  sehr 
häufig  gebrauchte  Bezeichnung.  Es  macht  sich  nämlich  fast 
in  allen  physikalischen  Theorien  nöthig,  von  den  unbekannten 
Functionen,  die  in  ihnen  auftreten,  die  Summe  der  drei 
zweiten  Differentialquotienten  nach  den  drei  Axenrichtungen 
zu  nehmen.  Zuerst  geschah  dies  in  der  Potentialtheorie  von 
Laplace.  Man  bezeichnet  daher  die  Bechenvorschrift,  die 
Summe  dieser  drei  zweiten  Differentialquotienten  nach  den 
Axenrichtungen  zu  bilden,  als  die  Laplace'sche  Operation.  Um 
diese  Rechenvorschrifb  anzugeben,  setzen  wir  vor  die  Function, 
auf  die  sie  Anwendung  finden  soll,  das  Zeichen  y^.  Oft  wird 
dafür  auch  nur  einfach  A  geschrieben;  wegen  des  Zusammen- 
hangs mit  anderen  Lehren,  auf  die  es  hier  nicht  weiter  an- 
kommt,  entscheide   ich  mich   aber  für   das   zuerst   genannte 
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Zeichen.  Um  kurz  anzudeuten,  was  ich  eben  ansf&hrlicher 
auseinandersetzte,  kann  man 

^'-&  +  W'  +  el^  (293) 

schreiben.  Natürlich  ist  dies  in  solcher  Form  noch  keine 
Gleichung  im  eigentlichen  Sinne;  man  hat  vielmehr  in  Ge- 
danken überall  hinter  die  Operationszeichen  die  Veränderlichen 
zu  setzen^  auf  die  sich  die  Operationen  beziehen  sollen. 

Ich  komme  jetzt  zu  den  in  der  zweiten  Klammer  za- 
sammengefassten  Gliedern  der  vorausgehenden  Gleichung.  Jedes 
dieser  Glieder  ist  ein  Differentialquotient  nach  x  und  ihre 
Summe  kann  daher  gleich 

ö  gi  +  |^  +  |t)  oder  gleich  |i 

dx\dx    *    dy   *    de/  °  ex 

gesetzt  werden.  Diese  Summe  kann  daher  mit  dem  nächst- 
folgenden Gliede  d^r  Gleichung  zusammengefasst  werden.  Hier- 
mit nimmt  die  Gleichung,  die  die  Gleichgewichtsbedingung 
zwischen  den  Spannungen  gegen  ein  Verschieben  nach  der 
X-Bichtung  ausspricht,  die  übersichtlichere  Form  an 

v*^  +  ;r^|J  +  f  =  o 

V^^  +  ^^  +  J  =  0.^  (294) 

9  fr    I        ^       dB    ,    Z        ^ 

Ich  habe  sofort  die  für  die  beiden  anderen  Coordinaten-^ 
richtungen  geltenden  Gleichungen  hinzugefugt,  die  genau  auf 
dieselbe  Weise  gefunden  werden  wie  die  erste. 

Die  Gl.  (294)  bilden  die  Ausgangsgleichungen  fßr  alle 
ferneren  Untersuchungen  der  mathematischen  Elasticitäts- 
theorie.  Ich  mochte  noch  einmal  betonen,  dass  sie  nichts 
anderes  sind,  als  die  Gleichgewichtsbedingungen  gegen  Ver- 
schieben, die  früher  in  den  Gl.  (5)  ihren  Ausdruck  gefunden 
hatten.  In  der  neuen  Form  sieht  man  den  Gl.  (294)  ihre 
physikalische  Bedeutung  nicht  so  leicht  an;  es  ist  aber  durch- 
aus nothig,  dass  man  sich  diesen  Sinn  der  Gleichungen  stets 
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vor  Augen  hält  und  es  ist  daher  sehr  anzurathen,  dass  man 
sich  die  vorausgegangene  Ableitung  so  lange  genau  im  Ein- 
zelnen überlegt^  bis  man  nicht  mehr  darüber  im  Zweifel 
sein  kann. 

SchUesslich  bemerke  ich  noch,  dass  man  die  drei  Com- 
ponentengleichungen  (294)  auch  zu  einer  einzigen  Gleichung 
zwischen  gerichteten  Grössen  zusammenfassen  kann,  deren  phy- 
sikalische  Bedeutung  dann  darauf  hinausläuft ,  dass  die  geo- 
metrische Summe  aller  an  dem  Umlang  eines  Eörperelements 
auftretenden  Spannungen  gleich  Null  sein  muss.  Wird  näm- 
lich die  Verschiebung  des  Punktes  xy z  der  Grösse  und  Rich- 
tung nach  mit  kl  bezeichnet,  so  also,  dass  i,ri%  die  Compo- 
nenten  von  H  sind,  ferner  die  äussere  Kraft  mit  $,  so  gehen 
die  Gl.  (294)  über  in 

V^ö  +  ^Ve+|  =  0.  (295) 

Ich  mache  von  dieser  Form  in  der  Folge  nicht  Gebrauch 
und  will  mich  daher  nicht  damit  aufhalten,  die  Bedeutung  des 
Zeichens  y  noch  näher,  als  schon  aus  dem  Zusammenhange 
hervorgeht,  zu  erklären.  In  der  Dynamik  wird  dies  geschehen. 
Auch  nur  ganz  gelegentlich  erwähne  ich  für  Leser,  die  schon 
näher  mit  der  mathematischen  Physik  auf  anderen  Gebieten 
(namentlich  mit  der  Electricitätslehre)  vertraut  sind,  dass 
Gl.  (295)  auch  noch 

V'ö  +  ^  V  divö  +  1  =  0  (296) 

geschrieben  werden  kann.  Obschon  ich  übrigens  in  diesen 
Vorlesungen  von  dem  Rechnen  mit  gerichteten  Grössen  keinen 
Gebrauch  gemacht  habe,  wird  man  doch  schon  bei  einem  ein- 
fachen Vergleiche  der  Gl.  (295)  oder  (296)  mit  (294)  begreif- 
lich finden,  dass  es  Leute  gibt  —  zu  denen  ich  gehöre  —  die 
es  als  einen  Fortschritt  der  Theorie  betrachten,  wenn  mit  den 
gerichteten  Grössen  unmittelbar  gerechnet  wird,  anstatt  dass 
man  jede  einzelne  Thatsache  durch  drei  verschiedene  Glei- 
chungen zum  Ausdruck  bringt. 

Föppl,  Festigkeitslehre.  26 


386  Elfter  Abschnitt. 

§  64.    Wellenbewegungen  in  elastisolien  Korpern. 

Bei  den  meisten  Aufgaben  der  Festigkeitslehre  spielt  die 
auf  die  Masse  des  Körpers  übertragene  Femkraft  ^  mit  den 
Componenten  X  Jf  Z  gar  keine  Bolle.  Gewöhnlich  besteht  sie 
nur  aus  dem  Gewichte  des  Körpers  und  häufig  genug  würde 
sich  der  Spannnngszustand  kaum  merklich  ändern,  wenn  der 
Korper  ganz  gewichtslos  wäre  und  nur  die  an  der  Oberfläche 
übertragenen  äusseren  Kräfte  an  ihm  wirkten.  In  solchen 
Fällen  vereinfachen  sich  die  Gl.  (294)  bis  (296)  entsprechend, 
indem  die  letzten  Glieder  auf  der  linken  Seite  fortfallen.  Mit 
derartigen  Fällen  werde  ich  mich  in  den  folgenden  Parar 
graphen  ausschHesslich  beschäftigen;  hier  soU  aber  auf  eine 
ÄDwendnng  der  Gl.  (294)  aufmerksam  gemacht  werden,  bei  der 
diese  Glieder  beibehalten  werden  müssen. 

Wenn  der  Körper   nicht  im  Gleichgewichte,   sondern  in 

ungleichförmiger  Bewegung  begriffen  ist,   müssen  sich  die  an 

dem  Umfange  eines  Körperelementes  übertragenen  Spannungen 

sammt   dem  Gewichte   des  Elementes  zu  einer  Resultirenden 

zusammensetzen,  die  nach  dem  dynamischen  Grundgesetze  aus 

der   Beschleunigung   des  Elementes   berechnet   werden   kann. 

Ein    rechtwinkliges    Parallelepiped    von     den     Kantenlängen 

dx  dy  dz  hat  die  Masse 

^  dx  dy  dz , 

wenn  mit  /li  die  specifische  Masse  (das  specifische  Gewicht, 
getheilt  durch  die  Beschleunigung  der  Schwere)  bezeichnet 
wird.  Die  elastischen  Verschiebungen  |  t^  5  sollen  jetzt  nicht 
nur  Functionen  des  Ortes,  sondern  auch  Functionen  der  Zeit  t 
sein.  Die  Componenten  der  Beschleunigung,  die  das  Körper- 
element in  einem  gegebenen  Augenblicke  erfährt,  werden 
durch  die  Differentialquotienten 

a»s      d^      d^ 

dargestellt  und  die  Resultirende  aller  an  dem  Körperelement 
angreifenden  Kräfte  muss  nach  dem  dynamischen  Grundgesetze 
die  Componenten 
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^«1  ^i„  3«j^ 

(i^dxdyd0y  ^j4dxdyd0,  ^j4dxdy dz 

Laben.  Anstatt  die  Aussage  in  dieser  Form  zu  machen,  kann 
man  sich  auch  eine  Kraft  an  jedem  Korperelemente  zugefügt 
denken,  deren  Componenten  den  yorher  angegebenen  entgegen- 
gesetzt sind.  Die  wirklich  yorhandenen  Kräfte  mit  Einschluss 
dieser  willkürlich  zugefügten  müssen  dann  im  Gleichgewichte 
stehen.  Das  ist  die  Ueberlegung,  nach  der  man  jeden  Fall 
der  Bewegung  auf  einen  Gleichgewichtsfall  zurückführen  kann. 
In  der  Dynamik  wird  dayon  weiter  die  Rede  sein;  ich  will 
aber  jetzt  schon  erwähnen,  dass  man  eine  solche  Schlussweise 
mit  dem  Namen  des  d'Alembert'schen  Princips  bezeichnet. 

Die  willkürlich  zugefügte  Kraft,  durch  die  wir  den  Fall 
auf  einen  Gleichgewichtsfall  zurückführen,  ist  wie  das  Gewicht 
und  wie  andere  Femkräfte  dem  Volumen  des  Korperelementes 
proportional.  Es  ist  daher  am  einfachsten,  wenn  wir  sie  un- 
mittelbar mit  ?p,  oder  ihre  Componenten  mit  X  TZ  yereinigen. 
Man  hat  dann  nur  den  Factor  dx  dy  dz  yon  den  yoraus- 
gehenden  Ausdrücken  zu  streichen,  um  die  Kraft  auf  die 
Volumeneinheit  zu  beziehen  und  die  zurückbleibenden  Factoren 
mit  gewechseltem  Vorzeichen  zu  X  bezw.  Y  oder  Z  zu  addiren. 

Gegenüber  diesen  nach  dem  d'Alembert'schen  Princip  zu- 
gefügten Massenkräften,  die  bei  schnellen  Schwingungen  sehr 
gross  werden  können,  ist  das  Eigengewicht  des  Körperelements 
gewöhnlich  unbedeutend.  Dieses  hat  übrigens  ohnehin  auf  die 
elastischen  Schwingungen,  die  wir  untersuchen  wollen,  keinen 
Einfluss,  da  es  keinem  periodischen  Wechsel  unterworfen  ist, 
sondern  stets  unter  den  gleichen  Bedingungen  und  in  gleicher 
Richtung  und  Grösse  auf  den  Körper  einwirkt.  Wir  können 
uns  daher  den  Körper  ebenso  gut  auch  als  gewichtslos  — 
aber  nicht  als  masselos!  —  denken,  d.  h.  wir  können  uns  ihn 
etwa  auf  den  Mond  oder  an  eine  andere  Stelle  mit  noch  klei- 
nerer Beschleunigung  der  Schwere  yersetzt  denken,  ohne  dass 
sich  an  den  elastischen  Bewegungen  etwas  ändern  würde, 
yorausgesetzt,  dass  nur  alle  übrigen  Bedingungen  ungeändert 

blieben. 

26* 
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Dann  bleibt  als  Massenkraft  nur  die  Kraft  —  ^  ^-r^  in  der 

Richtung  der  X-Axe  u.  s.  f.  zurück  und  die  GL  (294)  nehmen 
die  Form  an 


y  ^i  ^  m-'2  dy        G    dt* 

2^1        ^       j^  JÜL  ^f 

V    ^'^  m-^^  dz  ~  G  dt^' 


(297) 


Diese  Gleichungen  sprechen  das  Gesetz  aus^  nach  dem  sich 
eine  elastische  Formänderung  im  Verlaufe  der  Zeit  iimerhalb 
eines  elastischen  Körpers  ausbreiten  muss.  Wir  wissen  schon 
aus  der  Erfahrung,  dass  dies  in  Form  einer  Welle  geschieht; 
eine  besondere  Art  dieser  Wellen  kennen  wir  als  die  Schall- 
wellen. Wir  wollen  zunächst  sehen,  was  aus  den  Gl.  (297) 
über  die  Schallwellen  zu  schliessen  ist. 

Betrachten  wir  eine  ebene  Schallwelle,  die  sich  in  der 
Richtung  der  X-Axe  ausbreitet  und  erinnern  wir  uns,  dass 
nach  den  Lehren  der  Experimentalphysik  die  Schallbewegung 
als  eine  periodische  Bewegung  aufzufassen  ist,  die  bei  einem 
einfachen  Tone  als  eine  Sinusfunction  der  Zeit  dargestellt 
werden  kann,  so  werden  wir  zu  der  Ansicht  geführt,  dass 

|  =  ^sin2^(~--f)-,     ^  =  0,     t  =  0       (298) 

eine  mögliche  Schwingungsform  des  elastischen  Körpers  dar- 
stellen müsse.  Wenn  ich  vorher  sagte,  dass  die  Sinusfunction 
aus  den  Versuchen  zu  entnehmen  wäre,  so  ist  damit  natürlich 
nur  gemeint,  dass  sich  die  vVersuchsergebnisse  ungefähr  so 
darstellen  lassen.  Ob  der  gewählte  Ansatz  genau  richtig  ist, 
kann  erst  geschlossen  werden,  indem  man  prüft,  ob  er  die 
Gl.  (297)  erfüllt.  Im  Uebrigen  bemerke  ich  noch  zu  den  Con- 
stanten, die  in  den  Ausdruck  fiir  |  aufgenommen  wurden,  dass 
A  den  grössten  Werth  darstellt,  den  |  während  der  Schwingung 
erreicht;  man  nennt  A  die  Amplitude  oder  den  Ausschlag  der 
Schwingung.  Die  Constante  A  hat  die  Bedeutung  der  Wellen- 
länge der  Schwingung,   denn   wenn   man   x  um  A   vermehrt. 
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ohne  die  Zeit  zu  ändern,  vergrössert  sich  der  Winkel,  von 
dem  der  Sinus  genommen  werden  soll,  um  2x,  die  frühere 
Werthreihe  des  Sinus  wiederholt  sich  also  von  diesem  Punkte 
an  wieder,  wenn  wir  darüber  hinausgehen.  Ebenso  hat  t  die 
Bedeutung  der  Dauer  einer  vollen  Schwingung,  da  die  Aende- 
rung  von  t  um  r  oder  um  ein  Vielfaches  davon  nichts  an 
dem  Sinus  oder  an  §  ändert.  Denkt  man  sich  gleichzeitig  x 
und  t  ein  wenig  vermehrt,  so  kann  |  denselben  Werth  bei- 
behalten; man  sagt  dann,  die  Welle  habe  sich  in  der  Zeit  A^ 
um  die  Strecke  Ax  fortbewegt.  In  der  That  finden  sich  nach 
A^  alle  Zustände  (alle  Phasen,  wie  man  zu  sagen  pflegt)  in 
derselben  Aufeinanderfolge,  aber  um  die  Strecke  Ao;  in  der 
Richtung  der  X-Axe  verschoben,  wieder,  falls  nur 

Ax       At       ^ 

ist.  Man  kann  nun  auch  von  der  Geschwindigkeit  reden^  mit 
der  sich  die  Welle  fortpflanzt.  Dabei  muss  man  nur  beachten, 
dass  hier  nicht,  wie  sonst  in  der  Mechanik,  darunter  die  Be- 
wegung eines  Körpers,  also  etwa  die  Bewegung  gemeint  ist, 
die  das  Yolumenelement  im  gegebenen  Äugenblicke  ausführt, 
sondern  nur  die  Geschwindigkeit,  mit  der  ein  gewisser  genau 
definirbarer  Zustand  fortschreitet.  Bezeichnet  man  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der   Schallbewegung  mit  t;,   so  ist 

V  bestimmt  durch 

Ax 


V 


At 


oder,  wenn  man  das  Verhaltniss  der  Werthe  Ax  und  A^  aus 
der  vorausgehenden  Gleichung  entnimmt, 

«  =  i- .  (299) 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  müssen  wir  prüfen,  ob  der 
durch  die  akustischen  Erscheinungen  nahegelegte  Ansatz  (298) 
die  Gl.  (294)  befriedigt.  Dabei  ist  wohl  zu  bedenken,  dass 
diese  Gleichungen  auf  allgemeinen  Gesetzen  der  Mechanik,  an 
deren  strenger  Gültigkeit  kein  Zweifel  bestehen  kann  und 
ausserdem  nur  noch  auf  dem  Hooke'schen  Elasticitätsgesetze 
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bemhen.  Sofern  auch  dieses  letzte  bei  dem  betreffenden  Stoffe 
erfüllt  iat,  können  wir  den  Ergebnissen  der  Gleichungen  (294) 
unbedingtes  Vertrauen  entgegenbringen.  —  Wir  bilden  zunächst 
die  specifische  Yolamenänderung  e.  Durch  Einsetzen  der  Werthe 
(298)  in  GL  (287)  finden  wir 

.  =  ^^cos2ar(|.-4) 

und  hiermit  werden  die  Differentialquotienten  von  e 

de  .  /2w\2   .    ^     (x         t\        de        ^       de        ^ 

Die  zweite  und  dritte  der  Gleichungen  (294)  sind  erfüllt,  da 
sich  jedes  der  in  ihnen  yorkonuuenden  Glieder  auf  Null  redu- 
cirt.     Fenier  ist  nach  (298) 

»e=j^      cos23r(-:; ):     K-^  =  0:     ^  =  0. 

dx  X  \X         T  /  ^     dy  ^      dz 

Daher  reducirt  sich  in  diesem  Falle  y^l  ^^^ 

d.  h.  auf  denselben  Werth  wie  5—-    Auch  nach  t  lässt  sich  | 

0  X 

ohne  Weiteres  differentiiren  und  wenn  man  diese  Werthe  alle 
in  die  erste  der  Gl.  (297)  einsetzt,  geht  sie  über  in 


2m  — 2 


^(¥)'-ä«(l-i)— l^(¥)"-2»(l-l)- 


Man  sieht,  dass  diese  Gleichung  in  der  That  identisch 
erfüllt  ist,  ohne  Rücksicht  auf  den  Werth  der  Amplitude  Ay 
d.  h.  der  Stärke  des  Schalls,  falls  nur  die  Bedingungsgleichung 

2w  — 


2w  — 2    m2  _  ^   n  Y 
w— 2     \xl   ~G\t) 


zwischen  Wellenlänge  A   und  Schwingungsdauer   r   befriedigt 
ist.     Beide  müssen   nothwendig   von  einander   abhängen   und 

zwar   so,    dass    das   Verhältniss    —   oder   die   Fortpflanzungs- 

geschwindigkeit  v  unabhängig  voq  der  Wellenlänge  und   nur 
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von  den  physikalischen  Eigenschaften  des  Stoffs  abhängig  ist 
X)urch  Auflösen  der  Gleichung  nach  —  erhält  man 


Diese  Folgerung  der  Theorie  ist  nun  in  der  That  in  bester 
Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung;  namentlich  der  Schluss^ 
dass  lange  und  kurze  Wellen  ebenso  wie  schwache  oder  starke 
Wellen  mit  derselben  Geschwindigkeit  fortgepflanzt  werden 
müssen,  hat  sich  bisher  vollständig  bewährt. 

Natürlich  gilt  diese  ganze  Ableitung  nur  für  die  Schall- 
wellen in  den  elastischen  festen  Körpern;  für  die  Schallwellen 
in  der  Luft  lässt  sich  eine  ähnliche  Entwickelung  anstellen, 
die  ebenfalls  zu  einer  mit  Gl.  (300)  yerwandten  Gleichung  fiir 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  v  führt.  —  Nimmt  man  für 

Flusseisen  t»  «»  -^j  G  =  850000  atm  und  das  specifische  Ge- 

wicht  =  7,7,  d.  h.  die  specifische  Masse 


«  ««^   cm  cm' 

lern».  981 =■ 

sec" 


so  wird 


850000     ^ 


78610"°-=-v 
cm* 


cm"         ft  ^        /,  ^  /,    ^  ^ft  cm         ^  4  ^^  m 

sec 


v«,      / — -.p—i-. 3,5  «616. 10^— —  6160 

1/  -     ^—8^^860*       '  sec 


m 

860 


Die  Schallgeschwindigkeit  in  der  Luft  ist  bekanntlich  333 

Die  im  Flusseisen  haben  wir  fast  20  mal  so  gross  berechnet. 
In  der  That  zeigt  aber  auch  der  Versuch,  dass  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit des  Schalles  in  festen  Körpern  viel  grösser 
ist  als  in  der  Luft. 

Der  Umstand,  dass  die  Fortpflanzungsgesetze  für 
den  Schall  auch  bei  Steinen,  Mauerwerk  u.  s.  f.  ganz 
gut  mit  den  aus  dem  Hooke'schen  Gesetze  abgeleite- 
ten Folgerungen  übereinstimmen,  gibt  den  stärksten 
Grund  für  die  Vermuthung  ab,  dass  auch  diese  Körper 
bei    sehr    kleinen    elastischen   Formänderungen,    wie 
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sie  bei  Schallschwingungen  vorkommen,  ziemlich  ge- 
nau dem  Hooke'schen  Gesetze  gehorchen,  obschon  sie 
bei  grösseren  Formänderungen  erheblich  davon  ab- 
weichen. Wer  die  Versuchs werthe  in  ein  empirisches  Ela- 
sticitätsgesetz  für  solche  Körper  zusammenfassen  will,  sollte 
diesen  Satz  wohl  im  Auge  behalten;  die  im  zweiten  Abschnitt 
behandelte  Formel  von  Schule  verstösst  gegen  diesen  Satz  und 
wenn  man  sie  trotzdem  aufrecht  erhalten  will,  ist  man  den 
Nachweis  schuldig,  dass  auch  unter  der  Voraussetzung  dieses 
Gesetzes  Schallschwingungen  zu  Stande  kommen  köimten,  die 
den  Beobachtungen  nicht  widersprechen.  Die  Rechnung  dürfte 
ja  wohl,  wenn  sie  in  geschickter  Weise  angestellt  wird,  keine 
zu  grossen  Schwierigkeiten  bereiten. 

Setzt  man  in  Gl.  (300)  m  ==  2,  so  liefert  sie  v  =  cx). 
Wir  sahen  schon  früher  (siehe  S.  59),  dass  m  nie  kleiner  als 
2  werden  kann,  und  dass  bei  m  =  2  der  Körper  keine  Vo- 
lumenänderungen unter  dem  Einflüsse  des  Spannungszustandes 
erfährt,  dass  er  also  unzusammendrückbar  ist.  In  einem  un- 
zusammendrückbaren  (raumbeständigen)  Körper  würde  sich 
also  eine  longitudinale  Welle,  wie  wir  sie  jetzt  behandelten, 
mit  unendlich  grosser  Geschwindigkeit  fortpflanzen,  d.  h.  von 
einer  eigentlichen  Wellenbewegung  könnte  gar  nicht  mehr  die 
Rede  sein,  sondern  nur  von  einer  augenblicklichen  Uebertragung 
der  an  einer  Stelle  hervorgebrachten  Störung  über  den  ganzen 
Raum,  den  der  Körper  einnimmt. 

Ausser  den  longitudinalen  kommen  in  der  Physik  noch 
die  transversalen  Wellenbewegungen  vor.  Um  eine  Transversal- 
welle analytisch  darzustellen,  setze  ich 

g  =  ^sin27r(f -{);       i?  =  0;       g  =  0.        (301) 

Die  Schwingungen  erfolgen  hier  immer  noch,  wie  bei  den 
Gl.  (298),  in  der  Richtung  der  X-Axe;  dagegen  fallt  der  Wel- 
lenzug jetzt  in  die  Richtung  der  F-Axe.  Weil  die  Schwin- 
gungsrichtung senkrecht  zur  Fortpflanzungsrichtung  der  Welle 
steht,  wird  die  Welle  als  Transversalwelle  bezeichnet.  Für 
die  Constanten  -4,  l  und  r  gelten  dieselben  Bemerkungen  wie 
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vorher;  namentlich  ist  auch  hier  immer  noch  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit V 

At  X 

Wir  überzeugen  uns,  ob  der  Ansatz  (301)  die  Gleichungen  (297) 
erfüllt.     Für  e  erhalten  wir  hier 

6  «=-^4-^  4-  ^-^  =  0 
dx^^  dy  ^^  dz 

Die  Transversalwellen  haben  also  die  Eigenthümlichkeit,  dass 
sie  ohne  Aenderung  des  specifischen  Volumens  vor  sich  gehen. 
Die  longitudinalen  Wellen  werden  daher  im  Gegensatze  zu 
ihnen  auch  als  Compressionswellen  bezeichnet.  Ein  unzusam- 
mendrückbarer  Körper,  wie  man  sich  bei  der  Elasticitätstheorie 
des  Lichts  den  Lichtäther  dachte,  kann  daher  wohl  transver- 
sale, aber  keine  longitudinalen  Wellen  fortpflanzen.  Damit 
stimmte  überein,  dass  das  Licht  aus  den  Polarisationserschei- 
nungen als  transversale  Wellenbewegung  erkannt  wurde.  Im 
Sinne  dieser  älteren  theoretischen  Optik  beschrieben  die  Glei- 
chungen (301)  einen  einfarbigen,  eben  polarisirten  Lichtstrahl; 
einfarbig,  weil  nur  Schwingungen  von  derselben  Wellenlänge 
k  vorkommen  und  eben  polarisirt,  weil  die  Schwingungen  nur 
in  der  Richtung  der  X-Axe  oder,  wie  man  auch  sagen  kann, 
in  der  XF-Ebene  erfolgen.  Als  Polarisationsebene  wurde  nach 
der  Theorie  von  Fresnel  die  XZ- Ebene,  nach  der  Neumann- 
schen  dagegen  die  XF- Ebene  selbst  angesehen.  Mit  Rück- 
sicht auf  e  =  0  vereinfachen  sich  für  die  Transversal  wellen 
die  Gleichungen  (297)*  zu 

und  diese  bilden  die  Grundlage  der  theoretischen  Optik  und 
zwar  nicht  nur  der  älteren,  sondern  auch  der  neueren  elektro- 
magnetischen Lichttheorie.  Merkwürdigerweise  führt  nämlich 
die  letztgenannte  Theorie  von  ganz  verschiedenen  Ausgangs- 
punkten doch  zu  fast  genau  denselben  Gleichungen  wie  die 
Elasticitätstheorie.  Die  Gleichungen  (302)  sind  daher  auch 
allgemein  unter  dem  Namen  der  Wellengleichungen  bekannt. 
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Durch  den  Ansatz  (301)  sind  die  beiden  letzten  der  Wel* 
lengleichungen  ohne  Weiteres  befriedigt.  Für  die  in  der  ersten 
vorkommende  Grösse  y*ß  erbalten  wir 

ve-|p--^(W-2.(|-|) 

und  ebenso 

1^  —  ^  (>?)•. in  2.(1-1). 

Die  Wellengleichungen  sind  also  identisch  erfftllt^  wenn 

m  -  i  (¥)' 

gesetzt  wird  und  daraus  folgt  für  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit Vt  der  Transversalwellen 


8 


Vi 


Vf  (303) 


Diese  ist  also  immer  kleiner  als  die  Fortpflanzung  der 
Schallwellen.  Flüssigkeiten  können  keine  Transversalwellen^ 
sondern  nur  longitudinale  Wellen  fortleiten;  so  kommt  es,  dass 
die  Transversalschwingungen  der  gewöhnlichen  festen  elasti- 
schen Körper  zu  keinen  Sinnesempfindungen  Anlass  geben, 
weil  sie  durch  die  Lufb  nicht  zu  den  Sinnesorganen  (also  etwa 
zum  Ohre)  fortgepflanzt  werden. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  ist  der 
Grösse  nach  bekannt.  Als  man  früher  noch  annahm,  dass  das 
Lieht  eine  den  Elasticitätsgesetzen  gewöhnlicher  fester  Körper 
gehorchende  Wellenbewegung  des  Lichtäthers  sei,  konnte  man 
daher  Gl.  (303)  benutzen,  um  die  specifische  Masse  des  Aethers 
zu  berechnen,  vorausgesetzt,  dass  der  Schubelasticitätsmodul 
G  auf  anderem  Wege  gefunden  wurde.  Zu  einer  Schätzung 
dieser  Art  gab  es  nun  in  der  That  einen  Weg.  Man  weiss 
z.  B.,  wie  viel  Energie  bei  klarem  Wetter  der  Erde  von  der 
Sonne  in  der  Secunde  zugestrahlt  wird.  Diese  Energie  legt, 
ehe  sie  bei  uns  ankommt,  den  ganzen  Weg  zwischen  Sonne 
und  Erde  zurück  und  ist  in  der  Zwischenzeit  theils  als  Form- 
änderungsarbeit  theils  als  lebendige  Kraft  im  Aether  aufge- 
speichert.    Für  die  specifische  Formänderungsarbeit  hat  man 
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T*  1 

aber  nach  GL  (45)  yq  i  wofür  auch  ö^Gy*  geschrieben  werden 

kann.  Sobald  man  daher  die  Winkeländerung  y  zu  messen 
oder  wenigstens  zu  schätzen  yermochte,  konnte  man  auch  die 
Grossen  G  und  (i  ableiten.  Die  hiemach  vorgenommenen 
Schätzungen  führten  stets  zu  äusserst  kleinen  Werthen  für 
die  specifische  Masse  des  Aethera  und  man  erblickte  darin 
einen  Grund  für  die  Zulässigkeit  der  ganzen  Theorie.  Seit 
man  den  Zusammenhang  der  optischen  mit  den  elektromagne- 
tischen Erscheinungen  erkannt  und  experimentell  nachgewiesen 
hat,  kommt  indessen  allen  diesen  Betrachtungen  nur  noch  ein 
historischer  Werth  zu. 
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Bei  allen  folgenden  Untersuchungen  nehme  ich  an^  dass 
die  Körper  in  Buhe  sind  und  dass  das  Eigengewicht  jenes 
Körpers,  dessen  Spannungs-  und  Formänderungszustand  unter- 
sucht werden  soll,  unerheblich  gegenüber  den  Lasten  ist,  die 
an  seiner  Oberfläche  auf  ihn  übertragen  werden.  Diese  Lasten 
sind  ausserdem  überall  als  gegeben  zu  betrachten. 

Man  nehme  nun  an,  dass  irgend  ein  System  von  Ver- 
schiebungen ^i^t  vorgeschlagen  sei,  von  dem  sich  nachweisen 
lässt,  dass  es  die  Grundgleichungen  befriedigt.  Diese  Grund- 
gleichungen selbst  lassen  sich  hier  übrigens  mit  Rücksicht  auf 
die  ausgesprochene  Voraussetzung  in  der  einfacheren  Form 

V^'^  +  i^l^ol  (304) 

96    I        w      de        ^ 

anschreiben.  Wir  wollen  der  kürzeren  Ausdrucksweise  wegen 
ein  solches  System  von  Verschiebungen^  das  diese  Gleichungen 
befriedigt,  ein  mögliches  nennen.  Damit  wird  nur  gesagt,  dass 
dieses  System  nicht  gegen  die  allgemeinen  Gleichgewichts- 
bedingungen  verstösst)  die  zwischen  den  Spannungen  an  jedem 
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Eorperelemente  bestehen  müssen^  —  unier  der  Voraussetzung 
natürlich,  dass  der  Stoff,  aus  dem  der  Körper  besteht,  dem 
Hooke'schen  Elasticitätsgesetze  gehorcht.  Die  wirklichen  Ver- 
schiebungen müssen  also  jedenfalls  zu  den  möglichen  gehören; 
es  fragt  sich  aber  noch,  ob  die  vorgeschlagenen  Werthe  von 
^rjt  mit  den  wirklichen  übereinstimmen. 

Um  dies  zu  prüfen,  erinnern  wir  uns,  dass  nach  den  61 
(288)  und  (292)  zu  jedem  Zwangszustande  —  wie  wir  den 
durch  die  Verschiebungen  ^rj^  beschriebenen  Zustand  nennen 
können  —  ein  eindeutig  bestimmter  Spannungszustand  gehört. 
Mit  der  Annahme  eines  Zwangszustandes  1^7}^  erhalten  wir 
daher  auch  überall  an  der  Oberfläche  des  Körpers  Spannungen, 
die  dort  mit  den  von  aussen  her  übertragenen  Lasten  im 
Gleichgewichte  stehen  müssen.  Diese  Gleichgewichtsbedin- 
gungen an  der  Körperoberfläche  werden  durch  die  Gleichungen 
(6)  ausgesprochen  und  sie  müssen  ebenfalls  an  jeder  Stelle  des 
Umfangs  erfüllt  sein,  wenn  der  mögliche  Spannungszustand 
mit  dem  wirklichen,  der  der  besonderen  Art  der  Belastung 
entspricht,  übereinstimmen  soll.  Wir  wollen  jetzt  annehmen, 
dass  der  aus  dem  vorgeschlagenen  Zwangszustande  abgeleitete 
Spannungszustand  auch  dieser  Bedingung  überall  genüge.  Dann 
lässt  sich  in  der  That  behaupten,  dass  der  vorgeschlagene 
Zwangszustand  mit  dem  wirklichen  übereinstimmt.  Mit  an- 
deren Worten  heisst  dies,  dass  es  nur  ein  einziges  System  von 
Verschiebungen  ^i^S  gi^^t,  das  die  Grundgleichungen  (304) 
befriedigt  und  zugleich  zu  Spannungen  fuhrt,  die  an  der  Ober- 
fläche des  Körpers  den  dort  bestehenden  Grenzbedingungen 
genügt. 

Um  dies  zu  beweisen,  wollen  wir  zunächst  annehmen,  es 
wäre  noch  ein  zweites  System  von  Verschiebungen  S'i^'5'  mög- 
lich, das  alle  Bedingungen  ebenfalls  erfüllte.  Dann  geben  auch 
die  Differenzen 

ein  mögliches  System  von  Verschiebungen  an,  wie  man  durch 
Einsetzen  dieser  Werthe  in  die  Grundgleichungen  (304)  er- 
kennt    Denn  man  hätte  z.  B. 
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4'  =  e-d    und    VT  =  V'6-Vn' 

Tind  die  erste  der  Grundgleichungen  würde  für  das  neue  Ver- 
schiebungssystem übergehen  in 

8fc  2 fc'  _i_      v^      dt  m      oe  ^ 

Nach  der  Voraussetzung,  dass  schon  |  und  |'  mögliche  Ver- 
schiebungen waren,  muss  aber  für  sich 

^«g  +  _?!L^  |i  ==  0      und      v*r  +  -'^l^=0 

^  *    '    m  —  2  dx  V  »     I    „|_2  dx 

sein.     In  der  That  ist  also  dann  auch 

Q  Uff    I        m       c  €  >-v 

und  ebenso  bei  den  beiden  anderen  Gleichungen.     Der  Grund 

für  die  Möglichkeit  dieser  Superposition  liegt  darin,  dass  die 

Grundgleichungen  linear  sind. 

Dem  möglichen  Verschiebungssysteme  S"^"5"    entspricht 

nun  auch  ein  bestimmter  Spannungszustand  des  Körpers.   Auch 

diese  Spannungen  folgen   aus  den   früheren,   für   beide   Fälle 

bestehenden  durch  Bildung  der  Differenzen,  wie   aus   den  Gl. 

(288)  und  (292)  hervorgeht.     Man  hat  also  z.  B. 

ff  -       » 

6x  =  fSx  —  fSx 

u.  s.  f.  Wir  nahmen  ferner  an,  dass  giyS  '^"^^  S'^'^  auch  allen 
Grenzbedingungen  genügen  sollten.  An  jeder  Stelle  der  Kör- 
peroberfläche bilden  also  sowohl  die  Spannungen  Cx  u.  s.  £  als 
die  0x  u.  s.  f  ein  Gleichgewichtssystem  mit  den  von  aussen 
her  übertragenen  Druckkräften.  Die  Spannungen  6x  u.  s.  f. 
verlangen  daher,  wenn  sie  an  der  Oberfläche  des  Körpers  auf- 
treten sollen,  dass  dort  gar  keine  Druckkräfte  von  aussen  her 
übertragen  werden.  Gehörte  zu  den  Grenzbedingungen,  dass 
ein  bestimmter  Punkt  des  Körpers  festgehalten  sei,  so 
musste  dort  sowohl  |  ==  0  als  |'  =  0  u.  s.  £  und  daher  auch 
I"  =  I  —  S'  =  0  sein. 

Wir  haben  also  iii  dem  Zwangs-  und  Spannungszustande, 
der  durch  die  Werthe  |"  u.  s.  £  und  Cx  u.  s.  f.  beschrieben  ist, 
einen  Zustand  des  Körpers  vor  uns,  bei  dem  gar  keine  äusse- 
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ren  Kräfte  auf  diesen  übertragen  werden;  mit  anderen  Wor- 
ten, dieser  Zustand  entspricht  dem  natürlichen  Zustande  des 
Körpers.  Nun  habe  ich  freilich  schon  früher  einmal  darauf 
aufmerksam  gemacht^  dass  selbst  im  unbelasteten  Zustande 
des  Korpers  unter  Umstanden  Spannungen  bestehen  können, 
z.  B.  die  sogenannten  Gussspannungen.  Diese  hangen  aber 
Yon  umständen  ab^  die  mit  unserer  Aufgabe  nichts  zu  thun 
haben  und  deren  Berechnung  daher  auch  nicht  verlangt  wer- 
den kann.  Wir  wollen  nur  jene  Spannungen  ermitteln,  die 
durch  die  Lasten  hervorgerufen  werden.  Wir  nehmen  daher 
an^  dass  im  natürlichen  Zustande  keine  Spannungen  auftreten 
und  setzen  6x  u.  s.  f.  »=  0.  Ausdrücklich  müssen  wir  uns  da- 
bei freilich  daran  erinnern,  dass  etwaige  Eigenspannungen  von 
unserer  Untersuchung  überhaupt  nicht  berührt  werden.  Mit 
g''  ==  0,  V  =  0,  r'  =  0  folgt  aber 

|'  =  g;    V  =  i2;    e'  — 5, 

d.  h.  die  beiden  vorgeschlagenen  Zwangszustände^  die  alle  Be- 
dingungen mit  Einschluss  der  Grenzbedingungen  erfüllen  soU- 
ten^  müssen  identisch  miteinander  sein.  Die  Lösung  der  Auf- 
gabe ist  daher  eine  eindeutige  und  wir  sind  sicher,  den  wahren 
Spannungszustand  ermittelt  zu  haben,  wenn  wir  nachweisen 
können,  dass  er  allen  aufgestellten  Bedingungen  entspricht. 

§  66.    Die  Lösung  von  de  Saint -V^nant. 

Als  in  den  vorausgehenden  Abschnitten  die  Biegung  und 
die  Verwindung  eines  Stabes  untersucht  wurde,  nahm  ich 
überall  ohne  weiteren  Beweis  an,  dass  die  parallel  zur  Stabaxe 
verlaufenden  Fasern  keinen  merklichen  Querdruck  oder  Quer- 
zug und  auch  keine  Schubspannungen  in  der  Richtung  quer 
zur  Stabaxe  aufeinander  übertrügen.  Mit  anderen  Worten, 
wenn  wie  seither  stets  die  X-Axe  in  die  Richtung  der  Stab^ 
mittellinie  gelegt  ist,  wurde 

(jy  =  (T,  «=  ty,  ==  0  (305) 

gesetzt.  Wenn  dies  auch  nicht  gerade  ausdrücklich  ausge- 
sprochen wurde,   so   wurde   doch   auf  Spannungen   in   diesen 
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Richtungen  weder  bei  der  Biegung  noch  bei  der  Torsion 
jemals  Rücksicht  genommen.  Sie  wurden  stillschweigend  ent- 
weder als  nicht  vorhanden  oder  doch  als  unerheblich  gegen- 
über jenen  Spannungen  angesehen,  deren  Berechnung  durch- 
geführt wurde. 

Man  kann  sich  jetzt  nachträglich  darüber  Rechenschaft 
geben,  inwiefern  dies  nach  der  strengen  Theorie  zulässig  ist  und 
zu  welchen  weiteren  Schlüssen  diese  strenge  Theorie  für  einen 
solchen  Spannungszustand  führt,  bei  dem  die  61.  (305)  genau 
erfüllt  sind.  Diesen  Weg  hat  de  Saint -Venant  bei  seiner  be- 
rühmten Untersuchung  eingeschlagen. 

Zunächst  ist  klar,  dass  ein  solcher  Spaimungszustand  genau 
nur  dann  verwirklicht  sein  kann,  wenn  auf  die  Mantelfläche 
des  Stabes  keine  Druckkräfte  und  auch  keine  Reibungen  oder 
überhaupt  keine  tangentialen  Kräfte  in  der  Richtung  quer 
zur  Stabaxe  übertragen  werden,  denn  sonst  müssten,  zunächst 
wenigstens  an  der  Mantelfläche  selbst,  wo  solche  äussere  Kräfte 
angebracht  wären,  die  in  (305)  aufgeführten  Spannungscom- 
ponenten  von  Null  verschieden  sein,  um  die  durch  die  Gl.  (6) 
ausgesprochenen  Grenzbedingungen  zu  erfüllen.  Die  Saint- 
Yenant'sche  Theorie  kann  daher  nur  für  solche  Stäbe  genau 
richtig  sein,  bei  denen  nur  an  den  beiden  Endquerschnitten 
von  aussen  her  Lasten  übertragen  werden;  allenfalls  können 
dazu  noch  tangentiale  äussere  Kräfte  an  der  Mantelfläche  tre- 
ten, die  der  Stabaxe  parallel  sind.  Der  letzte  Fall  kommt 
aber  bei  den  Anwendungen  kaum  in  Frage. 

Wenn  wir  die  Spannungen  mit  Hülfe  der  Gl.  (288)  und 
(292)  in  den  Verschiebungen  ausdrücken,  können  wir  die  Gl. 
(305)  auch  durch  die  folgenden 

hjL !_=0-     -^--1 ?— =  0-     l5j-^?_o 

ersetzen  oder  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  e  auch 
durch 

^""     m     dx'     dy~dz'^        m  dx^     dz^  dy~^'     ^^^^^ 
Die  Grundgleichungen  (304)  gehen  hiermit  über  in 
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^ä"  "•    ^is'  "•        m      dxdy 


(307) 


Hier   sind   die  Wertlie   von   e,   von  -«^   und  von  ö-  aus  den 

'  ^y  ^z 

Gleichungen  (306)  schon  eingesetzt.  Dagegen  ist  auf  die  letzte 
der  Gl.  (306)  noch  keine  Rücksicht  genommen.  Wir  müssen 
uns  jetzt  davon  überzeugen,  ob  die  Gl.  (307)  mit  den  Gl.  (306) 
in  der  That  vereinbar  sind,  ob  also  kein  Widerspruch  zwi- 
schen beiden  besteht  und  welche  Bedingungen  erfüllt  sein 
müssen,  damit  dies  zutreffe.  Zu  diesem  Zwecke  ist  es  am 
besten,  zunächst  alle  Differentialquotienten  nach  Möglichkeit 
in  solchen  von  g  auszudrücken,  um  zu  Gleichungen  zu  ge- 
langen, die  diese  Veränderliche  allein  enthalten.  Wir  beginnen 
mit  denen  von  ly.    Nach  der  letzten  der  Gleichungen  (306)  ist 

^''-       ^^      also     ^^- ^'^ 


dz  dy  dz*  dydz 

und  daher,  unter  Berücksichtigung  der  zweiten  der  Gleichun- 
gen (306) 

dz'*         '    w  dxdy  ^       ^ 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  die  zweite  der  Gleichungen  (307) 
ein,  so  geht  sie  über  in 

d^n  dn 


dx*  dxdy 


(309) 


Gerade  so   verfahren   wir,   um   die  Differentialquotienten 
von  g  in  I  auszudrücken.     Aus  der  letzten  der  Gl.  (306) 

^S |1      oder      ^'f-        ^'^ 


dy  dz  dy*  dydz 

folgt  mit  Rücksicht  auf  die  zweite  der  Gl.  (306) 

dy*       "^  m  dxdz  ^       ^ 
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und,  wenn  wir  dies  in  die  letzte  der  Gl.  (307)  einsetzen,  auch 

Ausserdem  liefert  die  letzte  der  Gl.  (306),  wenn  wir  sie 
zweimal  nach  x  differentüren, 


dx*dz    *    dx*dy 

und  hier  können  wir  für  die  zweiten  Differentialquotienten 
nach  X  ihre  Werthe  aus  den  Gl.  (309)  und  (311)  einsetzen. 
Die  Gleichung  geht  dann  über  in 

ä^.  =  0  (312) 

und  damit  haben  wir  schon  eine  sehr  einfache  Bedingung  ge- 
funden, der  die  Verschiebung  6  parallel  zur  Stabaxe  jedenfalls 
genügen  muss,  wenn  der  durch  die  Gl.  (305)  ausgedrückte  de 
Saint-Venant'sche  Gleichgewichtszustand  verwirklicht  sein  soll. 
Wir  können  aber  sofort  auch  noch  einige  andere  Beziehungen 
angeben,  denen  die  dritten  Differentialquotienten  von  |  unter- 
worfen sein  müssen. 

Zunächst  ist  nach  Gl.  (309) 


dx*dy  dxdy* 

und  andererseits  nach  der  zweiten  der  GL  (306)  bei  zweima- 
liger Differentiation  nach  x 

dx*dy  m  dx^ 

Der  Vergleich  beider  Werthe  liefert 


dxdy*        m  dx^ 
In  derselben  Weise  finden  wir  aus  Gl.  (311) 

dx^dii  dxdz* 

und  aus  der  zweiten  der  Gl.  (306)  durch  Differentiation 

d^t_  ^  _  _L  .^_!l 

dx^dz  mdx^ 

Föppl,  Festigkeitslehre.  •  26 


(313) 
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also  aus  dem  Vergleiche  beider  Werthe 

dxde*        tndx^ 


(314) 


Bis  jetzt  haben  wir  noch  keinen  Gebrauch  yon  der  ersten 
der  Gleichungen  (307)  gemacht,  die  überhaupt  nur  Diflferential- 
quotienten  von  S  enthält.  Da  wir  schon  ziemlich  viel  über 
die  dritten  Differentialquotienten  dieser  Veränderlichen  ausge- 
macht haben,  wollen  wir  diese  Gleichung  noch  einmal  nach 
X  differentiiren;  wir  finden  dann 

dx^    *    dxdy*    '    dxdz* 

und  hier  können  wir  für  das  zweite  und  dritte  Glied  auf  der 
linken  Seite  die  in  den  Gl.  (313)  und  (314)  gefundenen  Werthe 
einsetzen.     Die  Gleichung  geht  dann  über  in 

f?  =  ^  (315) 

und  damit  zugleich  folgt  auch 

^'i-^  =  0      und      ^^T  =  0.  (316) 

Durch  die  Gl.  (312),  (315)  und  (316)  wird  über,  die  Eigen- 
schaften der  Unbekannten  S  schon  ein  recht  genauer  Einblick 
gewonnen.  Wir  können  diese  Gleichungen  übersichtlich  in 
folgender  Weise  zusammenfassen: 

dx^\dx/        'dy*\dx/        dz^\dx)       dydz\dxl  '    ^       ^ 

Die  Form  der  Function  |  selbst  lässt  sich  daraus  zwar 
noch  nicht  bestimmen,  wohl  aber,  was  fast  noch  wichtiger  ist, 

der  analytische  Ausdruck  von  ^,   d.  h.  von  der  specifischen 

Dehnung  in  der  Richtung  der  Stabmittellinie.  Diese  kann 
nämlich,  wie  aus  den  Gl.  (317)  hervorgeht,  x  nur  in  der  ersten 
Potenz  enthalten  (denn  der  zweite  Differentialquotient  nach  x 
verschwindet  nach  diesen  Gleichungen)  und  ebenso  muss  sie 
linear  in  Bezug  auf  y  und  auf  0  sein.  Ausserdem  kann  auch 
kein  Glied  darin  auftreten,  das  y  und  0  zugleich  enthielte.    Der 
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allgemeinste  Ausdruck,  der  mit  den  Gl.  (317)  verträglich  ist, 
lautet  daher 

_  =  öTo  +  a^a;  +  a^y  +  a^z  +  a^xy  +  a^xz^     (318) 

in  der  die  a  constante  Grössen,  also  unabhängig  von  xyz  sind, 
während  sie  von  der  Grosse  der  Belastung  des  Stabes  abhängig 
sein  können  und  müssen. 

Betrachten  wir  nun  noch  etwas  näher,  was  wir  hiermit 
gefunden  haben.    Nach  dem  Elasticitätsgesetze  ist 

da  die  andern  Spannungen  6y  und  6,  Null  sind.  Durch  Mul- 
tiplication  von  Gl.  (318)  mit  E  finden  wir  daher  auch  die 
Normalspannungen  öx-  Uns  interessirt  jetzt  nur  der  um- 
stand, dass  6x  hierdurch  als  eine  lineare  Function  der 
Querschnittscoordinaten  dargestellt  wird.  Das  war 
aber  die  Annahme,  von  der  wir  willkürlich  bei  den 
Untersuchungen  des  dritten  Abschnittes  über  die 
Biegungsfestigkeit  der  Stäbe  ausgingen  und  wir  fin- 
den jetzt  nachträglich,  dass  diese  Annahme  gar  nicht 
so  willkürlich  ist,  wie  sie  damals  hingestellt  wurde, 
dass  sie  vielmehr  für  Körper,  die  dem  Hooke'schen 
Gesetze  folgen,  eine  nothwendige  Folge  aus  der 
anderen  Annahme  ist,  dass  kein  Anlass  zur  Ueber- 
tragung  von  Spannungen  (Ty,  0z  und  ty«  zwischen  den 
einzelnen  Fasern  gegeben  sei. 

Damit  ist  für  den  Fall  der  Biegung  jede  weitere  Unter- 
suchung überflüssig  gemacht.  Wir  müssten,  wenn  wir  die 
Betrachtung  nach  dieser  Bichtung  hin  fortsetzen  wollten,  noth- 
wendig  wieder  zu  den  früheren  Ergebnissen  gelangen,  denn 
nachdem  die  Annahme  von  der  linearen  Spannungsvertheilung 
einmal  hypothetisch  eingeführt  war,  schloss  sich  daran  das 
Uebrige  folgerichtig  und  es  zeigte  sich  namentlich,  dass  sich 
überall  Gleichgewicht  herstellen  lässt,  ohne  dass  Kräfte  6yCfgTyz 
zu  Hülfe  genommen  werden  mussten.     Wir   brauchen    daher 

jetzt  nicht  noch  einmal  nachzuweisen,  dass  die  Gl.  (306)  und 

26* 
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(307)  y  falls  man  die  nothwendige  Bedingung  (318)  erfüllt,  in 
der  That  in  Uebereinstimmung  miteinander  sind  und  einem 
möglichen  Gleichgewichtszustände  entsprechen,  der  bei  passen- 
der Anbringung  der  äusseren  Kräfte  an  den  Endquerschnitten 
des  Stabes  auch  sofort  verwirklicht  werden  kann. 


§  67.    Büokbliok  auf  die  vorige  Entwickelang. 

Wer  die  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  zum 
ersten  Male  kennen  lernt,  wird  sie  zunächst  umständlich  und 
langwierig  finden.  Nachdem  man  sich  aber  einmal  dazu  ent- 
schlossen hat,  Schritt  für  Schritt  die  ganze  Betrachtung  nach- 
zuprüfen, wird  man  sich  überzeugen,  dass  jeder  Schritt  für 
sich  genommen  ganz  einfach  und  leicht  verständlich  ist.  Nur 
die  Aufeinanderfolge  der  einzelnen  Schlüsse  liegt  nicht  so  klar 
zu  Tage*,  man  sieht  zuerst  nicht  recht  ein,  zu  was  es  nützen 
soll,  die  verschiedenen  Differentiationen  auszufuhren  und  die 
Ergebnisse  in  der  Weise,  wie  es  geschehen  war,  miteinander 
zu  vergleichen.  Man  bedenke  aber,  dass  es  sich  darum  han- 
delte, die  Verträglichkeit  von  6  Gleichungen  zwischen  3  Un- 
bekannten miteinander  zu  prüfen.  Auch  wenn  es  sich  gar 
nicht  um  Differentialgleichungen,  sondern  um  gewohnliche 
Gleichungen  der  Algebra  gehandelt  haben  würde,  hätte  man 
in  diesem  Falle  danach  streben  müssen,  zwei  der  Unbekannten 
zu  eliminiren,  um  zu  Beziehungen  zu  gelangen,  die  für  die 
dritte  Unbekannte  erfüllt  sein  müssen.  Von  diesem  Bestreben 
ist  der  ganze  Gedankengang  des  vorigen  Paragraphen  beein- 
flusst  und  es  kann  nach  den  Erfahrungen,  die  man  schon  in 
der  gewöhnlichen  Algebra  beim  Auflösen  von  Gleichungen 
macht,  nicht  überraschen,  dass  gewisse  Verbindungen,  die  den 
Eindruck  von  Kunstgriffen  machen,  schneller  zu  dem  gewünsch- 
ten Ziele  führen,  als  wenn  eine  solche  Anleitung  fehlte.  Ohne 
Zweifel  hat  de  Saint-Venant  selbst,  als  er  die  Aufgabe  zum 
ersten  Male  in  Angriff  nahm,  mit  viel  mehr  Schwierigkeiten 
zu  kämpfen  gehabt,  um  zu  seinen  Ergebnissen  zu  gelangen^ 
als  sie  uns  jetzt  entgegentreten,   wenn  wir  diese  Ergebnisse 
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auf  dem  inzwischen  herausgefundenen  einfachsten  Wege  nach- 
prüfen. Wenn  man  sich  dieses  Sachverhältniss  vor  Augen 
hält^  wird  man  keinen  Anstoss  mehr  daran  nehmen,  dass  es 
nicht  wohl  möglich  wäre,  die  ganze  Betrachtung  selbst  ohne 
Weiteres  aus  dem  Stegreife  herzuleiten ,  sondern  dass  man 
einen  kundigen  Führer  auf  diesem  etwas  Terschlungenen  Pfade 
nöthig  hat. 

Es  fragt  sich  ferner,  was  nun  mit  dem  Resultate,  zu  dem 
wir  gelangt  sind,  für  die  Biegungstheorie  gewonnen  ist.  Dabei 
müssen  wir  uns  vor  allen  Dingen  daran  erinnern,  dass  nach 
den  Untersuchungen  von  §  65  jede  mögliche  Lösung  zur  wirk- 
lichen Lösung  wird,  sobald  die  von  aussen  her  auf  die  Körper- 
oberfläche übertragenen  Lasten  an  jeder  Stelle  in  Ueberein- 
stimmung  mit  dem  Spannungszustande  stehen,  der  zu  dieser 
Lösung  gehört.  Denken  wir  uns  etwa  einen  Balken,  der  auf 
der  einen  Seite  eingemauert  ist  und  an  dem  frei  hinaus- 
kragenden Ende  eine  Last  trägt.  Wenn  die  Saint- Yenant'sche 
Lösung  die  wirkliche  für  diesen  Balken  sein  soll,  muss  zu- 
nächst die  ganze  Mantelfläche  des  Balkens  frei  von  Lasten 
sein ,  was  hier  von  vornherein  erfüllt  ist.  Femer  darf  aber 
auch  an  dem  Endquerschnitte  die  Last  nicht  in  beliebiger 
Weise  angebracht  sein,  sie  muss  vielmehr  über  die  ganze 
Fläche  dieses  Endquerschnitts  in  der  Weise  vertheilt  sein^ 
wie  wir  sie  früher  für  die  Vertheilung  der  Schubspannungen 
im  gebogenen  Balken  gefunden  haben.  Und  schliesslich  muss 
auch  die  Befestigung  an  der  Einmauerungsstelle  so  beschaffen 
sein,  dass  die  zu  der  möglichen  Lösung  gehörigen  Form- 
änderungen, also  die  Querdehnung  der  gezogenen  Fasern  und 
die  Querverkürzung  der  gedrückten  dadurch  nicht  gehin- 
dert wird. 

Wenn  aUe  diese  Bedingungen  genaa  erfüllt  wären,  ausser- 
dem auch  der  Stoff,  aus  dem  der  Balken  hergestellt  ist,  dem 
Hooke'schen  Gesetze  gehorchte,  könnte  kein  Zweifel  darüber  be- 
stehen, dass  die  Saint- Venant'-sche  Lösung  streng  richtig  wäre. 
In  den  praktisch  vorkommenden  Fällen  kann  aber  von  einer 
strengen  Erfüllung  der  genannten  Bedingungen  kaum  jemals 
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die  Rede  sein  und  die  ganze  Betrachtung  würde  durch  diesen 
Umstand  sehr  an  Werth  verlieren,  wenn  man  nicht  zeigen 
konnte,  dass  eine  Verletzung  dieser  Bedingungen  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  ohne  wesentlichen  Einfluss  auf  den  wirklichen 
Spannungszustand  ist. 

Man  achte  z.  B.  auf  die  Bedingung,  dass  sich  die  Last 
über  den  Endquerschnitt  nach  dem  für  die  Schubspannungen 
gültigen  Gesetze  yertheilen  muss.  Wenn  anstatt  dessen  ein 
Strick  um  das  freie  Stabende  geschlungen  ist,  an  dem  die  Last 
aufgehängt  wird,  kann  kein  Zweifel  darüber  bestehen,  dass  in 
unmittelbarer  Nachbarschaft  des  Stabendes  die  Spannungs- 
yertheilung  durchaus  von  der  de  Saint- Yenant'schen  Terschieden 
ist,  da  der  wirkliche  Spannungszustand  hier  jetzt  ganz  andern 
Grenzbedingungen  unterworfen  ist.  Je  weiter  man  aber  von 
dem  Stabende  abrückt,  desto  weniger  Unterschied  macht  es 
aus,  wie  die  Last  in  Wirklichkeit  am  Stabende  angreift.  Um 
dies  zu  erkennen,  stelle  man  sich  ein  Gleichgewichtsystem 
äusserer  Lasten  vor,  so  dass  ein  Theil  mit  der  de  Saint- 
Yenanfschen  Angriffsweise  der  Last  am  Endquerschnitte  über- 
einstimmt, während  der  Best  überall  genau  entgegengesetzt 
mit  den  von  dem  Strick  übertrs^enen  Oberflächenkräften  ist. 
Wenn  mm  das  so  zusammengesetzte  Lastensystem  zu  dem 
durch  den  Strick  verursachten  hinzufügt,  kommt  genau  die 
de  Saint- Venant'sche  Belastungsweise  heraus.  Der  Unterschied 
zwischen  den  Spannungszuständen  in  beiden  Fällen  der  An- 
griffsweise der  Last  an  dem  Ende  wird  daher  durch  jenen 
Spannungszustand  angegeben,  der  dem  angeführten  Gleich- 
gewichtssysteme der  Lasten  entspricht.  Nun  ist  aber  von  vorn- 
herein klar,  dass  ein  am  Stabende  dicht  zusammengedrängtes 
Lastensystem,  das  dort  im  Gleichgewichte  steht,  zwar  in  der 
Nachbarschaft  erhebliche  Formänderungen  und  Spannungen 
hervorrufen  kann,  dass  aber  der  Einfluss  schnell  verschvdnden 
muss,  wenn  wir  uns  von  dem  Stabende  entfernen.  Mit  anderen 
Worten:  wenn  ich  etwa  eine  Schiene  von  einigen  Metern 
Länge  am  einen  Ende  in  einem  Schraubstocke  der  Quere  nach 
zusammendrücke  oder  sie   sonst  in  irgend  einer  Weise  bean- 
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Spruche  y  so  dass  die  hier  übertragenen  Kräfte  unter  sich  im 
Gleichgewichte  stehen,  so  muss  der  Einfluss  der  Behandlung, 
die  dieses  Schienenende  erfährt,  schnell  verschwinden,  je  weiter 
entfernt  von  dem  Ende  gelegene  Theile  man  in's  Auge  fasst. 
Damit  ist  aber  gezeigt,  dass  die  genauere  Art  der  Lastüber- 
tragung Yon  wesentlichem  Einflüsse  nur  in  der  nächsten  Nach- 
barschaft der  Angriffsstelle  der  Last  ist.  Auch  bei  einer 
anderen  Art  des  Lastangriffs  kann  daher  in  einiger  Entfernung 
Ton  der  Belastung  die  Saint-Venant'sche  Lösung  noch  als  hin- 
reichend genau  zutreffend  angesehen  werden.  Bei  einer  Enir 
femung,  die  etwa  das  Drei-  bis  Vierfache  der  grossten  Quer- 
schnittsabmessung bildet,  ist  jedenfalls  keine  merkliche  Ab- 
weichung mehr  zu  erwarten.  Durch  diesen  Umstand  gewinnt 
die  im  yorigen  Paragraphen  Torgetragene  Theorie  erst  ihren 
vollen  Werth. 

Die  Absicht,  die  uns  bei  dem  Eintritt  in  die  Unter- 
suchungen der  strengen  Elasticii^tstheorie  leitete,  nämlich  eine 
befriedigendere  Grundlage  für  die  Formeln  der  Festigkeits- 
lehre zu  gewinnen,  als  sie  die  hypothetische  Aufstellung  von 
Formänderungs-  oder  Spannungsvertheilungsgesetzen  f&r  die 
besonderen  Fälle  bildet,  ist  jetzt  erreicht.  Freilich  handelt  es 
sich  dabei  bis  jetzt  mehr  um  eine  nachträgliche  bestätigende 
Kritik,  als  um  die  Gewinnung  neuer  Ergebnisse.  Immerhin 
ist  wohl  zu  betonen,  dass  nur  das  lineare  Spannungs- 
yertheilungsgesetz  Navier's  und  nicht  etwa  die  Ber- 
nouilli'sche  Annahme,  dass  die  Querschnitte  eben 
blieben,  nachträglich  als  richtig  erkannt  wurde.  In 
der  That  ist  vielmehr  die  Bemouilli'sche  Annahme  im  Allge- 
meinen gar  nicht  richtig  und  dieser  Sachverhalt  sollte  davor 
warnen,  bei  der  elementaren  Behandlung  der  Biegungsaufgaben 
von  der  Voraussetzung  auszugehen,  dass  die  Querschnitte  eben 
blieben  und  aus  dieser  unzutreffenden  Voraussetzung  einen 
Scheinbeweis  für  die  lineare  Spannungsvertheilung  abzuleiten, 
wie  er  leider  heute  noch  in  den  meisten  Büchern  über  tech- 
nische Mechanik  zu  finden  ist.  Wenn  die  mathematische  Ela- 
sticitätslehre  auch  nur  den  einen  Nutzen  brächte,  über  diesen 
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Ponkt  Klarheit  zu  verbreiten,  wäre  damit  ihre  Existenzberech- 
tigcmg  sehon  nachgewiesen.  Wir  werden  aber  jetzt  sehen, 
dass  sie  anch  nach  anderen  Bichtongen  hin  zu  sehr  werth- 
Tollen  An&chlüssen  geführt  hat. 


§  68.    Beine  Verdrehungsbeanspraohnng. 

Die  Untersachnngen  in  §66  bezogen  sich  auf  einen  Stab, 
der  gleichzeitig  anf  Biegung  und  auf  Torsion  beansprucht  sein 
konnte.  Nachdem  wir  die  Folgerungen  hervoi^ehoben  haben, 
die  sich  aus  der  allgemeinen  Untersuchung  fär  die  Biegungs- 
spannungen ergeben,  ist  es  besser,  wenn  wir  jetzt  weiterhin 
die  Aufgabe  dadurch  vereinfachen,  dass  wir  die  Beanspruchung 
auf  Verwinden  für  sich  untersuchen.  Zu  diesem  Zwecke  setze 
ich  also  jetzt  überall  6^  "=°  0,  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus 
kommt. 

ä5  -  "•  (319) 

Mit  61.  (318)  ist  dieser  Ansatz  Terträglich;  er  geht  ans  dieser 
Gleichung  hervor,  wenn  man  annimmt,   dass  in  dem  beson- 
deren Falle,  den  wir  fernerhin  betrachten  wollen,  alle  mit  a 
bezeichneten  Constanten  verschwinden. 
Aus  GL  (319)  folgt 

^^^(y,  «),  (320) 

wenn  q>  irgend  eine  bis  jetzt  unbekannte  Function  der  Quer- 
schnittscoordinaten  bedeutet.  Mit  GL  (319)  gehen  ferner  die 
Gl.  (306),  die  den  von  de  Saint- Venant  untersuchten  Spannungs- 
zustand näher  beschreiben,  in  die  einfachere  Form 

c  =  0;   1^  =  1^  =  0;     |5  +  |A  =  0  (321) 

^    dy       de  ^      oz    ^    dy       ^  ^       ^ 

über.  Auch  die  durch  die  Gl.  (307)  ausgesprochenen  allge- 
meinen Gleichgewichtsbedingungen  vereinfachen  sich  hier  er- 
heblicL     Sie  lauten  jetzt 
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d^n   ■   d^n  _  ^ 
dx*  "^  dz*~^ 


(322) 


Ausserdem  gelten  auch  alle  übrigen  Gleichungen^  die  wir  in 
§  66  gefunden  haben,  da  der  hier  zu  behandelnde  Fall  in 
dem  früheren  mit  enthalten  ist.  So  erhalten  wir  aus  den 
Gl.  (308)  und  (309) 

S  =  0;     |^.  =  0  (323) 

und  aus  den  Gl.  (310)  und  (311) 

P^O;     g  =  0.  (324) 

Wir  wissen  jetzt  so  viel  von  den  Differentialquotienten 
der  Functionen  ri  und  f,  dass  wir  deren  analytische  Form  im 
Allgemeinen  angeben  können.  Die  Function  ri  muss  nämlich 
nach  (321)  unabhängig  von  y  sein  und  nach  (323)  muss  sie 
linear  sein  in  Bezug  auf  x  und  z,    Sie  ist  daher  von  der  Form 

1?  =  &o  +  &i^  +  ^  (&2  +  &3^);  (325) 

in  der  die  h  unbekannte,  aber  constänte  Grössen  sind.  Ebenso 
folgt  für  g 

S  =  ^0  +  ^1^  +  2/(^2  +  ^s^)-  (326) 

Fügen  wir  dazu  noch  die  Gl.  (320) 

S  =  9(J/^); 

so  ist  damit  ein  Werthsystem  der  Verschiebungen  i^r^t,  an- 
gegeben, das  zunächst  einem  möglichen  Zwangszustande  ent- 
spricht, falls  nur  die  unbekannte  Function  ^{ye)  so  gewählt 
wird,  dass  sie  der  partiellen  Differentialgleichung 

?!|i^  +  ?!^)  =  0  (327) 

genügt,  und  das  ausserdem  auch  die  Bedingungsgleichungen 
(321)  befriedigt,  falls  wir  die  Constanten  6  und  c  so  wählen,  dass 

^4-^  =  0 
de    '    dy 
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wird.  Nach  Einsetzen  aus  (325)  und  (326)  geht  diese  Be- 
dingungsgleichung über  in 

und  da  diese  identisch  erfüllt  sein  muss,  folgt  für  die  Constanten 

^2  =  —  ftg     und    C3  =a  —  63.  (328) 

Die  Verschiebungen  S  ly  S  wollten  wir  (vgl.  §  63)  auf  ein 
Goordinatensystem  beziehen  ^  das  auf  dem  Körper  selbst  fest- 
gelegt ist.    Im  Ursprünge  ist  daher 

1  =  0,    ri  =  0,     e  =  0. 

Da  femer  die  X-Axe  stets  durch  denselben  unendlich  be- 
nachbarten Punkt  gehen  sollte,  so  wird  im  Ursprünge  auch 

^  =  0-     ^  =  0 

dx  ^     dx  ' 

und  da  schliesslich  die  XF-Ebene  durch  einen  dritten  unend- 
lich benachbarten  Punkt  gefuhrt  seüi  sollte,  muss  im  Ur- 
sprünge auch 

dy 

sein.  Diese  Festsetzungen  gestatten  die  Bestimmung  der  meisten 
Constanten  h  und  c.    Aus  der  ersten  Reihe  folgt  nämlich 

aus  der  zweiten 

61  =  0;    c.  =  0, 

und  aus  der  dritten  Bedingung 

^2  =  0. 

Hierdurch  und  durch  die  Gl.  (328)  werden  alle  Constanten  h 
und  c  bis  auf  eine,  nämlich  h^  =  — Cg  bekannt.  Diese  eine 
noch  unbekannt  gebliebene  Constante  sei  kurz  mit  c  bezeichnet. 
Dann  vereinfachen  sich  die  Werthe  für  die  Verschiebungs- 
componenten  wie  folgt 

i?  =  ca;0;     §=  — ca;y;     |  =  g?(y4  (329) 

Die  einzige  erhebliche  Schwierigkeit  des  Problems  besteht 
jetzt  noch  in  der  Bestimmung  der  Function  |  =  9  (yj&),  die 
der  Differentialgleichung  (327)  genügen  muss.     Man  beachte, 
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dass  i  =  g>(y^)  ftlr  x  =  0  die  Gleichung  der  Fläche  angibt, 
in  die  der  Querschnitt  x  ^  0  durch  die  Formänderung  über- 
geht. Alle  anderen  Querschnitte  nehmen  dieselbe  Gestalt  an, 
da  I  unabhängig  von  x  ist.  Früher^  als  die  heute  als  richtig 
erkannte  de  Saint- Yenant'sche  Theorie  der  Torsion  noch  nicht 
bekannt  war,  nahm  man  an,  dass  die  Querschnitte  eben  blieben. 
Wir  wollen  zusehen^  inwiefern  dies  richtig  sein  konnte.  Nach 
dieser  Annahme  müsste  |  eine  lineare  Function  von  y  und  z 
sein;  wir  setzen  also  versuchsweise 

1  =  9  (y^)  —  «ly  +  0%^,  (330) 

ein  Ansatz,  der  die  Differentialgleichung  (327)  in  der  That 
befriedigt,  also  zu  einem  möglichen  Spannungszustande  führt. 
Nun  haben  wir  aber  noch  die  Grenzbedingungen  an  der  Ober- 
fläche der  Welle  zu  erfüllen.  Bei  gewöhnlichen  Torsionsauf- 
gaben ist  die  Mantelfläche  der  Welle,  abgesehen  von  den 
Stellen,  wo  Bäder  oder  Riemenscheiben  aufgekeilt  sind,  frei 
von  äusseren  Kräften.  Ausser  den  schon  von  vornherein  gleich 
Null  gesetzten  Spannungscomponenten  6^0,Tyg  muss  also  an 
der  Oberfläche  auch  noch  jene  Schubspannungscomponente 
gleich  Null  sein,  die  in  der  durch  die  Stabaxe  und  die  Nor- 
male zur  Oberfläche  bestimmten  Ebene  liegt.  Oder  mit  anderen 
Worten:  die  Schubspannung  muss  üBer  den  Querschnitt  jeden- 
falls so  vertheilt  sein,  dass  sie  den  Umfang  überall  berührt. 
Das  war  die  Grenzbedingung,  die  wir  bei  der  Behandlung  der 
Torsionsfestigkeit  im  neunten  Abschnitte  überall  voranstellten 
und  sie  muss  natürlich  auch  hier  noch  berücksichtigt  werden. 
Bisher  war  von  ihr  noch  nicht  die  Rede;  sie  ist  es  aber  ge- 
rade, die  die  noch  ausstehende  Bestimmung  der  unbekannten 
Function  §  oder  q>  ermöglicht  oder  die  umgekehrt  lehrt,  unter 
welchen  Umständen  eine  solche  Lösung  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung (327)  wie  die  in  (330)  gegebene  der  Wirk- 
lichkeit entspricht. 

Um  diese  Bedingung  in  Form  einer  Gleichung  ausdrücken 
zu  können,  gehe  ich  auf  die  Werthe  für  die  Spannungscom- 
ponenten Txy  und  txz  in  den  Gl.  (288)  zurück.     Danach  war 


412  Alfter  Abscboitt. 

Wenn  die  Gleichung  des  Querschnittsumrisses  (oder  auch 
eines  Theiles  des  ganzen  Querschnittsumrisses)  in  der  Form 

angeschrieben  wird^  so  musS;  damit  die  aus  den  Gomponenten 
Txy  und  TxM  resultirende  Schubspannung  den  Querschnittsum- 
fang  berührt^ 

^  «  ^  (331) 

sein.  Also  haben  wir  noch  für  den  Qüerschnittsumfang  die 
Bedingungsgleichung 

dz  ^  dx        dz 


?1 -L  ^     ^y^ 

dy    '    dx 


(332) 


oder,   wenn  man  die  Werthe  von  ri  und  %  aus  (329)  einsetzt 

(333) 


dz_ ^       dz^ 

^A^.cz'^^y 


Dieser  Gleichung  muss  §,  überall  an  der  Oberfläche  genügen, 
wenn  die  Oberfläche  frei  von  äusseren  Kräften  sein  soll  und 
zwar  nicht  nur  für  den  besonderen  Fall,  den  wir  hier  unter- 
suchen, sondern  ganz  allgemein. 

Wir  prüfen  jetzt,  unter  welchen  Umständen  der  in  Gl. 
(330)  aufgestellte  Werth  von  g  auch  dieser  Grenzbedingung 
genügt.     Gl.  (333)  geht  hier  über  in 

a,  —  cy        dz 
ttj  +  cz        dy 

Diese  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  kann 
sofort  integrirt  werden.  Durch  Trennung  der  Variablen  er- 
hält man 

(«2  —  <^y)  dy  =  («1  +  C0)  d0 

oder  nach  Integration 
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Das  ist  aber,  wie  man  aus  der  Gleichheit  der  Coefficienten 
Yon  y^  und  z^  erkennt,  die  Gleichung  eines  Kreises.  Damit 
ist  bewiesen,  dass  nur  bei  kreisförmigen  Querschnitten 
nach  der  Torsion  alle  Punkte,  die  vorher  auf  einem 
Querschnitte  lagen,  auch  nachher  noch  in  einer  Ebene 
enthalten  sein  können.  In  allen  anderen  Fällen  geht  die 
Querschnittsebene  in  eine  gekrümmte  Fläche  über.  Die  Kritik, 
die  wir  jetzt  üben,  fallt  daher  bei  der  Verdrehung  ganz  anders 
aus  als  bei  der  Biegung.  Während  dort  wenigstens  die  Span- 
nungsvertheilung  der  Navier'schen  TheoKe  bestätigt  wurde, 
erkennen  wir  hier,  dass  die  ältere  Theorie  der  Torsion  falsch 
war  mit  einziger  Ausnahme  des  kreisförmigen  Querschnitts 
tmd  man  muss  wohl  beachten,  dass  dieser  wichtige  Aufschluss, 
der  inzwischen  freilich  schon  auf  die  ganze  Gestaltung  der 
elementaren  Theorie  der  Torsion  zurückgewirkt  hat,  erst  durch 
die  strenge  Elasticitätstheorie  gegeben  wurde.  —  Zugleich 
bildet  übrigens  das  eben  gewonnene  Resultat  eine 
willkommene  Bestätigung  der  früher  vorgetragenen 
Theorie  der  Torsion  für  Wellen  von  kreisförmigem 
Querschnitt. 


§  69.    Fortsetzung  für  den  elliptisohen  Querschnitt. 

Für  Gl.  (327)  kann  man  beliebig  viele  Lösungen  angeben. 
Jede  dieser  Lösungen  entspricht  einem  möglichen  Spannungs- 
zustande. Damit  dieser  wirklich  zu  Stande  komme,  muss  man 
aber  noch  für  die  Erfüllung  der  Grenzbedingungen  an  der 
Körperoberfläche  Sorge  tragen.  Besteht  die  Grenzbedingung  an 
der  Mantelfläche  des  Stabes  darin,  dass  diese  frei  von  äusseren 
Kräften  sein  soll,  so  wird  sie,  wie  wir  schon  sahen,  durch  Gl. 
(333)  zum  Ausdrucke  gebracht.  Man  kann  nun  entweder  so 
verfahren,  dass  man  irgend  eine  beliebige  Lösung  der  partiellen 
Differentialgleichung  (327)  annimmt  und  dann  nach  Gl.  (333) 
die  Gestalt  des  Querschnitts  bestimmt,  für  die  diese  Lösung 
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zatri£El  oder  man  kann  umgekehrt  TeriangeD;  f&r  eine  gegebene 
Qoersclmittsform  die  passende  Losung  der  61.  (327)  zn  finden« 
Die  letzte  Aufgabe  ist  indessen  weitaus  schwieriger  zu  losen 
und  fftr  beliebig  gegebene  Querschnittsformen,  also  z.  B.  for 
einen  I-förmigen  Querschnitt  o.  dgL  ist  sie  bisher  überhaupt 
nicht  streng  gelöst  worden.  Für  den  rechteckigen  Querschnitt 
ist  dies  allerdings  gelungen,  aber  nur  durch  Reihenentwicke- 
lungen Ton  schwieriger  Art,  mit  denen  sich  weiterhin  docb 
nicht  Tiel  anfangen  lasst 

Viel  einfiicher  »t  dagegen  das  andeie  Verfahren,  znnäclist 
irgend  eine  Lösung  der  6L  (327)  anzunehmen  und  dann  die 
Gestalt  des  Querschnitts  aufzusuchen,  für  die  diese  Losung 
zutrifft.  Die  allgemeinste  Lösung  der  GL  (327)  ist  nämlich 
wohlbekannt;  sie  lautet 

wenn  i  die  imaginäre  Einheit  und  f^  und  f^  ganz  beliebige 
Functionszeichen  sind.  Dass  GL  (334)  die  Differentialgleichung 
(327).  befriedigt,  folgt  durch  Einsetzen  des  Werthes  und  dass 
Gl.  (334)  zugleich  die  allgemeinste  Losung  angibt,  folgt  daraus, 
dass  sie  zwei  willkürliche  Functionen  enthält.  Je  nach  den 
Formen  der  Functionen  fi  und  f^  kann  man  nun  beliebig  yiele 
partikuläre  Losungen  angeben  und  zwar  bildet  sowohl  der 
reelle  als  der  imaginäre  Theil  von  (334)  für  sich  genommen 
eine  Losung.  Man  kann  also  z.  B.  auch  die  allgemeinste  Form 
von  Potenzreihen,  die  mit  GL  (327)  verträglich  ist,  hiemach 
ohne  Weiteres  anschreiben,  nämlich,  wenn  wir  uns  auf  ganze 
positive  Exponenten  beschränken, 

£  =  «0  +  «1  (y  +  i^)  +  ««(y  +  i^y  + 

in  der  die  a  und  b  ganz  beliebige  Coefficienten  sein  können. 
In  diesen  vielgestaltigen  Formen  ist  als  eine  der  einfach- 
sten auch  die  folgende  enthalten 

i^q>(tfz)  =  ayz,  (336) 

Dass  sie  überhaupt  Gl.  (327)  befriedigt,   erkennt   man  beim 
Einsetzen  in  diese  Gleichung  sofort.   Dass  sie  aber  auch  in  der 


'y  +  '--]    (335) 

.    .    .     •  I 
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Form  (335)  mit  enthalten  ist,  folgt  daraus,  dass  man  sie  als 
den  imaginären  Antheil  von 

betrachten  kann.  Wir  wollen  für  diese  besondere  Form  des 
Werthes  von  S  den  zugehörigen  Querschnittsumriss  nach  Gl. 
(333)  bestimmen.     Diese  Gleichung  geht  hier  über  in 

(g  —  c)  y  ^  dz 
(a+c)2        dy' 

die  sich  auch  in  der  Form 

(a  +  c)  zdz  -{•  {c  —  a)  ydy  =  0 

schreiben  lässt.     Die  Integration  liefert 


(337) 


(«  +  c)5+(c-a)f  =  Z, 


wofür  man  auch 


+  T—^  =  (nJ^A(r-n\  =  ^'  (^^S) 


a-\-  c    '    c  —  a        {a-\'C){c  —  a) 

schreiben  kann,  wenn  K'  irgend  eine  neue  unbekannte  Inte- 
grationsconstante  bedeutet.  In  Gl.  (338)  erkennt  man  aber 
die  Mittelpunktsgleichung  einer  Ellipse,  deren  Axen  in  die 
Richtungen  der  Goordinatenaxen  faUen.  Das  Axenyerhältniss 
ist  y c  +  a  :  Yc  —  a.  Voraussetzung  ist,  dass  a  dem  Absolut- 
werth  nach  jedenfals  kleiner  ist,  als  c. 

Far   die  Schubspannungscomponenten   erhält   man    durch 
Einsetzen  in  die  früheren  Formeln 


(339) 


Damit  diese  Lösung  eine  wirkliche  sei,  ist  jetzt  nur  noch  er- 
forderlich, dass  an  den  Endquerschnitten  des  Stabes  das  ver- 
drehende Moment  der  äusseren  Kräfte  in  derselben  Verthei- 
lung  über  den  Querschnitt  angebracht  sei,  wie  wir  sie  hier 
für  die  Schubspannungsvertheilung  in  irgend  einem  anderen 
Querschnitte  gefunden  haben.     Thatsächlich  wird  dies  freilich 
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in  praktisch  vorkommenden  Fällen  nicht  zutreffen.  Man  muss 
sich  aber  dann  an  die  Auseinandersetzungen  in  §  67  erinnern, 
nach  denen  es  für  solche  Stellen^  die  weit  genug  vom  Last^ 
angriff  entfernt  liegen  ^  ziemlich  gleichgültig  ist^  auf  welche 
besondere  Art  die  Last  angebracht  ist. 

Wenn  wir  das  Resultat;  zu  dem  wir  jetzt  gelangt  sind, 
mit  der  früheren  Untersuchung  über  die  Verdrehungsfestigkeit 
der  elliptischen  Welle  vergleichen,  finden  wir,  dass  die  damals 
hypothetisch  angesetzten  Gleichungen  (233),  S.  324. 

der  Form  nach  vollständig  mit  den  Gl.  (339)  übereinstimmen. 
Jener  willkürliche  Ansatz  hat  sich  daher  bei  der  ein- 
gehenderen Untersuchung  jetzt  als  genau  richtig  er- 
wiesen. Es  ist  daher  nicht  nöthig,  hier  noch  weitere  Fol- 
gerungen aus  den  Gl. (339)  zu  ziehen;  vielmehr  genügt  es,  auf 
die  früheren  Darlegungen  im  neunten  Abschnitte  zu  verweisen. 
Nur  eine  Bemerkung  möge  hier  noch  Platz  finden.  Gl. 
(336)  ist  zugleich  die  Gleichung  der  krummen  Fläche,  in  die 
der  vormals  ebene  Querschnitt  durch  die  Verdrehung  über- 
geht. Das  ist  aber  die  Gleichung  eines  hyperbolischen 
Paraboloides.  Denkt  man  sich,  nachdem  die  Verwindung 
erfolgt  ist,  von  Neuem  eine  Anzahl  ebener  Schnitte  senkrecht 
zur  Axe  gelegt,  so  schneiden  diese  die  krummen  Flächen,  in 
die  die  vorher  ebenen  Querschnitte  übergegangen  sind,  in 
gleichseitigen  Hyperbeln;  Schnitte,  die  durch  die  Axe  gelegt 
sind,  ergeben  Parabeln. 

§  70.    Hydrodynamisohes  Gleiohniss. 

In  letzter  Linie  interessirt  uns  bei  dem  Torsionsprobleme 
eigentlich  doch  nur  die  Vertheilung  der  Schubspannungen 
über  den  Querschnitt.  Es  ist  daher  nützlich,  diese  Frage 
nach  allen  Seiten  hin  zu  beleuchten  und  die  nahe  Verwandt- 
schaft, die  zwischen  unserer  Aufgabe  und  einer  Aufgabe  der 
Hydrodynamik  besteht,  wird  sich  dazu  recht  nützlich  erweisen. 
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Man  denke  sich  nämlich^  von  einem  Punkte  des  Quer- 
schnittes ausgehend,  eine  Linie  gezogen ,  die  in  der  Richtung 
der  resultirenden  Schubspannung  r  immer  weiter  verlängert 
wird.  Alle  Linien,  die  sich  in  dieser  Weise  ziehen  lassen, 
wollen  wir  uns  in  den  Querschnitt  eingetragen  denken,  so 
dass  durch  jeden  Punkt  eine  davon  geht.  Der  einfacheren 
Bezeichnung  wegen  sollen  diese  Linien  die  Spannungslinien 
und  die  Gesammtheit  der  Linien,  die  den  ganzen  Querschnitt 
ausfüllen,  das  Spannungsfeld  genannt  werden.  Von  solchen 
Constructionen  macht  man  oft  Gebrauch,  um  sich  über  die 
Vertheilung  einer  gerichteten  Grosse  von  irgend  einer  Art  in 
einem  gegebenen  Gebiete  Klarheit  zu  verschaffen.  Am  meisten 
bekannt  ist  dieses  Verfahren  in  der  Lehre  vom  Magnetismus, 
wo  es  sich  heute  schon  bis  in  den  elementaren  Unterricht 
hinein  festgewurzelt  hat.  Beim  Magnetismus  bezeichnet  man 
die  in  dieser  Weise  gezogenen  Linien  als  Kraftlinien.  Unsere 
Spannungslinien  dienen  demsielben  Zwecke,  wie  diese.  —  Immer, 
wenn  man  von  dieser  Veranschaulichung  Gebrauch  macht,  ist 
es  nützlich,  sich  noch  eines  damit  zusammenhängenden  Bildes 
zu  erinnern.  Man  kann  sich  nämlich  eine  Flüssigkeit  vor- 
stellen, die  überall  in  der  Richtung  der  Kraftlinien,  oder  hier 
der  Spannungslinien  strömt,  so  dass  zugleich  die  Geschwindig- 
keit der  Strömung  überall  proportional  der  Grösse  der  Krafk 
oder  der  Spannung  ist.  Diese  Flüssigkeitsbewegung  ist  eben- 
falls sehr  geeignet,  ein  anschauliches  Bild  von  dem  Felde  zu 
entwerfen,  mit  dem  man  es  gerade  zu  thun  hat  und  in  der 
Lehre  vom  Magnetismus  spielt  in  der  That  der  daraus  hervor- 
gegangene Begriff  des  „Kraftflusses"  eine  grosse  Rolle. 

Wir  wollen  jetzt  sehen,  wie  wir  die  allgemeinen  Bedingungs- 
gleichungen, denen  unsere  Aufgabe  unterworfen  ist,  umformen 
müssen,  um  sie  der  neu  gewählten  Darstelluugs weise  anzu- 
passen. Am  einfachsten  gelingt  dies  mit  der  Grenzbedingung, 
die  durch  Gl.  (333)  ausgesprochen  war.  Wir  können  sie 
jetzt  einfach  dahin  in  Worte  fassen,  dass  die  Flüssigkeits- 
strömung am  Umfange  überall  in  der  Richtung  der  Tangente 
erfolgen  muss,  d.  h.  gerade  so  wie  eine  Flüssigkeitsströmung 

Föppl,  Festigkeitslehre.  27 
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ohnehin   erfolgt^  wenn   sie   rings  Ton   festen  Wänden   einge- 
schlossen ist. 

Wir  hatten  femer 


(340) 


Differentürt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  nach  y  tind  die 
zweite  nach  s  nnd  addirt^  so  erhalt  man 


^^xv      -     ^^ 


^    dz         ^\dy*^dzy 


dy 

Die  allgemeine  Gleichgewichtsbedingung  wurde  f&r  das  Tor- 
sionsproblem durch  Gl.  (327)  ausgesprochen  und  wir  sehen 
jetzt  auch^  wie  wir  diese  Bedingung  bei  der  hydrodynamischen 
Darstellung  zum  Ausdruck  bringen  müssen.  Nach  Gl.  (327) 
verschwindet  nämlich  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung 
und  man  hat  daher  auch 

'^  +  '-^  =  0  (341) 

als  Ersatz  für  GL  (327). 

Bezeichnet  man  die  Geschwindigkeitscomponenten  einer 
Flüssigkeitsstromung  mit  uvWy  so  muss  hier  u  =  Ö  sein  und 
V  und  w  sind  proportional  mit  txy  und  r^g ;  daher  muss  für 
die  zur  Abbildung  des  Torsionsproblems  gewählte  Flüssigkeits- 
bewegung nach  (341)  auch 

sein.  Das  erste  Glied  ist  nur  der  Vollständigkeit  wegen  bei- 
gefügt; obschon  es  für  sich  verschwindet.  Der  Ausdruck,  der 
hier  auf  der  linken  Seite  steht,  gibt  an,  wie  viel  Flüssigkeit 
in  der  Zeiteinheit  mehr  aus  der  Yolumeneinheit  ausströmt, 
als  einströmt.  Dieser  Ausdruck  ist  gleich  Null,  d.  h.  die 
Flüssigkeit  bewegt  sich  so  wie  eine  üicompressible  Flüssig- 
keit. Gl.  (341)  kann  daher  dahin  gedeutet  werden,  dass  eine 
gewöhnliche  Wasserströmung   der  Abbildung   des   hier   frag- 
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liehen  Falles  gerecht  wird,  ohne  dass  man  Quellen  oder  Sicker- 
stellen annehmen  müsste,  um  den  Fluss  in  dieser  Form  zu 
ermöglichen.      • 

Damit  allein  sind  die  Bedingungen,  denen  die  Wasser- 
strömung unterworfen  ist,  aber  noch  nicht  erschöpft.  Man 
diflferentiire  die  erste  der  Gl.  (340)  nach  z  und  die  zweite 
nach  y  und  subtrahire  beide  hierauf  yoneinander.  Dadurch 
erhält  man 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  hat  eine  besondere  Bedeu- 
tung, die  in  der  Hydrodynamik  eingehender  behandelt  werden 
wird.     Hier  begnüge  ich  mich  damit,  zu   erwähnen,   dass  die 

drei  Grössen 

drß        dv^      du        dto  ^      dv        du 

dy       dz  ^      dz        dx'^     dx       dy 

als  die  Wirbelcomponenten  der  Flüssigkeitsbewegung  be- 
zeichnet werden.  Die  beiden  letzten,  die  sich  auf  die  Y-  und 
Z-Axe  beziehen,  sind  bei  unserer  Flüssigkeitsbewegung  gleich 
Null.  Der  Wirbel  um  die  zur  X-Axe  parallelen  Wirbellinien 
wird  dagegen  durch  die  linke  Seite  von  Gl.  (342)  dargestellt 
und  wir  erkennen  aus  dieser  Gleichung,  dass  die  Flüssigkeit 
an  allen  Stellen  mit  derselben  Stärke  2  G  c  wirbelt. 

Hiermit  ist  die  Flüssigkeitsbewegung  vollständig  be- 
schrieben; nur  auf  eine  dnzige  Art  ist  es  nämlich  möglich, 
dass  die  Wirbelstärke  überall  einen  gegebenen  constanten 
Werth  hat,  wenn  die  incompressible  Flüssigkeit  in  dem  durch 
den  Querschnitt  angegebenen  Räume  stetig  herumfliessen  soll 
und  dabei  rings  von  festen  Wänden  eingeschlossen  ist. 

Die  Vorstellung  unserer  Aufgabe  unter  diesem  Bilde  kann 
nun  insofern  von  Nutzen  sein,  als  dadurch  gewisse  Schätzungen 
oder  auch  genaue  Rechnungen  nach  den  Lehren  der  Hydro- 
dynamik erleichtert  werden.  Ich  möchte  hier  besonders  auf 
einen  Aufsatz  von  Herrn  R.  Bredt  in  der  Zeitschr.  des  Vereins 
deutscher  Ingenieure  1896,  Nr.  28,  aufmerksam  machen,  der 

eine  gute  Anleitung  dafür  gibt,   wie  man  solche  Schätzungen 

27* 
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für  I-Profile  u.  dergL  ausführen  kann.  Mit  der  Behauptung, 
dass  GL  (342)  vor  ihm  noch  nicht  bekannt  gewesen  wäre, 
irrte  sich  Hr.  Bredt  freilich  und  ich  musste  Am  daher  ent- 
gegentreten; diese  ganze  hydrodynamische  Betrachtung,  wie 
ich  sie  hier  vorgeführt  habe,  ist  schon  längst  von  Thomson 
und  Tait  in  ihrer  „Natural  Philosophy^'  veröffentlicht  worden. 
Um  so  lieber  erkenne  ich  aber  an,  dass  der  angeführte  Bredt'- 
sche  Aufsatz  eine  sehr  tüchtige  Leistung  bildet  und  alle  Be- 
achtung verdient. 

Zu  einem  besonders  bemerkenswerthen  Resultate  gelangt 
man  durch  die  hydrodynamische  Betrachtung,  wenn  man  sie 
auf  den  Fall  anwendet,  dass  irgendwo  im  Querschnitte  ein 
kleiner  Sprung  (Gussfehler  o.  dgl.)  auftritt.  Wir  wollen  an- 
nehmen, dass  dieser  Fehler  durch  ein  kleines  kreisförmiges 
Loch  im  Querschnitte  dargestellt  werden  kann.  Dadurch 
wird  das  Spannungsfeld  nur  in  der  Umgebung  des  Loches 
merklich  geändert;  die  Spannungslinien  köimen  jetzt  nicht  mehr 
durch  die  Fläche  des  Loches  weiter  gehen,  sondern  müssen 
aus^biegen  imd  um  den  Rand  des  Loches  herumfliessen.  Man 
sieht  schon  ohne  Weiteres  ein,  dass  an  den  Rändern  des 
Loches  die  Geschwindigkeit  dadurch  gesteigert  werden  muss. 
Diese  Geschwindigkeit  entspricht  aber  der  Spannung  und  da- 
mit der  Beanspruchung  des  Materials  in  der  verdrehten  Welle. 
In  der  That  kann  man  auch  quantitativ  den  Einfluss  des 
Sprunges  leicht  nachweisen;  es  zeigt  sich,  dass  die  Span- 
nung am  Rande  dadurch  gerade  auf  das  Doppelte  er- 
höht wird.  Auf  die  Durchführung  der  Rechnung  verzichte 
ich  hier,  da  sie  auf  hydrodynamischen  Betrachtungen  beruht, 
die  ich  hier  noch  nicht  als  bekannt  voraussetzen  kann. 
Ueberhaupt  bin  ich  aus  diesem  Grunde  nur  flüchtig  auf  die 
hier  besprochenen  Erscheinungen  eingegangen. 

§  71.    Theorieen  von  Boussinesq  und  von  Hertz. 

Zwei  elastische  Körper,  für  die  das  Hooke'sche  Gesetz 
gilt,  mögen  sich  im  natürlichen  Zustande  in  einem  Punkte 
ihrer  Oberflächen,  die  irgendwie  gekrümmt  sein  können  oder 
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auch  längs  einer  Erzeugenden^  wenn  z.  B.  die  Oberflächen 
cylinderformig  sind,  berühren.  Wenn  hierauf  beide  mit  einem 
gewissen  Drucke  aufeinander  gepresst  werden,  tritt  eine  Ab- 
plattung ein  und  die  Körper  berühren  sich  jetzt  in  einer 
Fläche,  in  der  sich  jener  Druck  überträgt  und  die  deshalb 
als  die  Druck  fläche  bezeichnet  wird.  Es  entsteht  nun  die 
Aufgabe,  den  Formänderungs-  und  den  Spannungszustand 
beider  Körper  unter  den  beschriebenen  Umständen  näher  zu 
untersuchen. 

Mit  dieser  Aufgabe  beschäftigt  sich  die  Theorie  von  Hertz 
und  nahe  verwandt  damit  ist  die  Theorie  von  Boussinesq,  von 
der  ich  zunächst  einen  kurzen  Abriss  geben  will,  ohne  jedoch 
tiefer  darauf  einzugehen,  als  es  dem  Plane  dieses  Buches 
entspricht. 

Man  denke  sich  einen  Körper,  der  nach  oben  hin  durch 
eine  horizontale  Ebene  begrenzt  ist  und  der  so  grosse  Ab- 
messungen hat,  dass  er  nach  allen  übrigen  Seiten  hin  als  un- 
begrenzt angenommen  werden  kann.  Wenn  der  Erdboden  dem 
Hooke'schen  Gesetze  gehorchte,  könnte  man  sich  die  ganze 
Erde  unter  diesem  Körper  vorstellen.  Obschon  dies  nun  frei- 
lich nach  Versuchen,  die  ich  nach  dieser  Richtung  hin  an- 
stellte, nicht  zutrifft,  will  ich  doch  der  kürzeren  Ausdrucks- 
weise wegen  den  Körper  als  die  Erde  bezeichnen.  An  irgend 
einer  Stelle  dieses  Erdbodens  sei  eine  Last  P  aufgebracht. 
Die  Oberfläche  des  Erdbodens  senkt  sich  unter  dieser  Last 
etwas  ein  und  wir  wollen  nun  untersuchen,  in  welchen  Zwangs- 
zustand die  Erde  in  der  Umgebung  gerathen  müsste,  wenn, 
das  Hooke'sche  Gesetz  giltig  wäre.  Den  Ursprung  des  Coor- 
dinatensystems  lasse  ich  mit  dem  Angriffspunkte  der  Last  P 
zusammenfallen  und  die  Z-Axe  soll  senkrecht  nach  abwärts 
gehen.  Ich  sehe  davon  ab,  das  Coordinatensjstem  auf  dem 
bewegten  Körper  selbst  festzulegen,  sondern  denke  mir  es  in 
absoluter  Ruhe.  Anstatt  dessen  kann  ich  auch  sagen,  dass 
sich  die  entfernter  liegenden  Theile  der  Erde  unter  der  Be- 
lastung nicht  mehr  merklich  gegen  das  Coordinatensjstem 
verschieben  sollen. 
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Die  X-  und  die  F-Axe  laufen  horizontal  und  fallen  im 
ursprünglichen  Zustande  in  die  Erdoberfläche.  Die  Entfernung 
irgend  eines  Punktes  der  Erde  Tom  Coordinatenursprunge  sei 
mit  T  bezeichnet,  so  dass  also 

r«  —  a;*  +  y2  ^  z^  (343) 

ist.   Für  r  =  cx>  müssen  dann  nach  der  Wahl  des  Coordinaten- 
systems  die  elastischen  Verschiebui^en  \ri%  verschwinden. 

Diese  Verschiebungen  selbst  müssen  zunächst  den  allge- 
meinen Gleichgewichtsbedingungen  entsprechen,  die  wir  in  der 
Form  der  GL  (304)  nochmals  anschreiben  wollen: 

— s       I        m      dt        f^ 
V'»?  +  ,^-2  ^  =  0, 

e  ==  Ü  j_  .»_^  j_  ^ 

Die  Definitionsgleichung  für  die  specifische  Volumenänderung 
6  habe  ich  am  Schlüsse  noch  einmal  dazu  gefügt. 

Wenn  jp,  g',  w  drei  Cons tauten  bedeuten,  deren  Werthe 
später  passend  zu  bestimmen  sind,  gibt  das  System  der  Ver- 
schiebungen 


a  X  1^       ZX   \ 

9  1    I     ^' 


(344) 


wie  ich  jetzt  zeigen  will,  einen  möglichen,  also  einen  mit  den 
allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  verträglichen  Zwangs- 
zustand an.  Dazu  sind  einige  etwas  langwierige  Rechnungen 
vorzunehmen,  die  aber  an  sich  ganz  einfach  sind  und  nach 
allgemein  bekannten  Regeln  ausgeführt  werden  können.  Zu- 
nächst bilde  ich 
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um  den  partiellen  Differentialquotienten  Ton  r  nach  x  zu  er* 
mittehi;  differentüre  ich  61.  (343)  partiell  nach  30  und  erhalte 

2r  ö-  =  2fl? ,      also     ^-  =  — . 

€X  '  cx        r 

Setzt  man  dies  in  die  vorausgehende  Gleichung  ein  und  zieht 
zusammen^  so  erhält  man 

H__^.:l^±^^ß±^  +  „.J!1^     (346) 
Wir  brauchen  nur  x  mit  y  zu  vertauschen;  um  sofort 

I l''"^"^^^+.ff"''^^+n£^^^^       (346) 

zu  erhalten.     Ebenso  bilden  wir  durch  Differentiiren 

|i__,^  +  „i(!r!_zifi.  (847) 

Durch  Addition  der  drei  Werthe  finden  wir  e.  Vereinigt  man 
zunächst  die  drei  Glieder  mit  dem  Factor  n,  so  erhält  man 
mit  Rücksicht  auf  Gl.  (343) 

B 


r« 


Die  beiden  Glieder  mit  dem  Factor  p  dagegen  liefern 

_      2r*(g  +  r)  —  (r*  -  g')(g  +  2r) 
P  (ä:  +  ryr^ 

und   dies   vereinfacht   sich  nach  Ausmultipliciren  im   Zähler^ 
Zusammenziehen  und  Herausheben  von  js  zu 


—  P 


z{r^  +  2rz  +  z^) 


oder  nach  Kürzen  mit  {0  +  r)*  zu 

z 

Im  Ganzen  haben  wir  daher  für  e 

e  =  (n-p^q)-^^  (348) 

Wir   müssen  jetzt   v*|   bilden.     Die   unmittelbare   Aus- 
führung der  Differentiationen  würde  zu  allzulangen  und  daher 
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schwer  zu  übersehenden  Formeln  führen.  Wir  wollen  uns 
desshalb  hierzu  einiger  einfacher  Hülfssätze  bedienen.  Wenn 
A  und  B  zwei  beliebige  Functionen  von  xyz  sind^  so  ist 

dx^       ^  dx  "^       dx 

dx^^       '  dx^    "^     dx  dx    *^       dx* 

Die  gleichen  Formeln  gelten  auch  für  die  Differentiationen 
nach  y  und  0,  Fasst  man  daher  die  drei  zweiten  Differential- 
quotienten zusammen^  so  findet  man 

V^U5)=^V*5+5vM+2(|J4f  +  |f|f+|^|f).(349) 

Femer  sei  die  Differential-Operation  y^  an  einem  Bruche 
■j-  vorgenommen.     Man  hat 

J^/J_\ 1  dÄ 

dxXA/  A^  dx 

dx^VÄ/  Ä*  dx*  '^"  A^\dx) 

und  daher  nach  Zusammenfassen  der  Resultate  für  die  Diffe- 
rentiationen nach  allen  drei  Axenrichtungen 

v(f )  - -iv^ + i((|i)' + {^y + i^ry  <.m 

Jetzt  soll  die  Operation  y^  an  r,  das  durch  GL  (343) 
definirt  ist,  ausgeführt  werden.     Wir  fanden  schon 

dr  X 

dx         r 

und  erhalten  daraus  durch  nochmalige  Differentiation 

d^r         1  X  er  r*  —  x* 

dx^        r         r*  dx  r® 

und  ähnlich  für  die  beiden  anderen  Axenrichtungen.  Im  Gan- 
zen wird  daher  mit  Rücksicht  auf  GL  (343) 

V^-  =  f  •  (351) 

Setzt  man  in  GL  (350)  r  an  Stelle  von  A^  so  findet  man 
nach  einer  kleinen  Umrechnung 
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V«(7)=0.  (352) 

Dies  ist,  nebenbei  bemerkt,  eine  der  bekanntesten  Gleichungen 
der  Potentialtheorie.  —  Wir  geben  jetzt  näher  auf  unser  Ziel 
los  und  bilden 

und  auf  Grund  von  Gl.  (350) 

V^T+^Z  ^  ""  (z+W  *  r  '^{z  +  ry  \\7/    "^  (r/    +  \T~)  )  ' 

was  sich  nach  einfacher  Umformung  vereinfacht  zu 

Ebenso  bilden  wir  nach  GL  (349),  mit  Berücksichtigung  yon 
Gl.  (352) 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  ohne  zu  grosse 
Weitläufigkeiten  daran  gehen,  die  Operation  v'  an  |  auszu- 
fahren.  Wir  finden  zunächst  für  das  erste  Glied  nach  Gl.  (349) 

V  7(7+7)  —  y  V  \-^j^l  -T  jj^  •  V  7  -t-  ^  l  —  \7     ^]  7(:^-+7)8  + 

,  ^y        y        .  xz     r  +  z    I 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (353)  und  (354)  ver- 
einfacht sich  dies  zu 

2        ^        _        2a? 2a?         ,    o     —r*+x*  +  y*  +  z*  +  rz 

^   r(z  +  r)        r\r  +  zY        r» (r  +  js)  "f"     "^  r*(ff  +  r)* 

_  o^»-'--y(g  +  y)  +  y^ 

Die  Glieder  im  Zähler  heben  sich  gegeneinander  weg  und  da- 
her ist 

V»7^  =  0.  (355) 

Wir  können  daraus  sofort  schliessen,  dass  auch 


V 

sem  muss. 


VV+T)  =  0  (356) 
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Jetzt  gehen  wir  dazn  über^  die  Operation  y'  an  dem 
zweiten  Oliede  des  für  g  aufgestellten  Ausdrucks  auszuführen. 
Wir  finden  zunächst 

±(1\ s^ 

dx\rV  ^r» 

ä^«  w  *"  ""  ;^  +  15  ;t 

und  durch  Zusammenfassen  der  drei  Differentialquotienten 

V'(p)=-^-  (357) 

Da  ^^0x  =  0  ist,  erhalten  wir  nach  Gl.  (349) 


oder 


V't^ 5^-  (358) 


Jetzt  endlich  können  wir  dazu  übergehen,  die  Werthe  für 
die  Verschiebungen  in  die  allgemeinen  Gleichgewichtsbedin- 
gungen einzusetzen,  um  uns  davon  zu  überzeugen,  ob  diese 
dadurch  befriedigt  werden.  Für  den  Differentialquotienten  von 
e  nach  x  hat  man  nach  Gl.  (348) 

ä^--3(»»-i'-3)iT- 

Die  erste  der  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen 

oc.    ,        m      de        ^ 

wird  nun  in  der  That  identisch  befriedigt,  wenn  wir  den  so- 
eben angegebenen  Werth  von  ^  und  ausserdem  den  aus  den 

V  

vorausgehenden  Betrachtungen  abgeleiteten  Werth 

einsetzen,   falls  wir  die  Constanten  pqn  so  wählen,   dass  sie 
die  Bedingungsgleichung 

2«+^(«-l)-«)  =  0  (359) 
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erfüllen.   Die  Betrachtung  der  zweiten  Gleichgewichtsbedingung 

liefert  nichts  Neues  ^  da  x  und  y  bezw.  g  und  17  ganz  sym- 
metrisch in  allen  Formeln  auftreten  und  daher  überall  mit- 
einander vertauscht  werden  können;  die  Erfüllung  dieser  Glei- 
chung ist  daher  ebenfalls  an  die  Bedingungsgleichung  (359) 
gebunden. 

Wir  bilden  jetzt  y^g.    Das  erste  Glied  davon  verschwin- 
det nach  Gl.  (352).    Beim  zweiten  erhalten  wir  nach  GL  (349) 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (357) 

VV -. (360) 


2r«  — 6g* 

6 


Damit  wird 

Femer  ist  nach  GL  (348) 

und  wenn  wir  diese  Werthe  in  die  dritte  der  allgemeinen 
Gleichgewichtsbedingangen 

^  *    *    m  — 2  dz 

einsetzen ;  finden  wir,  dass  diese  ebenfalls  identisch  erfüllt 
wird,  falls  nur  zwischen  den  Goemcienten  pqn  die  Bedingungs- 
gleichung (359)  besteht. 

Es  ist  also  jetzt  nach  diesen  mühsamen  Rechnungen  in 
der  That  nachgewiesen,  dass  das  System  der  Verschiebungen 
gi^g  in  den  GL  (344)  einen  möglichen  Zwangszustand  dar- 
stellt. Es  muss  jetzt  noch  untersucht  werden,  ob  es  zugleich 
jener  ist,  der  den  Grenzbedingungen  unserer  Aufgabe  ent- 
spricht. Dazu  gehört  vor  allen  Dingen,  dass  die  wagrechte 
Erdoberfläche  sonst  überall,  mit  Ausnahme  der  Angriffsstelle 
der  Last  P,  frei  ist,  dass  also  för  ^  =  0  die  Spannungen  0, 
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mit  Ausnahme  der  Nachbarschaft  des  Ursprungs  des  Coordi- 
natensystems,  verschwinden  müssen,  während  zugleich  die 
Spannungen  Xgx  und  x,y  an  der  ganzen  Oberfläche  ohne  Aus- 
nahme überall  gleich  Null  sein  müssen.  Wir  prüfen  zunächst 
die  letzte  Bedingung.    Nach  den  Gl.  (288)  ist 


^^^  =  ^(aJ  +  äl")" 


dy 

Für  die  hierin  Torkommenden  Differentialquotienten  findet 
man  nach  den  Gleichungen  (344) 

W  "•P^^^CTR-' V  +  T  +  2^)  +  7*- -  3 


W- 


Z^X 


^p-fi  +  nx 


dz 

dy  ^  r» 


3w 


Li. 


Setzt  man  diese  Werthe  ein^  so  wird 

^'y  ==  (^^  [p  +  n  —  q  —  6w^) 


(361) 


Für  0=^0  sollen  diese  Spannungscomponenten  überall 
verschwinden.  Daher  muss  zwischen  den  Gonstanten  pqn  die 
fernere  Bedingungsgleichung 

p  +  n  —  q  =  0  (362) 

erfüllt  sein.    Wenn  diese  besteht,  ist  aber  die  fragliche  Grenz- 
bedingung in  der  That  überall  befriedigt. 

Wir  kommen  jetzt  zu  der  Normalspannung  tfg.  Für  diese 
hat  man  nach  den  Gleichungen  (292) 

\dz     '    m  — 2/ 


6 
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Der  Herin  yorkommende  Differentialquotient  ist  nach  den 
GL  (344) 

dz  "^        *r8  ^"^\r»  r*r 

Setzt  man  ferner  noch  e  ans  GL  (348)  ein^  so  wird 

Dieser  Ausdruck  wird  yon  selbst  für  jP  =  0  überall  zu  Null, 
mit  Ausnahme  der  unmittelbaren  Nachbarschaft  des  Ursprungs. 
Dort  ist  nämlich  zugleich  r  «=»  0  und  6g  nimmt  die  unbe- 
stimmte Form  -^  an.     Mit  Hilfe  der  GL  (359)  und  (362),  die 

zwischen  den  Goefficienten  pqn  bestehen  müssen,  kann  man 
den  Ausdruck  übrigens  noch  vereinfachen.  Die  Auflösung 
dieser  Gleichungen 

p  -\'  n  —  q  =^  0 
nach  p  und  q  liefert  nämlich 

p=.—-—n',       q=      ^      n,  (363) 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  für  6,  ein,  so 
geht  diese  üb*er  in 

<y,  =  -6(?w^,  (364) 

da  sich  die  anderen  Glieder  alle  gegeneinander  wegheben. 

Die  Bestimmung  der  Vertheilung  der  Druckkräfte  6^  in- 
nerhalb der  Druckfläche  selbst  können  wir  auf  Grund  dieses 
Ausdrucks  nicht  versuchen,  da  die  ganze  Betrachtung  von 
vornherein  darauf  verzichtete,  die  Erscheinungen  in  nächster 
Nähe  der  Angriffsstelle  der  Belastung  darzustellen.  Sonst  hätte 
•der  Ansatz  (344)  für  die  Yerschiebungscomponenten  überhaupt 
nicht  in  solcher  Art  gemacht  werden  dürfen,  da  er  schon  die 

Yerschiebungscomponenten  im  Ursprung  in  der  Form  ~  er- 
gibt. Die  Untersuchung  lässt  es  vielmehr  dahingestellt,  wie 
sich  die  Verhältnisse  an  der  Angriffsstelle  der  Last  in  Wirk- 
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lichkeit  gestalten  und  beschränkt  sich  auf  die  BehiLndlung  des 
Zwangszustandes  an  den  weiter  ab  liegenden  Stellen. .  Dabei 
verläast  man  sich  darauf,  dass  es  fQr  diese  femer  Uegenden 
Stellen  ohnehin  ganz  gleichgültig  ist,  welche  genauere  Art  der 
Lastvertheilung  an  der  Angriffsstelle  vorliegt,  ganz  so  wie  es 
auch  schon  bei  der  Saint -Venant'schen  Theorie  geschehen  war. 

Dagegen  bleibt  jetzt  noch  die  Gonstante  n  zu  bestimmen 
in  der  Art,  dass  jedenfalls  der  ganze  Übertragene  Druck  gleich 
P  ist.  Wir  führen  dies,  um  nicht  mit  den  Verhältnissen  an 
der  Druckfläche  in  Berührung  zu  kommen^  so  aus,  dass  wir 
eine  horizontale  Ebene  im  festen  Abstände  z  vom  Ursprünge 
ziehen  und  den  ganzen  Djuck  (T«,  der  durch  diese  Ebene  über- 
tragen wird,  gleich  P  setzen.  Denn  offenbar  muss,  wenn 
vom  Eigengewichte  abgesehen  wird,  derselbe  Druck  P  von 
jeder  horizontalen  Schicht  auf  die  folgende  weiter  geleitet 
werden. 

In  dieser  horizontalen  Ebene  sei  ein  Kreis  vom  Halb- 
messer Q   gezogen,   dessen  Mittelpunkt   auf  der  Z-Axe   liegt. 

Dann  ist 

p«  =  r«  -  z^  (365) 

und  an  allen  Stellen  dieses  Kreises  hat  6,  nach  61.  (364)  den- 
selben Werth.  In  einem  ringförmigen  Streifen,»  der  von  den 
Radien  g  und  q  -{'  dg  eingeschlossen  wird,  überträgt  sich  da- 
her der  Druck 

6Gn T  •  27tQdQ 

und  das  Integral  dieses  Ausdrucks  von  p  =  0  bis  p  =»  oo  muss 
für  jedes  constante  z  gleich  P  sein.  Von  der  Berücksichti- 
gung des  negativen  Vorzeichens  in  Gl.  (364)  wurde  jetzt  ab- 
gesehen; es  drückt  nur  aus,  dass  a^  eine  Druckspannung  be- 
deutet, wenn  n  positiv  ist.  Die  Integration  ist  leicht  auszu- 
führen; man  hat 

Wenn  man  die  Grenzen  einsetzt,  wird  daher 


J(?' 
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2QdQ  2 


00 


J       5  - ,.. 

0 


(?'+^'J*       "' 


und  die  Bedingungsgleichung  fiir  das  Gleichgewicht  der  Span- 
nungen Cjt  mit  P  lautet 

Diese   Gleichung   ist   nun   in   der  That    für   jedes   e    erfüllt, 
wenn  man 

«  -  ^  (366) 

setzt.   Hiermit  sind  alle  Constanten  pqn  den  Grenzbedingungen 
entsprechend  bestimmt. 

Die  ergänzten   und  vollständig   durchgeprüften  Verschie- 
bungscomponenten  1 97  ^  lauten  daher  jetzt 


^  »i~2p      X        I      P    zx 


(367) 


Zum  Vergleiche    dieser   Ergebnisse    mit    der   Erfahrung 

eignet  sich  am  besten  die  Formel  für  5>  bezogen  auf  Punkte 

in   der   Oberfläche,    da   die   Messung   der   Einsenkungen    der 

Oberfläche  am  leichtesten  ausgeführt  werden  kann.    Mit  jS^  =  0 

verschwindet  das  zweite  Glied  des  Ausdrucks  für  i  und   das 

erste  lässt  sich  mit  Bücksicht  auf  die  Gl.  (34) 

^  tnE 

^""   2(m  +  l) 

in  der  etwas  bequemeren  Form 

anschreiben.  Man  schliesst  daraus,  dass  die  Oberfläche  in  ein 
Umdrehungshyperboloid  übergehen  müsste,  wenn  der  Erdboden 
das  Hooke'sche  Gesetz  befolgte.  Ich  erwähnte  indessen  schon 
in  §  38,  wo  ich  Messungen  mittheilte,  die  ich  hierüber  ange- 
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stellt  habe^  dass  diese  Folgerung  für  den  Erdboden  nicht 
zutrifft. 

Mit  den  Gleichungen  (367)  ist  der  ganze  Zwangs-  und 
Spannungszustand  des  Körpers  gegeben.  Man  kann  daran 
leicht  weitere  Folgerungen  über  die  Spannungsvertheilung 
knüpfen.  Ich  will  mich  jetzt  mit  ausführlicheren  Rechnungen 
hierüber  nicht  aufhalten  ^  sondern  nur  noch  einige  Resultate 
angeben^  die  man  sich,  wenn  es  gewünscht  wird,  leicht  selbst 
ableiten  kann. 

Es  genügt,  wenn  man  den  Spannungszustand  für  alle 
Punkte  untersucht,  die  auf  irgend  einer  durch  die  Z-Axe  ge- 
legten Ebene  enthalten  sind,  da  für  alle  anderen  Ebenen  dieser 
Art  dasselbe  gilt.  Wir  wählen  dazu  die  XZ- Ebene.  Ausser- 
dem ziehe  man  eine  horizontale  Ebene  z  =  const.,  die  die 
XZ- Ebene  in  einer  wagrechten  Linie  schneidet.  Für  alle 
Punkte  dieser  Linie  wird  (wie  übrigens  schon  aus  Symmetrie- 
gründen zu  schliessen  ist)  x^y  zu  Null.  Die  Spannungscompo- 
nenten  6^  und  r^x  setze  man  zur  resultirenden  Spannung  p  für 
den  wagrechten  Schnitt  zusammen.  Man  findet  dann,  dass 
die  Richtung  von  p  durch  den  Ursprung  geht  und  der  Grosse 
nach  durch  die  Formel 

P='^'y.  ■        (369) 

dargestellt  wird.  Femer  denke  man  sich  einen  Kreis  von  be- 
liebigem Halbmesser  durch  den  Ursprung  gelegt,  dessen  Mittel- 
punkt auf  der  Z-Axe  enthalten  ist.  Für  alle  Punkte  dieses 
Kreises  nimmt  dann,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  p  denselben 
Werth  an.  —  Damit  hat  man  schon  ein  ziemlich  deutliches 
Bild  der  Spannungsvertheilung  gewonnen,  namentHch  wenn 
noch  hinzugefügt  wird,  dass  p  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrate  des  Halbmessers  dieses  Eireises  ist. 

§  72.    Fortsetzung;  Theorie  von  Hertz. 

Die  Hertz'sche  Theorie  bewegt  sich  in  ganz  ähnliclien 
Bahnen,  wie  die  von  Boussinesq,  macht  aber  dabei  noch  etwas 
mehr  B/Cchnungen  erforderlich.     Aus  diesem  Grunde  habe  ich 
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micli  hier  für  eine  etwas  ausführlicliere  Behandlung  der  Bous- 
sinesq'schen  Theorie  entschieden^  während  ich  mich  darauf  be- 
schränken werde,  von  der  Hertz'schen  nur  die  wichtigsten  Re- 
sultate mitzutheilen.  Es  kommt  mir  hier  eigentlich  nur  darauf 
an,  eine  ungefähre  Vorstellung  von  dem  Gedankengange  solcher 
Betrachtungen  zu  geben,  während  für  ein  eingehenderes  Stu- 
dium auf  die  Originalarbeiten  oder  auch  auf  das  schon  in 
der  Vorrede  erwähnte  Werk  von  Love,  Treatise  on  the  theory 
of  Elasticity,  2  vol.  Cambridge  1892 — 1893  verwiesen  werden 
muss. 

Auch  Hertz  giebt  ein  System  von  Verschiebungscompo- 
nenten  ^ri^  an,  das  mit  den  allgemeinen  Gleichgewichtsbedin- 
gungen verträglich  ist  und  die  Grenzbedingungen  befriedigt. 
Dabei  wird  angenommen,  dass  zwei  Körper  mit  beliebig  ge- 
stalteter  Oberfläche  aufeinander  gedrückt  werden,  dass  aber 
die  Abmessungen  der  Druckfläche  klein  im  Vergleiche  zu  den 
Krümmungshalbmessern  der  Oberflächen  bleiben.  Der  wesent- 
liche Unterschied  gegenüber  den  Untersuchungen  des  vorigen 
Paragraphen  besteht  indessen  darin,  dass  ein  Ausdruck  für  den 
Zwangszustand  aufgestellt  wird,  der  grade  in  der  Druckfläche 
und  deren  Umgebung  die  Erscheinungen  genau  darstellt,  wäh- 
rend in  endlichen  Entfernungen  davon  die  Verschiebungen 
§  iy  £  im  Vergleiche  hiermit  nahezu  verschwinden. 

Zunächst  zeigt  sich,  dass  die  Druckfläche  die  Gestalt  eines 
Kegelschnitts  annimmt,  dass  sie  also  etwa  durch  eine  Ellipse 
oder  in  besonderen  Fällen  durch  einen  Kreis   begrenzt  wird. 

Die  Ausdrücke  für  die  Verschiebungscomponenten  sind 
liier  complicirter  als  bei  Boussinesq.  Man  kann  sich  die  Sache 
etwa  in  folgender  Weise  klar  machen.  Drückt  man  die  all- 
gemeinen Gleichgewichtsbedingungen  in  der  Form  von  Gl.  (296) 

AM 

V^Ö  H r^vdivö  =  0 

aus,  so  weiss  man  zunächst  aus  der  Potentialtheorie,  dass  die 
Kraft  t),  die  von  irgendwie  gelegenen  Massen  nach  dem  Ge- 
setze des  umgekehrten  Quadrats  der  Entfernung  ausgeht,  überall 
ausserhalb  der  Massen,  diese  Gleichung  befriedigt.    Man  denke 

Föppl,  Festigkeitslehre.  28 


434  Elfter  Absclmitt. 

sich  also  etwa  die  Druckfläche  mit  einer  solchen  Masse,  z.  B. 
mit  Electricität  nach  einem  bestimmten  Dichtigkeitsgesetze 
belegt  und  die  davon  ausgehende  electrostatische  Kraft  abge- 
leitet. Setzt  man  dann  die  Verschiebung  im  elastischen  Kör- 
per der  gefundenen  Kraft  überall  proportional,  so  hat  man 
schon  einen  möglichen  Zwangszustand.  Dieser  befriedigt  aber 
noch  nicht  die  vorgeschriebenen  Grenzbedingungen.  Man  kann 
aber  von  da  aus  auch  zu  verwandten  Functionen  übergehen, 
die  ebenfalls  die  Grundgleichung  erfüllen  imd  so  nach  einigem 
Probiren  zu  der  wirklichen  Lösung  gelangen.  Auf  diesem 
Wege  scheint  wenigstens  Hertz,  obschon  er  sich  selbst  nicht 
darüber  ausspricht,  zu  seinem  Resultate  gelangt  zu  sein. 

Die  Potentialfunction  der  auf  der  Druckfläche  vertheilten 
Massen  sei  mit  V  bezeichnet.  Dann  bilde  man  eine  neue 
Function  U,  die  durch  die  Gleichung 

n  «  a0V  +  hfvdjs  (370) 

definirt  ist  imd  setze 

Man  kann  ohne  Schwierigkeit  nachweisen,  dass  dieses 
System  von  Verschiebungen  die  Grundgleichungen  befriedigt, 
falls  zwischen  den  Constanten  a,  fc,  c  die  Bedingung 

2«  +  ;;r^(2o  +  c)  =  0  (372) 


erfüllt  wird.  Dann  wendet  man  sich  der  Untersuchung  der 
Grenzbedingungen  zu.  Auf  der  Körperoberfläche  sollen  die 
Schubspannungen  überall  verschwinden.  Wenn  man  r^  und 
r,y  bildet,  überzeugt  man  sich,  dass  dies  zutriflft,  wenn  zwi- 
schen den  Constanten  a,  6,  c  noch  die  fernere  Bedingungs- 
gleichung 

2a  — 26-f-c  =  0  ^  (373) 

besteht.  Dann  bildet  man  <y«;  man  erhält  nach  einigen  Um- 
rechnungen, nachdem  man  6  und  c  mit  Hülfe  von  (372)  und 
(373)  eliminirt  hat, 
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«r,-.2«G(.|J-|3.  (374) 

An  der  Körperoberfläche,  also  f ür  j?  =  0  wird  dies 

tf,^o  =  — 2a6?|^.  (375) 

Dies  wird  aber  in  der  That  überall  zu  Null,  mit  Ausnahme 
des  Inneren  der  Druckfläche.  Zugleich  sieht  man  jetzt  auch 
den  Grund  ein,  weshalb  die  grayitirenden  Massen,  yon  denen 
das  Potential  V  zu  nehmen  war,  über  die  Druckfläche  vertheilt 
sein  mussten. 

Das  ist  so  etwa  im  grossen  Ganzen  der  Gedankengang  der 
Hertz'schen  Untersuchung;  natürlich  sind  dabei  beide  Körper 
ins  Auge  zu  fassen  und  auf  das  gegenseitige  Verhalten  beider 
beziehen  sich  auch  noch  einige  Qrenzbedingungen,  worauf  ich 
aber  hier  nicht  weiter  eingehen  will. 

Die  wichtigsten  Resultate,  zu  denen  Hertz  dabei  gelangte, 
sind  folgende.  Man  denke  sich  im  natürlichen  Zustande,  wenn 
beide  Körper  sich  nur  in  einem  Punkte  berühren,  in  nächster 
Nachbarschaft  des  Berührungspunktes,  alle  zusammengehörigen 
Punkte  beider  Oberflächen  aufgesucht,  die  einen  constanten 
kleinen  Abstand  e  in  der  Richtung  der  Z-Axe  voneinander 
besitzen.  Diese  Punkte  geben  bei  ihrer  Projection  auf  die 
Berührungsebene  eine  Ellipse.  Die  Druckfläche  ist  dann  auch 
eine  Ellipse  von  denselben  Axenrichtungen*,  dagegen  ist  das 
Verhältniss  der  Axen  von  dem  der  Ellipse  e  =  const.  ver- 
schieden. Für  die  beiden  Halbaxen  a  und  h  der  Druckfläche 
findet  Hertz 


^"  8(9,1 +  ?,,  +  e„ 


) 

3 


3P{^,+&,) 


(376) 


+  9i%  +  Qu  +  9ii) 

Die  Zahlen-Coefficienten  fi  und  v  sind  nur  von  dem  Axen- 
yerhältnisse  der  Ellipse  e  =  const.  abhängig.  Hertz  gibt  dafür 
eine  Tabelle.  Wenn  die  Ellipsen  e  =  const.  zu  Kreisen  wer- 
den, ist  ft  =  V  =  1  und  die  Druckfläche  wird  auch  ein  Kreis. 
P  ist  der  Druck,  mit  dem  beide  Körper  aufeinander  gepresst 

28* 
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werden;  O-^  und  ^"2  sind  Elasticitätsconstanten  der  beiden  auf- 
einander gepressten  Körper  und  zwar  ist  für  jeden  nach  den 
in  diesem  Buche  gebrauchten  Bezeichnungen 

4(1»«— 1)         2(m— 1) 
tn*iJ  mG 

ZU  setzen.  Ferner  bedeuten  die  q  die  4  Hauptkrümmungen 
beider  Körper  im  natürlichen  Zustande  an  der  Berührungs- 
stelle (also  die  reciproken  Werthe  der  Hauptkrümmungshalb- 
messer). 

Die  Vertheilung  des  Normaldrucks  ög  über  die  Druckfläche 
wird  durch  die  Formel 

dargestellt.  Am  Bande  der  Druckfläche  ist  (j^  =  0  und  nach 
der  Mitte  hin  wächst  es  wie  die  Ordinaten  eines  über  der 
Druckfläche  construirten  EUipsoids.  In  der  Mitte  wird  6^  am 
grössten  und  zwar  iVgmal  so  gross  als  im  Durchschnitt  für 
die  ganze  Fläche.  Bezeichnet  man  den  grössten  Werth  von 
6g  mit  ÖQy  so  wird  speciell  für  kreisförmige  Druckflächen 

8  y 

^               ^    1/  T>i^(9il  +  Qli  +  Q%i  +  Q^i)\^  /Q7Q\ 

^0  =  2^  K   ^  l 3C^,-h^.) i  *^^^^^ 

und  die  Annäherung  «,  die  beide  Körper  durch  die  Abplattung 
erfahren,  wird 

«  =  ^^^%f^-  (B79) 

Der  Halbmesser  der  Druckfläche  wächst  proportional  mit 
der  dritten  Wurzel  des  Druckes  P  und  in  demselben  Masse 
wächst  auch  die  Beanspruchung  des  Materials;  die  Annäherung 
a  wächst  dagegen  proportional  mit  der  zweidrittelten  Potenz 
von  P. 

Speciell  wird  für  zwei  Kugeln  aus  demselben  Material 
mit  r^  und  r^  nach  Umrechnung  der  Elasticitätsconstanten  d" 

auf  E  und  mit  m  =  -r- 

«  =  l'l^l^l^-  (380) 
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Das  untere  Vorzeichen  im  Nenner  ist  zu  nehmen,   wenn  die 
eine  Kugel  eine  Hohlkugel  ist.     Femer  wird 

(fo  =  0,388  l^PE*  (^' )' ,  (381) 

8 


«  =  1,231/^1^.  (382) 

Praktisch  wichtig  ist  namentlich  der  Fall,  dass  an  Stelle  der 
einen  Kugel  eine  Platte  tritt.  Man  braucht  dann  nur  den 
betreffenden  Halbmesser  in  den  vorausgehenden  Formeln  un- 
endlich gross  zu  setzen.  Dadurch  erhält  man  für  eine  Platte 
und  eine  Kugel  vom  Halbmesser  r 

a  =  l,ll|^5'  (^^^) 

«T„=  0,388  J^^,  (384) 


«  =  l>23y^.  (385) 

Femer  erhält  man  für  zwei  rechtwinklig  gekreuzte 
Cy lind  er  von  demselben  Halbmesser  r 

ff^  =  0,388  y^ .  (386) 

Praktisch  wichtig  ist  femer  noch  der  Fall,  dass  sich 
zwei  Cylinder  von  den  Halbmessern  r^  und  r^  längs 
einer  Erzeugenden  berühren.  Man  muss  sich  die  Cylin- 
der imendlich  lang  denken.  Die  eine  Halbaxe  der  Druckellipse 
wird  dann  auch  unendlich  gross  und  für  die  andere  erhält  man 


<r.  =  0,418  |/p'£i^  .  (888) 

Die  Wurzeln  sind  hier  Quadratwurzeln,  worauf  ich  ausdrück- 
lich aufmerksam  mache;  unter  P'  ist  der  Druck  auf  die  Längen- 
einheit der  Cylinder  zu  verstehen;  P'  hat  daher  die  Dimen- 
sion kg/cm. 
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Wenn  einer  der  Cylinder  durch  eine  Platte   ersetzt  wird 
(z.  B.  bei  den  Walzenlagern  der  Brückenträger)  wird 


a  =  1,52  Y^  (389) 

tfo=  0,418}/^.  (390) 

Vorausgesetzt  wird  dabei,  dass  die  Platte  hinreichend  dick  ist, 
so  dass  die  Spannungen  sich  nahezu  so  vertheilen,  als  wenn 
die  Dicke  unendlich  gross  wäre. 


§  73.    Die  Härte  der  Körper,  besonders  der  Metalle. 

Der  Begriff  der  Härte  läuft  neben  den  anderen  Arten  der 
Festigkeit  ohne  rechten  Zusammenhang  her;  wenigstens  war 
es  so  vor  der  Untersuchung,  die  Hertz  darüber  angestellt  hat. 
Die  Mineralogen  prüften  die  Härte  der  Gesteine  durch  Ritz- 
versuche und  sie  haben  eine  besondere  Härtescala  aufgestellt, 
in  die  die  einzelnen  Mineralien  nach  Ordnungsnummern  ein- 
gereiht werden.  Bei  dieser  Art  der  Prüfung  und  Eintheilung 
fehlt  jede  üebersicht  über  den  Zusammenhang  der  Härte  mit 
den  übrigen  elastischen  und  Festigkeitseigenschaften  der  Körper. 
Von  den  Metallen  wird  der  Begriff  der  Härte  namentlich  beim 
Stahle  vielfach  gebraucht.  Man  versteht  dann  unter  der  Härte 
im  Allgemeinen  den  Widerstand  gegen  eine  Bearbeitung  durch 
schneidende  Werkzeuge  auf  der  Drehbank,  der  Hobelmaschine, 
der  Bohrmaschine  u.  s.  ^.  Da  es  sich  gezeigt  hat,  dass  diese 
Eigenschaft  des  Stahls  besonders  von  dem  Gehalte  an  Kohlen- 
stoff (aber  auch  an  Mangan,  Chrom,  Wolfram  u.  s.  f.)  abhängt, 
begnügt  man  sich  häufig  damit,  die  Härte  des  Stahls  einfach, 
durch  Angabe  des  Kohlenstoffgehalts  zu  kennzeichnen. 

Dieser  Unsicherheit  in  der  Feststellung  des  Begriffes  der 
Härte  hat  Hertz  durch  seine  Untersuchung  abgeholfen.  Er 
machte  darauf  aufmerksam,  dass  es  sich  bei  der  Härte  immer 
um  eine  Festigkeitseigenschaft  handelt,  die  sich  bei  der  Be- 
rührung zweier  Körper  von  gleicher  oder  verschiedener  Art 
unter  einem   gewissen   Drucke   geltend    macht.      Wird   unter 


1 
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einem  bestimmten  Drucke  bei  der  Berührung  ein  bleibender 
[Eindruck  hervorgerufen,  so  entsteht  ein  Bitz  oder  überhaupt 
eine  sich  der  Länge  nach  hinziehende  Beschädigung^  wenn  man 
den  einen  Korper  unter  diesem  Drucke  über  den  anderen  fort- 
bewegt. Wenn  man  sich  über  die  Eigenschaft  der  Härte  Bechen- 
Schaft  ablegen  will^  muss  man  daher  zunächst  den  Spannungs- 
und  Zwangszustand  untersuchen,  der  bei  dem  Aufeinanderdrücken 
zweier  Korper  entsteht.  Diese  Aufgabe  hat  aber  Hertz  durch 
die  Entwickelungen  gelöst^  von  denen  im  vorigen  Paragraphen 
die  Rede  war. 

um  zu  einer  absoluten  Messung  der  Härte  zu  gelangen, 
schlug  Hertz  vor^  jeden  Stoff  nur  mit  sich  selbst  zu  prüfen^ 
also  zwei  Stücke  desselben  Materials  aufeinanderzudrücken. 
Die  Oberflächen  beider  Stücke  an  der  Berührungsstelle  sollten 
so  gewählt  werden^  dass  die  Druckflächen  kreisförmig  würden. 
Dann  soll  der  Druck  zwischen  beiden  Korpern  allmählich  so 
weit  gesteigert  werden,  bis  bleibende  Formänderungen  ent- 
stehen. Die  nach  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  be- 
rechnete grösste  Druckspannung  6q  in  der  Mitte  der  Druck- > 
fläche  bei  dieser  Grenzbelastung  gilt  nach  Hertz  als  das 
absolute  Maass  der  Härte  des  Körpers. 

Hertz  selbst  hat  dieses  Verfahren  nur  an  Glas  geprüft. 
Später  hat  es  Auerbach  auf  verschiedene  Mineralien  und  eine 
Reihe  von  weichen  und  harten  Glassorten  angewendet  Im 
Allgemeinen  wurde  dabei  die  Hertz'sche  Theorie  bestätigt;  es 
zeigte  sich  aber  unerwarteter  Weise,  dass  die  absoluten  Dimen- 
sionen der  Probekörper  von  Einfluss  auf  die  Härteziffern  waren. 
Dies  kann  nur  durch  das  besondere  Verhalten  der  Oberflächen-, 
schiebt  bedingt  sein;  die  Erscheinung  lässt  sich  mit  den  Ga- 
pillaritätserscheinungen  in  Parallele  stellen.  Wäre  nämlich  ein 
solcher  Grund  für  die  Abweichung  nicht  vorhanden,  so  Hesse 
sich  gar  kein  Einfluss  der  absoluten  Dimensionen  der  Probe- 
körper —  so  lange  man  das  Eigengewicht  immer  noch  ver- 
nachlässigen kann  —  erwarten.  Man  brauchte  sich  ja  nur 
z.  B.  jedes  Volumenelement  in  doppelter  linearer  Vergrösserung 
zu  denken,   alle  §  ij  g   zu  verdoppeln,    die  specifischen  Span- 
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nongen  aber  in  gleicher  Grosse  zu  lajasen^  tun  sofort  eine 
Losung  zu  erhalten,  die  ebenfalls  mit  allen  Grenzbedingungen 
zutriflFt,  wenn  dies  von  der  vorigen  galt.  Wenn  man  nicht 
einen  principiellen  Fehler  in  der  Hertz'schen  Darstellung  nach- 
zuweisen vermag,  ist  man  daher  zu  der  Annahme  genothigt^ 
dass  sich  die  äussersten  Oberflächenschichten  eines  festen  Kör- 
pers, auf  die  es  bei  den  Härteerscheinungen  besonders  an- 
kommt, anders  verhalten  als  die  inneren  Theile  des  Körpers. 
Darin  liegt  auch  nichts  Ueberraschendes,  denn  dass  es  bei  den 
flüssigen  Körperu  ebenso  ist,  weiss  man  schon  lange.  Dort 
kann  sich  der  Unterschied  durch  die  verschiedenen  Capilla- 
ritätserscheinungen  nur  viel  deutlicher  bemerklich  machen  als 
bei  den  festen  Körpern,  bei  denen  er  vorher  der  Beobachtung 
entgangen  ist. 

Bei  den  vorher  genannten  spröden  Stoffen  lässt  sich  die 
Härte  ohne  Schwierigkeit  in  üebereinstimmung  mit  der  Hertz'- 
schen  Definition  bestimmen.  Die  erste  bleibeude  Formände- 
rung eines  solchen  Körpers  besteht  in  dem  Auftreten  eines 
Sprunges,  dessen  Eintritt  leicht  festgestellt  werden  kann.  Für 
die  Prüfung  der  Metalle  auf  ihre  Härte  lässt  sich  das  Ver- 
fahren in  dieser  Gestalt  aber  nicht  benutzen,  da  es  an  jedem 
sicheren  Kennzeichen  für  den  Eintritt  der  ersten  bleibenden 
Formänderung  fehlt. 

Auf  Grund  von  Versuchen,  die  ich  zuerst  selbst  mit  ver- 
schiedenen Eisen-  und  Stahlsorten  anstellte  und  deren  Weiter- 
führung ich  hierauf  einem  meiner  Schüler,  Herrn  Ingenieur 
Schwerd,  übertrug,  hat  sich  inzwischen  ein  Verfahren  zur 
Härteprüfung  von  Metallen  herausgebildet,  das  allen  berech- 
tigten Ansprüchen  zu  genügen  scheint.  Man  entnimmt  dem 
Stoffe,  der  geprüft  werden  soll,  zwei  kleine  Plättchen,  die  auf 
einer  Breitseite  cylindrisch  abgedreht  oder  abgeschliffen  und 
hierauf  gut  polirt  werden.  Der  Halbmesser  der  Cylinderfläche 
wird  stets  zu  20  mm  gewählt.  Diese  beiden  Plättchen  legt 
man  kreuzweise  übereinander,  so  dass  sie  sich  in  einem  Punkte 
der  polirten  Cylinderfläche  berühren.  Dann  setzt  man  sie 
einem  gewissen  Drucke  aus  und  beobachtet  den  Durchmesser 
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der  Druckfläche.  Um  dies  bequem  ausfahren  zu  können,  über- 
zieht man  vorher  die  eine  Cylinderfläche  mit  einer  dünnen 
Russschicht.  Die  Druckflächendurchmesser  lassen  sich  nach 
Beendigung  des  Versuchs  leicht  mit  dem  Zirkel  abgreifen. 
Dann  wird  der  Versuch  mit  wachsenden  Druckkräften  noch- 
mals wiederholt,  so  lange  bis  Druckflächen  von  3 — 4  mm  Durch- 
messer entstanden  sind.  Man  überzeugt  sich  nun,  dass  von 
den  kleinsten  Durchmessern  bis  zu  etwa  ly^ — 2  mm  abgesehen, 
die  Inhalte  der  Druckflächen  ziemlich  genau  proportional  mit 
dem  angewendeten  Drucke  wachsen.  Dies  steht  nur  scheinbar 
im  Widerspruche  mit  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen, 
denn  diese  beziehen  sich  nur  auf  rein  elastische  Formände- 
rungen, während  es  sich  hier  um  bleibende  handelt.  Man 
dividirt  nun  jeden  Druck  mit  dem  Inhalte  der  zugehörigen 
Druckfläche  in  Quadratmillimetem.  Diese  Zahlen  weichen  bei 
den  Druckflächen  zwischen  etwa  2  und  4  mm  Durchmesser 
nur  unerheblich  voneinander  ab.  Man  nimmt  von  ihnen  das 
arithmetische  Mittel  und  hat  damit  jene  specifische  Druck- 
belastung gefunden,  die  als  Maass  für  die  Härte  des  Metalls 
angesehen  werden  kann. 

Der  Einfluss  der  absoluten  Dimensionen  der  Probestücke 
hat  sich  auch  bei  diesen  Versuchen  gezeigt.  Bei  drei  Versuchen 
mit  derselben  Bronze  ergab  sich  die  nach  dem  vorher,  be- 
schriebenen Verfahren  ermittelte  Härte  bei  einem  Halbmesser 
der  Cylinderfläche  von 

10         20        40  mm 
zu   94         77         63kg/qmm. 

Es  ist  daher  durchaus  nöthig,  dass  man  bei  dem  Versuche  an 
dem  Normalradius  von  20  mm  festhält,  um  zu  vergleichbaren 
Zahlen  zu  gelangen.*) 


*)  Nöthigenfalls  rechne  man  die  Härte  auf  den  Normalradias  nm, 
indem  man  berücksichtigt ,  dass  die  gefundenen  Ziffern  ziemlich  genau 
der  dritten  Wurzel  des  Radius  umgekehrt  proportional  sind. 
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§  74.    SpanntuigBEtLBtand  in  einem  lockeren  Erdkörper. 

An  dieser  Stelle  kann  es  sich  nicht  darum  handeln ,  eine 
vollständige  Theorie  des  Erddrucks  zu  entwickeln;  nur  soweit 
die  Methoden  der  Festigkeitslehre  dabei  in  Frage  kommen^ 
soll  ein  gedrängter  Ueberblick  über  diese  Sache  gegeben  werden. 

Dass  ein  Erdkörper  auch  elastische  Formänderungen  aus- 
zuführen vermag,  ist  schon  bei  früheren  Gelegenheiten  bemerkt 
worden;  aber  auch  darum  soll  es  sich  hier  nicht  handeln.  Die 
Hauptfrage,  die  wir  behandeln  wollen,  ist  vielmehr  folgende. 
Auf  den  horizontalen  Erdboden  sei  eine  Schicht  lockeren 
Sandes  in  überall  gleicher  Höhe  und  auf  grosse  horizontale 
Entfernungen  hin  aufgeschüttet.  Wir  betrachten  den  Span- 
nungszustand in  dieser  Sandschicht  an  irgend  einer  Stelle, 
die  hinreichend  weit  von  den  Rändern  entfernt  ist,  um 
annzhmeu  en  können,  dass  er  von  deren  Nähe  nicht  beeinflusst 
ist.  Längs  jeder  Lothrechten,  die  wir  uns  in  dieser  Weise 
durch  die  Sandschicht  gezogen  denken  können,  haben  wir  dann 
denselben  Spannungszustand  zu  erwarten.  Für  eine  Z-Axe,  die 
senkrecht  nach  abwärts  gezogen  ist,  können  wir  ög  sofort  an- 
geben. Denken  wir  uns  nämlich  ein  Prisma  von  der  Grund- 
fläche dF  und  der  Höhe  ^,  so  muss 

6,dF=y0dF, 
also 

6,  =  yz  (391) 

sein,  wenn  wir  mit  y  das  Gewicht  der  Volumeneinheit  des 
Sandes  bezeichnen.  Der  Druck  in  lothrechter  Richtung  ist 
ebenso  gross  als  er  in  einer  Flüssigkeit  von  demselben  y  wäre. 
Zugleich  folgt,  dass  Z  mit  der  Richtung  der  einen  Haupt- 
axe  des  Spannungszustandes  zusammenfällt,  dass 

<ya;  =  <iy 

ebenfalls  Hauptspannungen  sind  und  dass  überhaupt  jede  hori- 
zontale Richtung  zugleich  die  Richtung  einer  Hauptspannung 
angibt.  Das  Spannungsellipsoid  ist  hier  ein  Umdrehungsellip- 
soid  mit  senkrecht  gerichteter  ümdrehungsaxe. 

Von  dem  Spannungszustande  in  einer  Flüssigkeit  weicht 


§  74.    SpanDunggzastand  in  einem  lockeren  Erdkörper.         443 

der  in  unserem  Sandkörper  nur  dadurch  ab^  dass  6^  ^uid  6^ 
von  6g  yerschieden  sind  und  unsere  nächste  Aufgabe  besteht 
darin,  das  Yerhältniss  der  horizontal  gerichteten  Hauptspan- 
nungen zu  der  senkrecht  gerichteten  zu  ermitteln.  Offenbar 
hängt  dieses  Verhältniss  von  den  besonderen  physikalischen 
Eigenschaften  des  Sandes  ab.  Wären  die  einzelnen  Sand- 
körner ohne  jede  Reibung  aneinander  verschieblich,  so  hätte 
der  Sandkörper  die  Eigenschaften  einer  Flüssigkeit  und  6^ 
müsste  gleich  cf^,  das  gesuchte  Yerhältniss  also  gleich  1  sein. 
In  der  That  wird  also  der  horizontal  gerichtete  Druck  von 
der  Grösse  der  Reibung  abhängig  sein  müssen. 

um  den  Grad  der  Reibung  zu  kennzeichnen,  bedient  man 
sich  am  besten  des  Reibungs winkeis,  der  hier  auch  als  der 
natürliche  Böschungswinkel  bezeichnet  wird.  Am  Rande  des 
Sandkörpers  dacht  sich  dieser  beim  Aufschütten  unter  diesem 
Winkel  ab.  Eine  steilere  Böschung  vermag  der  Sand  nicht 
anzunehmen,  denn  wenn  man  versuchen  wollte,  die  Böschung 
noch  steiler  aufzuschütten,  würden  die  weiter  aufgebrachten 
Sandkörner  von  der  Oberfläche  abrollen.  Nach  der  Lehre  von 
der  Reibung  tritt  dies  ein,  sobald  der  Winkel  zwischen  der 
Normalen  zur  Böschung  und  dem  lothrecht  nach  abwärts  ge- 
richteten Gewichte  den  Reibungswinkel  übersteigt.  In  der 
That  ist  also  der  natürliche  Böschungswinkel  nichts  anderes 
als  der  Reibungswinkel;   dieser  sei  mit  q)  bezeichnet. 

Wir  wollen  uns  jetzt  aus  dem  Erdkörper  ein  kleines 
Prisma  herausgeschnitten  denken.  Die  Längsrichtung  des 
Primas  möge  in  die  horizontale  Richtung  der  Y-Axe  fallen; 
der  Querschnitt  sei  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  von  dem  eine 
Kathete  dx  in  die  Richtung  der  X-Axe  fallt,  während  die 
andere  von  der  Länge  dis  senkrecht  nach  oben  geht.  Die 
Hypotenuse  bilde  den.  Winkel  ip  mit  der  horizontalen  Rich- 
tung. Als  Zeichnung  dieses  Querschnitts  kann  daher  Abb.  7 
auf  S.  35  angenommen  werden,  abgesehen  davon,  dass  hier 
die  Buchstaben  etwas  anders  gewählt  sind  als  dort.  Wir 
können  uns  auch  auf  die  in  §  4  durchgeführten  Unter- 
suchungen  über    den    Spannungszustand   hier   ohne   Weiteres 


N 
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stützen.  Für  die  dort  mit  a'  und  t'  bezeichneten  Spannungsh 
componenten^  die  zur  Hypotenuse  gehören,  haben  wir  nach 
den  Gl.  (9),  da  r  hier  gleich  Null  ist, 


6    = 2 1 2 COS  2^ 


T  =  — 5 —  sin  2  ^ 


(392) 


Es  fragt  sich  jetzt,  wie  gross  der  Winkel  ist,  den  der 
aus  ö'  und  r'  resultirende  Druck  mit  der  Normalen  zur  Hy- 
potenuse bildet.  Dieser  Winkel  sei  mit  x  bezeichnet;  man 
hat  dafür  ^'  («r^  —  <yj  sin  2 -^ 

^  ^  ""  7"  ""  <y^  +  tf,  +  (ff,  —  <y^)  cos  2^  * 

Entwickelt  man  die  Functionen  sin  2^  und  cos  2  t  ^uid  divi- 
dirt  in  Zähler  und  Nenner  mit  cos^^,  so  geht  dies  über  in 

t8%°.^  +  ^.tg>'  (393) 

Für  uns  ist  es  nun  von  Wichtigkeit,  die  grösste  Winkel- 
abweichung x'  der  resultirenden  Spannung  von  der  zugehö- 
rigen Normalen  zu  berechnen.  Diese  wird  bei  irgend  einer 
Neigung  ^'  der  Hypotenuse  zur  Horizontalen  eintreten,  zu 
deren  Ableitung  wir  uns  des  gewöhnlichen  Verfahrens  zur 
Aufsuchung  eines  Maximums  oder  Minimums  bedienen.  In 
Gl.  (393)  kommt  ^  nur  in  der  Form  tg^  vor  und  wir 
können  daher  gleich  hiemach  differentiiren.     Wir  finden 

digx  _  /^  _  ^  N  g>  +  <^x^g'^  -2g^  tg«i/> 

Wenn  wir  diesen  Ausdruck  gleich  Null  setzen,  erhalten 
wir  zur  Bestimmung  von  ^'  die  Gleichung 

<^*  — <^a:tgV  — 0. 

Hiemach  ist  _  /V 

tgV'-=±]/^-  (394) 

Das  doppelte  Wurzelvorzeichen  gibt  an,  dass  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum,  jedenfalls  also  der  grosste  Absolutwerth 
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der  Winkelab  weichung  %  bei  zwei  symmetrisch  zueinander 
liegenden  Schnittrichtungen  auftritt,  was  freilich  von  vorn- 
herein selbstverständlich  war.  Wenn  wir  uns  nur  um  diesen 
Absolutwerth  kümmern,  finden  wir  aus  GL  (393)  nach  Ein- 
setzen von  ^'  aus  (394) 

'«'•-t(|/|-)/|)-       («) 

Jedenfalls  darf  %  nicht  grösser  als  der  Reibungswinkel 
9?  sein,  weil  sonst  ein  Abgleiten  längs  der  durch  ^'  ange- 
gebenen Schnittrichtungen  eintreten  müsste.  Deshalb  nennt 
mau  diese  Schnittrichtungen  auch  die  Gleitflächen  und  es 
kann  kein  Zweifel  darüber  bestehen,  dass  das  allmähliche 
Setzen  frisch  aufgeschütteter  lockerer  Erdmassen  durch  ein 
solches  Abgleiten  zu  Stande  kommt.  Für  xms  handelt  es  sich 
nun  um  den  Grenzzustand  des  Gleichgewichts-,  der  diesem  ent- 
sprechende horizontale  Druck  dx  wird  als  der  aktive  Erd- 
druck bezeichnet.  Wenn  die  Erdmasse  vorher  eine  grosse 
Last  trug,  die  nachher  entfernt  wurde,  kann  0x  freilich  auch 
grösser  sein,  ebenso  wenn  die  Erde  festgestampft  wurde.  Nach 
dem  Abtragen  einer  grösseren  Last  muss  sich  6^  sofort  ent- 
sprechend vermindern,  von  dem  horizontalen  Drucke  Cx  gilt 
dies  aber  nicht.  Es  kann  sogar  sein,  dass  6x  von  früher  her 
einen  Werth  behält,  der  noch  grösser  ist,  als  (?,.  Indessen 
kann  auch  hier  das  Verhältniss  zwischen  beiden  jenen  Werth 
nicht  übersteigen,  der  zu  einem  Gleiten  im  Erdkorper  fuhrt. 
Der  grösste  mit  6,  hiernach  verträgliche  Werth  von  6x  wird 
als  der  passive  Erddruck  bezeichnet. 

Wir  ermitteln  jetzt  den  aktiven  Erddruck  6xy  also  den 
kleinsten  Werth  dieses  Seitendruckes,  der  mit  dem  Gleich- 
gewichtszustande des  Erdkörpers  verträglich  ist.  Dazu  setzen 
-wir  in  Gl.  (395)  tg;i;'  =  tgg?  und  lösen  die  Gleichung  nach 


"^x 


dem  Verhältnisse  —  auf.     Wenn  wir  noch  zur  Abkürzung 
setzen  und  /  den  BeibungBCoefficienten  nennen,  erhalten  wir 
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äetzt  mac  z.  B.  ^  «=  ':.: '.  xläo  r  »=  v.T*X  oh  W•artI^  der 

mijBet'^Kr  4em  wirkl:*:beii  Vcxfaahäi  des  ^iiifir  aits|»recii«SL 
soll  -^^igexie  yersii*:he  Labe  ka  darüber  nebt  aagestelh*  ..  so 
wird  (^,  Daeh  GL  'oC^} 

gefand«ii,  also  irmd  gleicli  einem  Viertd  tod  0^,  eme  Yeriiili- 
ni^^Odiily  Ton  der  man  bei  onge&iiren  Abscfaitzmigen  öfters 
Oebraach  macht. 

Man  ismn  die  Torher  abgeleiteten  Formeln  auch  noch  in 

— 
atw  OL  (394)  in  (395;  eriialt  man  namliVK^  mü  /'=  9) 

*»*»"=  -iS^  =  -  cotg  2*'.  (397) 

Nun  i«t  beim  aktiren  Erddmcke  er,  <  d,,  tg^»'  daher  nach 
OL  (Zi)4)  grftÄger  aU  1,  ^'  selbst  daher  grosser  als  45®, 
2^'  d^;mnach  ein  stumpfer ^  der  Reibnngswinkel  97  dagegen 
^jn  Äpity^er  WinkeL     Aus  GL  (397;  folgt  somit 

2^'«f +  g,     oder    ^'  =  ^  +  |..  (398) 

UU'Tnun  fol^t  ein«  einfache  Regel  fBr  die  Construction  der 
OIi?itflächen,  Diese  sind  unter  45®  +  dem  halben  Reibungs- 
wi/ikel  ^egen  die  Horizontale,  oder  allgemeiner  gegen  die  Rich- 
tung dar  kleineren  Hauptspannung  geneigt. 

\fl  75.   Anwendbarkeit  dieser  Betraohtnngen  auf  die  Berech- 
nung des  Brddmoks  gegen  Stützmauern. 

Man  denke  sich  durch  den  Sandkörper,   von  dem  vorher 

di«  \UhU)  war,  eine  lothrechte  Ebene   gelegt  und  die  auf  der 

H(»ito  dioHcr  Ebene  Hegende  Hälfte  des  Sandkörpers  ent- 

l)ag(^gen   soll  an  die  Stelle   dieser  Hälfte  eine  Mauer 
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treten^  g^gen  die  sich  die  andere  Hälfte  des  Sandkörpers  stützt. 
Wenn  die  Mauer  nicht  da  wäre,  würde  der  Sand  abstürzen 
und  erst  wieder  in's  Gleichgewicht  kommen,  nachdem  die 
natürliche  Böschung  hergestellt  wäre.  Dieser  Bewegung  wider- 
setzt sich  die  Mauer  und  sie  erfährt  dabei  einen  Druck  von 
dem  Erdkörper.     Man  soll  diesen  Druck  ermitteln. 

Am  nächsten  liegt  es,  diesen  Druck  auf  die  Stützmauer 
gleich  dem  Drucke  a^  zu  setzen,  den  die  eine  Hälfte  des  Sand- 
körpers vorher  auf  die  andere  Hälfte  ausübte.  Zur  Begrün- 
dung kann  man  sagen,  dass  es  für  die  stehen  gebliebene  Hälfte 
nichts  ausmachen  könne,  ob  sie  durch  die  andere  Hälfte  oder 
durch  eine  diese  ersetzende  Mauer  im  Gleichgewichte  gehalten 
werde.  Indessen  ist  diese  Erwägung  doch  nicht  ganz  richtig. 
So  lange  die  eine  Hälfte  des  Sandkörpers  noch  durch  die 
andere  gestützt  ist,  folgt  aus  Symmetriegründen,  dass  0^.  eine 
Hauptspannung  sein  muss.  Diese  Symmetrie  geht  aber  voll- 
ständig verloren,  sobald  die  Mauer  an  die  Stelle  der  einen 
Hälfte  tritt.  Es  kann  dann  sehr  wohl  sein,  dass  neben  6^ 
auch  noch  eine  Tangentialspannung  t  zwischen  Erde  und  Mauer 
übertragen  wird.  Wenn  man  bedenkt,  dass  eine  Mauer  leicht 
ein  wenig  nachgibt,  indem  sie  unter  dem  Einflüsse  der  seit- 
lichen Belastimg  eine  kleine  Drehung  um  eine  wagrechte  Axe 
ausführt,  wird  man  sogar  zu  der  Anschauung  geführt,  dass 
zwischen  Erde  und  Mauer  r  den  vollen  Betrag  der  mit  der 
Normalcomponenten  6  verträglichen  Reibimg  annehmen  werde, 
lieber  diesen  Punkt  ist  schon  viel  gestritten  worden  und  der 
Meinungsstreit  wird  auch  wohl  nicht  eher  aufhören,  als  bis 
es  gelungen  ist,  die  Frage  auf  einwandfreie  Weise  durch  Ver- 
suche zu  entscheiden. 

Wenn  die  Hinterfläche  der  Mauer  absolut  glatt  herge- 
stellt werden  könnte,  so  dass  man  sicher  wäre,  dass  keine  Bei- 
bung  zwischen  ihr  und  der  Erde  auftreten  könnte,  wäre  es 
aber  natürlich  ganz  unbedenklich,  die  Ergebnisse  des  vorigen 
Paragraphen  auf  diesen  Fall  zu  übertragen«  Unter  diesen  Um- 
ständen wäre  es  in  der  That  gleichgültig,  ob  die  Stützung  der 
einen  Hälfte    des  Erdkörpers   durch   die    andere   Hälfte    oder 
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anstatt  deren  durch  die  Mauer  erfolgte.  Sonst  ist  aber  von 
den  früheren  Ergebnissen  nur  mit  Vorsicht  Gebrauch  zu  machen. 
Man  kann  sich  einen  durch  eine  horizontale  Ebene  be- 
grenzten Erdkorper  auch  durch  eine  Mauer  gestützt  denken, 
deren  Bückenfiäche  in  die  Bichtung  der  einen  Gleitfläche  des 
unbegrenzten  Erdkörpers  geht.   Dazu  muss  sie  nach  Gl.  (398) 

den  Winkel  -7-  +  ^  >  ^^^^  ^®^  9^  "^  35®  einen  Winkel  von 
6272®  °^i*  ^®^  Horizontalen  bilden.  Ein  solcher  Fall  kommt 
praktisch  freilich  kaum  vor;  wenn  er  aber  verwirklicht  wäre, 
könnte  man  mit  grösserem  Rechte  als  vorher  bei  der  senk- 
recht begrenzten  Mauer  sagen,  dass  der  Ersatz  des  fortgenom- 
menen Theiles  des  Erdkörpers  durch  die  Mauer  in  dem  Span- 
nungszustande des  stehen  gebliebenen  Theiles  keine  Aenderung 
herbeigeführt  haben  könne.  Denn  in  der  That  wird  die  Rücken- 
fläche bei  den  kleinen  Bewegungen,  die  Mauer  imd  Erdkörper 
nachher  noch  ausführen,  ganz  wie  vorher  bei  den  Bewegungen 
des  Sandkörpers  allein  als  eine  Gleitfläche  dienen.  Voraus- 
setzung ist  dabei,  dass  der  Reibungswinkel  zwischen  Erde  und 
Mauerwerk  mindestens  ebenso  gross  als  der  zwischen  Erde 
und  Erde  ist.  Als  Erddruck  auf  die  Rückenfläche  der  Mauer 
können  wir  daher  die  sich  für  eine  Gleitfläche  nach  den  Unter- 
suchungen des  vorigen  Paragraphen  ergebende  Spannung  an- 
nehmen. Diese  fällt  übrigens  der  Richtung  nach  mit  der 
anderen  Gleitfläche  zusammen,  denn  der  Winkel  zwischen  beiden 

Gleitflächen  folgt  nach  Gl.  (398)  zu  ^  —  9  bezw.  g-  +  9).  Die 

Componenten  (?'  und  r'  dieses  Erddrucks  können  aus  den  Gl. 
(392)  ohne  Weiteres  entnommen  werden,  wenn  man  6^  nach 
Gl.  (396)  in  (?,  ausdrückt  und  ^'  an  Stelle  von  ^  setzt;  für 
2^'  nimmt  man  den  aus  Gl.  (398)  folgenden  Werth.  Es  hat 
keinen  Zweck,  dies  her  weiter  auszurechnen. 

Ausserdem  kommt  noch  ein  anderer  Fall  in  Betracht,  auf 
den  man  die  Untersuchungen  über  den  Spannungszustand  im 
xmbegrenzten  Erdkörper  ebenfalls  ohne  Weiteres  übertragen 
kann.  Der  Erdkörper  sei  hier  nämlich  nach  oben  hin  durch 
eine  unter  dem  natürlichen  Böschungswinkel  q>  geneigte  Ebene 
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begrenzt.  In  diesem  Falle  kennt  man  sofort  die  eine  Gleit- 
fläche für  jeden  Punkt  des  unbegrenzten  Erdkörpers;  sie  läuft 
parallel  mit  der  Oberfläche.   Die  andere  Gleitfläche  bildet  aber 

mit  dieser  den  Winkel  — 9?  imd  daraus  folgt,  dass  sie  loth- 

recht  steht.  Die  Richtungen  der  Hauptspannungen  werden  nun 
auch  bekannt;  sie  fallen  mit  den  Halbirungslinien  der  von  den 
Gleitflächen  gebildeten  Winkel  zusammen. 

Denkt  man  sich  diesen  Erdkörper  durch  eine  Mauer  mit 
lothrechter  Rückenfläche  gestützt,  so  wird  gegenüber  dem  Zu- 
stande im  unbegrenzten  Erdkörper  keine  Aenderung  herbei- 
geführt, da  die  Rückenfläche  nach  wie  vor  als  Gleitfläche 
dient.  Aus  der  Symmetrie  des  Spannungszustandes  um  die 
Hauptrichtungen  herum  folgt  ferner,  dass  der  Druck  auf  die 
eine  Gleitfläche  ebenso  gross  ist  als  der  auf  die  andere.  Der 
Druck  auf  die  zur  natürlichen  Böschimg  parallele  Gleitfläche 
kann  aber  leicht  angegeben  werden.  Er  ist  gleich  dem  Ge- 
wichte des  darüber  lastenden  Erdkörpers.  Für  ein  Flächen- 
element  dF  in  der  Tiefe  z  unter  der  Oberfläche  (gemessen  in 
der  Richtung  der  Schwere)  ist  dieses  Gewicht  gleich 

y  z  dF  cos  g?. 

Der  Druck  auf  die  Flächeneinheit  der  Rückenfläche  der  Stütz- 
mauer in  der  Tiefe  z  ist  daher  ebenfalls  gleich 

'yz(tos(p,    , 

und  dieser  Druck  geht  parallel  zur  Böschung,  bildet  also  den 
Reibungswinkel  9?  mit  der  Normalen  zur  Rückenfläche. 
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ZusammensteUung  der  wichtigsten  Formeln. 


Erster  Abschnitt. 

Allgemeine  üntersnchnngen  über  den  Spannnngszustand. 


^  =  Fy 


Seite 

(1)     7 


6  specifische  Spannung,  P  Zug-  oder  Druckkraft,  F  Querschnitt. 


'xy 


yx'i 


'XZ 


""—  '^zx  5       '^nz   "~-"  '^- 


y* 


'»y  9 


(4)21 


Txy  Schubspannungscomponente  in  der  Richtung  der  F-Axe  für 
eine  Schnittfläche ,  deren  äussere  Normale  in  der  Bichtung 
der  positiven  X-Axe  geht. 


öx     *      dy     *      dz 
oy     *     ox     * 


zy 


dz 


+  x  =  o] 


+  z  =  o} 


(5)23 


dz     ^     dx     ^     dy 

Gleichgewichtsbedingungen  gegen  Verschieben;  X  YZ  sind  die 
Componenten  der  an  der  Volumeneinheit  angreifenden 
Massenkraft  (Gewicht  oder  Trägheitskraft). 

Pnx  =  ^x  coa(nx)  +  Tyx  cos(wy)  +  r,g.  coa(n0) 

Pny  =  ^y  COs(wt/)  +  T^cy  GOa(nx)  +  ''^zy  C0s(W;2f)  (6)    25 

Pnz   =  <y*  COS  (m;8?)  +  Txä  COS  (flx)  +  Ty,  COs(wy) 

Gleichgewicht  am  Tetraeder;  besonders  angewendet  für  Ele- 
mente an  der  äusseren  Umgrenzung  des  Körpers,  wobei 
Pnx  u-  s.  £  die  Componenten  der  äusseren  Druckkraft  auf 
die  Oberfläche  mit  der  Normalen  n  bedeuten. 
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Seite 

Ebenes  Problem. 
Hier  ist 

Om  —  0,         ta:s  =  0,  Ty,  =  0,  (8)  27 

9  =  |arctg^j-^  +  n  |,  (11)  29 

y  X  ■ 

Gleichung  zur  Bestimmung  der  Hauptrichtungen  des  Span- 
nungszustandes^  q)  der  Winkel,  den  die  Hauptschnittrichtung 
mit  der  X-Axe  bildet. 

<t;„  =  '-^^  ±  ^V^t*  +  (*«  -  W,  (12)  81 

min 

dmui  und  6^  die  Hauptspannungen. 

tg2y-!^',  (13)81 

Gleichung  zur  Bestimmung  der  Schnittrichtung,  für  die  die 
Schubspannung  t'  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  wird. 
Für  diese  Grenzwerthe  selbst  hat  man 

C„  =-  +  ^Vit'  +  (ff,  -  <f,y.  (14)  32 

min  ^ 


Zweiter  Abschnitt 

Elastische  Formänderang.    Beanspruchnng  des  Materials. 

s^-^  =  ae,  (18)46 

Hooke'sches   Gesetz;   s   specifische   Dehnung,   E  Elasticitäts- 
modul,  «  Dehnungscoefficient. 

£  =  /-(a),  (20)61 

allgemeiner  Ausdruck  für  tlas  Elasticitätsgesetz. 

da  1 


de        f{ey 


(21)  51 


.       m  (22)51 

Die  rechten  Seiten  dieser  beiden  Gleichungen  sind  im  Allge- 
meinen voneinander  verschieden;  jeder  von  beiden  Werthen 

29* 
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Seit« 

Dritter  Abschnitt. 

Biegung  des  geraden  Stabes. 

-=^    oder<y  =  v— ,  (45)    92 

Gradliniengesetz  fQr  die  Spannungsvertheilung  bei  der  Biegung 
von  Nayier;  0  und  öq  Spannungen  in  den  Abständen  y  und 
Vq  von  der  Nulllinie. 

<fo-eyo7  (48)    94 

Biegungsgleichung,   M  Biegnngsmoment;  ®  Trägheitsmoment. 

<y«f,  (50)    94 

W  Widerstandsmoment. 

^y, —  0,  (52)    96 

Bedingung  für  die  Anwendbarkeit  der  einfachen  Biegungs- 
formel, Oyg  Gentrifugalmoment. 

@„  =  @  +  a«.i?;  (53)    97 

@  Trägheitsmoment  für  die  Schwerlinie,  &a  für  eine  dazu 
parallele  Axe  im  Abstände  a,  F  Querschnittsfläche. 

®^  =  cos^a  ®y  +  sin*«  ©,  —  sin  2a  9^,^  (54)    99 

®t  ■"  ®5 
Oa  =  -^ —  sin  2«  +  Oy,  cos  2a .  (55)    99 

Trägheitsmoment  und  Gentrifugalmoment  für  eine  Schwerlinie, 
die  mit  der  F-Axe  den  Winkel  a  bildet. 

tg2«  =  /^-  (56)   »9 

z  y 

Durch  diese  Gleichung  werden  die  Richtungen,  a  der  Quer- 
schnittshauptaxen  bestimmt. 

F '  (58)  101 

ta  Trägheitshalbmesser. 

ti  =  cos^a  ty^  +  sin««  i»\  (59)  101 

®p-fy  +  ®'7  (63)  105 

®p  das  polare  Trägheitsmoment. 


#2    « 
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ff S—y  +  —0—«,  (64)106 

»  y 

Spannungsbereclmung  bei  schiefer  Belastung*,  speciell  für 
den  rechteckigen  Querschnitt: 

0  =  -1^,  (65)  108 

c  Breite  der  Horizontalprojection  des  Balkens,  h  und  ä  Recht- 
eckseiten. 

"^Ki  +  r'  +  S')'  (66)»«» 

Formel  für  die  Spannungsvertheilung  bei  excentrischer 
Zug-  oder  Druckbelastung,  uv  Goordinaten  des  Angriffs- 
punktes von  P,  y  und  8  Goordinaten  der  Stelle,  zu  der  c 
gehört,  a  und  h  Hauptträgheitshalbmesser. 

^  +  ^' 1,  (67)109 

Gleichung  der  Nulllinie. 

M  M 

^0  =  -FTl  =  W^  C^^)  ™^   C^l)  120 

Biegungsgleichung  für  schiefe  Belastung,  Tc  Kernweite, 
W  =  Fk  das  Widerstandsmoment  im  erweiterten  Sinne. 

^=^,  (72)127 

Zusammenhang  zwischen  Scheerkraft  Fund  Biegungsmoment  M. 

V 


^*y ""  he 


JydF,  (73)  129 


tf 


Xxy  Schubspannung  im  gebogenen  Stabe,  6  Querschnitts- 
breite  im  Abstände  u  von  der  Nulllinie.  Das  Integral  ist 
das  statische  Moment  des  jenseits  u  liegenden  Theiles  der 
Querschnittsfläche. 

P  =j\ödF  =  ^fy  dF^^^S,  (75)  187 

P  Kraft,  die  von  einem  Niete  in  einem  genieteten  Träger 
zu  übertragen  ist,  e  Niettheilong,  S  statisches  Moment  des 
durch  den  Niet  angeschlossenen  Querschnittstheiles. 
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jyr  Seite 

dq)  Verdrehung  zweier  benachbarter  Querschnitte  gegeneinander. 

IM,  EG  ,--v 

J"^  E9   ^^«^P  =  -M  ^  (77)188 

Q  Krümmungshalbmesser  der  elastischen  Linie. 

^®  Ix*  =-^>  ("78)  189 

Diflferentialgleichung  der  elastischen  Linie. 

'  ~  384  EG  ~  384  EG>  ^^^^  **^ 

/*  Biegungspfeil  eines  Balkens  für  die  gleichförmig  vertheilte 
Last  Q,  l  Spannweite. 

f-^lG>  (82)142 

desgl.  für  die  Einzellast  P  in  der  Mitte. 

dw  =  X du   «=  X   ^y,  ,  (83)  145 

du  Einsenkung  wegen  des  Einflusses  der  Schubspan- 
nungen auf  die  Biegungslinie^  x  ein  von  der  Gestalt 
des  Querschnitts  abhängiger  Zahlenfactor,  nämlich 

X  =  -^-y^ (84)  146 

r  =  Mn^  +  0,3  ^  =  ,#,,(,4  +  3),  .(86)  149 

/"  Biegungspfeil  für  Einzellast  P  in  der  Mitte  bei  rechteckigem 
Querschnitt,  mit  Berücksichtigung  der  Schubspannungen, 
h  Balkenhöhe. 


Vierter  Abschnitt. 

Die  Fonnänderungsarbeit. 

^^==-iM0^'''  (87)167 

dA  Formänderungsarbeit  im  Balkenelemente  dx  bei  der  reinen 
Biegung. 
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Formänderungsarbeit  des  ganzen  Balkens  mit  Berttcksichtigong 
der  Schabspannungen. 

A^^^Py,  (90)170 

Arbeit  der  äusseren  Kräfte  gleich  der  potentiellen  Energie. 

UrH^i^^  (92)  "8 

y.  =  a^,  (93)  m 

Formeln   von   Castigliano,   P,-  irgend  eine    der  Lasten,   yt 

die  elastische  Verschiebung  ihres  Angriffspunktes  im  Sinne 

von  P,-.     Für  eine  Auflagerkraft  geht  dies  über  in 

dÄ        ^ 

gpr=0,  (95)176 

Satz  vom  Minimum  der  Formänderungsarbeit. 

|P7,«nP(A+/i),  (100)186 

Stossweise  Belastung,  h  Fallhöhe  von  P,  P'  die  gleich- 
werthig  statische  Belastung,  fa  der  dynamische  Biegungs- 
pfeil, n  ein  echter  Bruch,  der  am  besten  aus  Versuchen  zu 
entnehmen  ist  (siehe  Anmerkung  auf  S.  195). 

4  =  ^,  (103)186 

Satz  von  Maxwell  über  die  Gegenseitigkeit  der  Verschie- 
bungen. 

Fflnfter  Abschnitt. 

Stäbe  mit  gekrümmter  Mittellinie. 

?-7=^'  (111)198 

(Im  Texte,  S.  198  ist  der  Zähler  des  zweiten  Bruches  im 
Drucke  nicht  gekommen);  Gleichung  für  die  Aenderung  der 
Krümmung  durch  ein  Biegungsmoment  M, 
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£^dq>=^^ds,  (112)199 

Adq)  elastische  Verdrehung  zweier  Querschnitte  gegeneinander. 

a=.E^^-^E^,  (113)202 

da         r  -J-y       aqp  '  ^       ^ 

Formel  für  die  hyperbolische  Spannungsvertheilung 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Querschnitte  eben  bleiben; 
r  Krümmungshalbmesser. 

^ ^  ^,  ■  (115)  208 

anderer  Ausdruck  dafür;  &'  weicht  von  dem  Trägheitsmomente 
&  um  eine  gewöhnlich  nur  kleine  Correctionsgrosse  ab, 
nämlich 


ES 


H  Horizontalschub  eines  Bogens  mit  zwei  Gelenken;  Mb 
Biegungsmoment,  das  ein  Balkenträger  unter  derselben  Be- 
lastung an  der  gleichen  Stelle  aufzunehmen  hätte,  z  Ordi- 
nate der  BogenmitteUinie,  ds  Bogenelement.  In  der  Formel 
ist  nur  auf  den  Einäuss  der  Biegungsmomente  Bücksicht 
genommen. 

^--jkr'  (120)206 

dasselbe,  wenn  E  und  S  constant  sind. 

fi==g,  (121)207 

Horizontalschub  für  gleichförmige  Belastung  q  für  die  Längen- 
einheit im  Grundrisse,  h  Pfeühöhe,  l  Spannweite. 


_         JE® 


"  ds 


'*d8 
EF 
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Formel  für  den  Horizontalschub  mit  Berücksichtigung  des 
Einflusses  der  Normalkraft;   F  Querschnittsfläche. 

H  =  J^2lt\    ;  (123)210 

dasselbe^  wenn  Fj  ®  xmd  F  constant  sind;  /  Trägheitshalb- 
messer. 

A;  =ß£^d<p '-'J^ds.  (124)  211 

AI  Spannweitenvergrösserung  eines  gekrümmten  Stabes  unter 
dem  Einflüsse  gegebener  Momente  M, 

^  =  -J^  (125)  215 

Horizontalschub  für  eine  Temperaturänderung  des  Bogens; 
71  Product  aus  Temperaturunterschied  und  Ausdehnungs- 
coefflcient. 

14  =  -  M  (126)  21G 

tritt  an  die  Stelle  der  Gl.  (95)  von  CastiglianO;  wenn  Tempe- 
raturänderungen berücksichtigt  werden. 

a=|gr,  (127)222 

6  Biegungsspannung  in  einem  Ringe  von  rechteckigem  Quer- 
schnitte^ der  längs  eines  Durchmessers  mit  P  zusammen- 
gedrückt wird;  r  mittlerer  Halbmesser,  S  Wandstärke, 
l  andere  Querschnittsseite. 

''  =  ^(l-ll^)'  (129)  2«a 

dasselbe,  mit  Berücksichtigung  der  Normalkraft. 

^'^  =  IS  •  T?  =  1'639  I;;,  (130)  228 

Ad  elastische  Vergrösserung  des  zur  Kraftrichtung  senkrechten 
Durchmessers. 

^V'-M^'  (131)226 

A(p  Winkel,  um  den  man  eine  ebene  Spiralfeder  aufziehen 
muss,  bis  die  Kraft  am  äusseren  Ende  zu  P  wird;  p  Ent- 
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feruuog    des    äusseren    Federendes    von    der    Spindelmitte, 
l  Länge  der  Spirallinie. 

A=-'^MA<p^^^l,  (132)227 

A  Forinänderungsarbeit,  die  in  der  Spiralfeder  aufgespeichert 
wird. 

^=-W-=2ä-^'  (134)  «28 

dasselbe   für   rechteckigen   Querschnitt,    V  das  Volumen  der 
Feder  ^  a  die  grösste  zulässige  Spannung. 


Sechster  Abschnitt. 

Stäbe  auf  nachgiebiger  Unterlage. 

'^-P>  (135)2" 

V  Scheerkraft,  dx  Längenelement  des  Stabes ,  p  Druck  für  die 
Längeneinheit  auf  die  Unterlage;  hierfür  auch 


dx' 


=  p,  (136)  241 


^®  S  ==  -  i'>  (13'^)  ^*^ 

Differentialgleichung  für  die  elastische  Linie  der  Eisenbahn- 
schwelle u.  s.  f. 

p  =  Jctj,  (138)242 

k  Bettungsziffer. 

y  =  Gie^^coaax  +  C^e^'^  sinax  +  CjC—^^cosaa?  + 

+  C^  e-«*  sin  «ic ,  (140)  242 

«"FtJ©'  (141)242 

Endliche  Gleichung  der  elastischen  Linie  für  die  Eisenbahn- 
schwelle. Für  die  Constantenbestimmung  dienen  die  Glei- 
chungen (142)  bis  (146). 
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Siebenter  Abschnitt. 

Die  Festigkeit  von  ebenen  Platten,  die  am  ganzen  Umfange  unter- 

stützt  sind. 

s,  =  '{,  (147)  267 

St  Dehnung  in  tangentialer  Richtung^  x  Abstand  von  der  Axe, 
IS  Abstand  von  der  Mittelfläche,  q)  Neigung  der  Normalen 
zur  elastischen  Fläche  gegen  die  Axe. 

6.  =  "^,  (148)268 

£r  Dehnung  in  radialer  Richtung. 

Spannungen  in  den  beiden  Hauptrichtungen. 

Mom.  der  ff,  =  ^^^^  '  Ti  ('"  f  +  S  ^*  ^"^  >         ^^^^^  ^^ 
Mom.  aller  <t,  =  -^-  •  J^  {mx  ~^,  + »»  ||  +  ^)dxda,{152)  261 

Mom.  der  r  =  ^dadx]  (153)  262 

bei  der  letzten  Formel  ist  vorausgesetzt ,  dass  die  Platte  eine 
gleichförmig  über  die  Fläche  vertheilte  Belastung  p  für  die 
Flächeneinheit  trägt. 

^*S  +  *ä|-«P  +  ^^'  =  0,  (155)262 

Differentialgleichung  des  Problems ;  N  eine  Constante,  gegeben 
durch  Gl.  (154). 

<p  =  f  (r«ar  -  X»)  =  ?g^p  (Ho:  -  x%        (157)  263 

Lösung  der  Gleichung  mit  Berücksichtigung  der  Grenzbe- 
dingungen ^  wobei  die  Platte  am  Rande  als  eingespannt 
vorausgesetzt  wird. 
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öred  -=  JB-^  .  y  =      ^^^^,         •  j^p  =  0,68l)  ^  fuF  W  =  y,(159)  264 

<Tred  Anstrengung  des  Materials  (wird  am  Bande  am  grössten). 

■ 

y=-§i^  —  ^r*a^  +  r*)  =  ^(a?«  -  r*)* ,         (161)  265 
Gleichung  der  elastischen  Fläche. 

/'=liSw*'»'  =  0,17f;,  (162)265 

f  Biegongspfeil  in  der  Mitte. 

**S  +  ^5|-9'  +  <2*==Ö'  (165)266 

DifiPerentialgleichung  für  eine  Einzellast  P  in  der  Mitte; 
Q  eine  Constante  (Gl.  164). 

9.  =  |«lg^,  (167)266 

Lösung  der  Gleichung;  Platte  am  Rande  eingespannt. 

"«*  ■=  ^^^^  =  0,43  ^.,  (169)  266 

^red  Anstrengung  des  Materials  am  Umfange. 

(Jred  =0,43|llg-^,  (173)269 

6 red  Anstrengung  des  Materials  in  der  Mitte;  a  Halbmesser 
des  kleinen  Kreises^  über  den  man  sich  P  vertheilt  denken 
kann  (Logarithmus  zur  Basis  e  zu  nehmen). 

/  =  "8 li^^iT-  '  Eh'  -  ^^^^Eh^>  (^^^)  2^® 

Biegungspfeil  (immer  noch  eingespannte  Platte). 

'P-Ti^^'—')'  (180)"' 

tritt  an  Stelle  von  Gl.  (157),  wenn  die  Platte  frei  aufliegt 
und  nicht   merklich  über   den  Auflagerkreis   hinaus  reicht. 

(Jred  Anstrengung  des  Materials  in  der  Mitte,  wo  sie  am 
grössten  wird. 
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f  Biegungspfeil  für  die  frei  aufliegende  Platte. 

.__  3(m-l)(3m+l)     Pr'  _  ^  .  k  Pr'  n8ftW7A 

dasselbe  für  Einzellast  P  in  der  Mitte. 

^=Pj-i,  (190)279 

Formel  der  Näherungtheorie  für  die  kreisförmige  Platte. 

ö  =-  — ^—  .  j^p,  (196)  285 

Näherungsformel  für  elliptische  Platte,   a  und  b  Halbaxen 
der  Ellipse  (a  >  6). 

*=5Äi  =■?/?'  (197)287 

Nälierungsformel  für  quadratische  Platten,  a  Halbseite. 

<^  =  2i9^r^.^',  (198)288 

desgl.  für  die  rechteckige  Platte,   a  und  6  Bechteckhalb- 
Seiten. 


Achter  Abschnitt. 

Die  Festigkeit  von  Oefassen  unter  innerem  oder  äusserem  Ueberdrnck. 

tf  =  f;,  (199)  m 

a    Wandspannung    in    einem    dünnwandigen    Kugelkessel, 
r  Radius,  p  innerer  Ueberdruck,  h  Wandstärke. 

6 ^f^  =  0,35  \  (für  m  =  -),  (200)  294 


^^red   = 


m 


Ermittelung  der  zu  0  gehörigen  reducirten  Spannung. 

6„.  =.6.-^6.^  :^^f  =  0,85  f ,  (202)  296 

gilt  für  den  cylindrischen  Kessel. 
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P*  =  f(|)',  (210)  sS 

Pk  der  kritische  äussere  Ueberdruck,  der  das  Ausknicken 
der  Wand  eines  langen  cylindrischen  Rohres  herbeiführt 
(Anwendung  auf  Flammrohre). 

^*S  +  ^5i-«-0,  (214)805 

Diflferentialgleichung  für  die  elastische  Verschiebung  u  in  ra- 
dialer Richtung  bei  dickwandigen  Röhren;  x  Abstand 
von  der  Rohraxe. 

o«        X*  —  b*^ 

^'•=-Pfe*-a«'      x^ 

,  (219)  806 

<^t  =  P  ri Tj r» — I 

-^    0     —  O  X  ' 

.„a=^(eO,=,=^(|-L  =^.(='-^a^  +  ^t^6*),  (220)  806 

Formeln  für  die  Spannungen  in  radialer  und  tangentialer  Rich- 
tung und  für  die  reducirte  Spannung  an  der  Innenseite  des 
Rohrs;  a  innerer,  })  äusserer  Halbmesser. 

Ringgeschütz,  Gl.  (221)  bis  (226),  S.  308—310. 


Neunter  Absclinitt. 

Die  Verdrehungsfestigkeit. 

r  =  ^ ,  (228)  821 

r    und    t'  Torsionsspannungen   in   der  Welle   von  kreisför- 
migem Querschnitte  in  den  Abständen  r  und  a. 

t'  =  -^  •  a,  (229)  822 


2JJf 


na 


8 ,  (230)  822 


^•P=G7=Gä  =  ^*G'  (231)822 
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Formeln  für  die  Torsion  von  Wellen  kreisförmigen  Quer- 
scknittS;  r'  Spannung  am  Rande,  a  Halbmesser,  A(p  Yer- 
drehungswinkel  für  die  Länge  l,  M  Verdrehungsmoment. 

txy  =  ka^e]    tx,  =  —  Ä;5*y,  (233)  824 

Spannungsvertheilungsgesetz  für  die  Welle  von  elliptischem 
Querschnitte,  a  und  h  Halbaxen  der  Ellipse  in  der  Rich- 
tung der  y  und  z^  k  eine  Gonstante,  die  aus 

h  ==  ^.  (235)  820 

folgt. 


wenn  a  <  6  ist. 


W  =  ;?^,  (236)826 


«a*6 


.^d*. 


rxy  =  Ci0—  ^^y^  (237)  828 

rx»  =  Ky  —  f.y^^  (238)829 

für  annäheruDgsweise  Berechnung  angenommenes  Spannimgs- 
vertheilungsgesetz  für  die  Welle  von  rechteckigem  Quer- 
schnitte; Cj  imd  ÄJj  Constanten,  die  weiterhin .  berechnet 
werden,  a  und  b  Halbseiten  des  Rechtecks. 

r  =  2^,  (245)883 

ebenfalls  für  den  rechteckigen  Querschnitt;  in  der  letzten 
Formel  ist  r  die  grösste  Spannung,  a^  die  ganze  kleinere 
und  \  die  ganze  grössere  Rechteckseite. 

2Pr 


«a»  ^ 


(246)  885 
w^P.^,  (248)888 

^«P«^,  (249)888 

Formeln  für  die  cylindrischen  Torsionsfedem,  r  Cylinderhalb- 
messer,  a  Querschnittshalbmesser,  w  Zusammendrückung  der 

Föppl,  Festigkeitslehre.  80 
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Feder  unter  der  Last  P,  Ä  aufgespeicherte  Formänderungs- 
arbeit. 


Binare 


Zebnter  Abscbnitt 

Die  Knioldrestigkeit. 

«  =y^>  (252)  844 

V  =  """'!'  (ui  —  Uq  cos ccl)  +  Uq  cosaa?,  (253)  844 

Gleichung  der  elastischen  Linie^  wenn  die  u  die  ursprünglichen 
Excentricitäten  sind. 

P^  =  ;r«  -^ ,  (255)  846 

Euler'sche  Formel  für  Lagerung  zwischen  Spitzen. 


-^^-i' 


(261)  847 


P 

f  Ausbiegung  der  Mitte  eines  vorher  schon  ein  wenig  (um  /J,) 
gekrümmten  Stabes  unter  der  Last  P. 

9  =  «f,  (262)847 

g)  Drehungswinkel  des  Stabendes. 


Pk  = 


2 ±  y  y 2 )  -  Pn^Ey  (263)  849 


Pjf  wirkliche  Knickbelastung,   P/j  Belastimg  eines  kür- 
zeren  Stückes  bei  Erreichung   der  'Proportionalitätsgrenze, 
r^  die  absolute  Zahl 

aFU 


n 


@ 


P^=aF-6^,  (265)861 

^  =  (o,53  ({)  —  120  j  +  7760)  atm,  (266)  861 

Empirische  Formeln  v.   Tetmajer,    die  letzte  für  Guss- 
eisen, t  kleinster  Trägheitshalbmesser  des  Querschnitts. 
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jpg^  Seite 

P=4«»:^,  (267)864 

EuWsche  Formel  für  beiderseits  eingespannte  Stäbe. 

P=20^,  (268)866 

desgl.  für  Einspannung  auf  einer  Seite,  während  das  an- 
dere Ende  drehbar  befestigt  ist. 

f  Biegungspfeil,  wenn  eine  Enicklast  P  mit  einer  Biegungs- 
last Q  in  der  Mitte  zusammenwirkt. 

dasselbe,  weiter  entwickelt. 

l>  =  «^,  (273)  862 

Annahme  für  die  Excentricität  j?',  die  der  Navier-Schwarz- 
Rankine'schen  Formel  zu  Grunde  liegt',  x  Erfahrungs- 
coefficient. 


F<^.ul 


P,ui  = ^  (275)  868 


ist  diese  Formel  selbst. 


l  +  H^, 


^  =  2jr       oder      M^2n^,  (283)869 

Kritische  Verdrehungsbelastung  einer  sehr  langen  Welle, 
bei  der  ein  seitliches  Ausknicken  eintritt. 


Elfter  Abschnitt. 

Gnmdzüge  der  mathematisclien  Elasticitatstlieorie. 

€x  u.  s.  f.  die  specifischen  Dehnungen  in  .den  Richtungen 
der  Goordinatenaxen,  ausgedrückt  in  den  Yerschiebipigscom- 
ponenten  gi^S-  ^ 

\  3ö* 


468 


y«v 


ZuBammenstellnng  der  wichtigsten  Formeln. 


+  855  Yv. 


8e^ 


ai  +  H»     (286)880 


ya;y  die  Aenderung  des  ursprünglich  recliten  Winkels 
zwischen  zwei  parallel  zur  X-  und  zur  Y-Axe  gezogenen 
Graden. 

(287)  881 


^  «  L«  4.  ^  +  Lt 


(288)  881 


e  specifische  Volumenänderung  (kubische  Ausdehnung). 
rxy  —  ry:,  —  ix  ^^^  -t-  ^j ;  r^r,  =*  '^**  —  ^  V^^p  "T  ^J  j 

r      —  r       —r/^^J-^^ 
Ty*  —  r,y  —  Cr^^^  i-  ^y/, 

r  die   Schubspannungscomponenten    ausgedrückt   in  den 
Verschiebungen,  G  Schubelasticitätsmodul. 


(292)  882 


ö  die  Normalspannungscomponenten  ausgedrückt  in  den 
Verschiebungen,  m  VerhältnisszifiPer  zwischen  Längsdehnung 
und  Querzusammenziehung  beim  linearen  Spannungszustand, 
gewöhnlich  zwischen  3  imd  4  liegend. 


a-2«' 


(293)  884 


Einführung  des  Laplace'schen  Operators  v^- 


m 


tn  —  2  dx 

m 
m  —  2  dy 
m       de 


ii  +  ^  =  o 


G^ 


G 
Z 


(294)  S84 


Grund  gl eichungen  der  mathematischen  Elasticitätstheorie, 
XYZ  sind  die  Componenten  der  äusseren  Massenkraft  (Ge- 
wicht oder  auch  Trägheitskraft.) 
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V*»  +  ^  VC  +  I  =  0,  (295)  886 

V'ö  +  ST^Vdivö  +  l-O,  (296)886 

die  auf  die  Goordinatenaxen  bezogenen  Grundgleichungen  sind 
hier  zu  einer  einzigen  Yectorgleichung  zusammengezogen, 
t)  die  Verschiebung  mit  den  Gomponenten  §17^;  $  die  Erafb 
mit  den  Gomponenten  X  YZ]  div  ein  aus  anderen  Theilen 
der  mathematischen  Physik  bekanntes  Operationszeichen 

g  =  ^sin2;r(y  — |.);     ri  ^  0,     ^  =  0,       (298)888 

Schwingungsbewegung  in  einer  ebenen  Schallwelle,  l 
Wellenlänge,  t  Schwingungsdauer. 

V  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles,  ^ 
die  specifische  Masse,  d.  h.  das  Gewicht  der  Raumeinheit 
getheilt  durch  die  Beschleunigung  der  Schwere. 

g  =  ^  sin  2ä(|  -  I) ;       12  =  0;       g  =  0,        (301)  392 

för  die  transversale  Schwingung. 

vt  =  ]/^,  (303)894 

Vi  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Transversalwellen. 

0y  =  a^  =  Xy,  =  0,  (305)  898 

diese  Gleichungen  charakterisiren  den  von  de  Saint-Venant 
untersuchten  Spanmmgszustand. 

dxAdx)       dy*\dx/  ~  dz*\dx)  ~  dydzKdx)  ~^>    \^OLi)  wm 

da 
diese  Bedingungen   muss  die    specifische   Dehnung  ^    in  der 

1/  X 

Richtung  der  Stabaxe  erfüllen,  wenn  der  durch  die  Glei- 
chungen (305)  angegebene  Spannungszustand  zu  Stande 
kommen  soll. 

g^  =  «0  +  «1^  +  «2^  +  «8^  +  «4^y  +  %^^       (318)  408 


470  ZaBammeDstellong  der  wichtigsten  Formeln. 

folgt  daraus  durch  Integration.    Damit  wird  die  Nayier'sche  ^' 
Spannungsvertheilung  bei  der  Biegung  bestätigt. 

S  =  g>(y,  *r),  (320)408 

1?  =  60  +  6ia?  +  ^(62  +  h^),  (325)  409 

S  =  <?o  +  ^^  +  y(^  +  c^^\  (326)  409 

Losung  der  Grundgleichungen  für  den  Fall  der  reinen  Tor- 
sion; die  Verschiebungscomponente  $  muss  noch  der  Be- 
dingungsgleichung 

'-^  +  '-^  =  0  (327)409 

genügen.  Bei  geeigneter  Festlegung  des  Goordinatensystems 
vereinfachen  sich  die  vorigen  Formeln  zu 

ri=^cxj3]    t'^^  —  cxy]    i  =  g)(tf0),  (329)410 

Grenzbedingung^  die  am  Umfange  erfallt  sein  muss^  damit 
die  Schubspannung  in  die  Richtung  der  Tangente  falli 

I  =  q>(y0)  =  ayg,  (336)  414 

eine  partikuläre  Losung  von  GL  (327);  die  nach  Einsetzen  in 
die  Grenzbedingung  Gl.  (333)  zur  Gleichung  einer  Ellipse 
für  den  Querschnittsumriss  führt.  Die  einfEichere  Theorie 
der  Torsion  für  den  elliptischen  Querschnitt  wird  hier- 
bei bestätigt. 

'^  +  '-^^-0'  (341)418 

Gleichungen  für  das  ^^Spannungsfeld^'  in  dem  Querschnitte 
einer  auf  Verdrehen  beanspruchten  Welle  (hydrodynamisches 
Gleichniss). 


Zasammensiellung  der  wichtigsten  Formeln, 
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|  =  _^L:^P 


X 


4^nmG      r{z-\-r) 


,       P    zx 


+ 


*  AnmG' 

^  4.nmG  r  ~  4.ic 


G  r^ 


a 


Seite 


(367)  481 


S  1?  S  Verschiebungscomponenten  innerhalb  eines  sonst  unbe- 
grenzten elastischen  Korpers,  der  auf  einer  Seite  durch  eine 
Ebene  begrenzt  ist  und  auf  den  in  der  Umgebung  des 
Goordinatenursprungs  eine  äussere  Kraft  P  übertragen  wird; 
die  Z'Axe  geht  in  der  Richtung  der  inneren  Normale  (Lö- 
sung  von  Boussinesq). 

Formeln  von  Hertz  für  die  Berührung  elastischer  Körper: 
a)  Zwei  Kugeln  von  den  Radien  r^  und  r^i 


«.-0^8)7p£'(S^'-)' 


(380)  486 

(381)  437 

(382)  487 


a  Halbmesser  der  Druckfläche,  6^  grösste  Druckspannung  in 
der  Mitte  der  Druckfläche,  a  Annäherung,  die  beide  Körper 
durch  die  Abplattung  erfahren,  P  Belastung. 


b)  Kugel  vom  Halbmesser  r  und  Platte: 


a 


\\\]/ 


E 


*o- 0,388  j/S, 


8 


/  P« 


a  =  1,23^  ^.^ 
c)  Zwei  rechtwinklig  gekreuzte  Cy linder: 

*o- 0,388 1/^. 


(383)  487 

(384)  437 


(385)  487 


(386)  487 


472  Zasammenstellnng  der  wichtigsten  Formeln. 

d)  Zwei  paraUele  Cylinder:  ^'"^ 


..  -  0,418  ]/?£iS ,  (388)  «7 

P'  ist  die  auf  die  Längeneinheit  der  Cylinderaxe  kommende 
Belastung. 

e)  Cylinder  und  Platte: 

a  ==  1,52  y^y  (389)  488 

(Jo  =  0,418  j/^ .  (390)  MS 

Gleichung  für  das  Yerhältniss  zwischen  dem  Erddrucke  6jc 
in  horizontaler  Richtung  und  der  Belastung  6,  im  horizontal 
begrenzten  lockeren  Erdkörper: 


-^  =  2/^2  +  1  ±2fyf^  +  1 ;  (396)  446 

M 

das    obere   Vorzeichen    entspricht   dem   passiven,   das    untere 
dem  activen  Erddrucke,  /  Reibungscoefficient. 

2^'^^+g,     oder    ^'  =  ^  +  |.,  (398)446 

Formel  f&r  die  Richtung  V'  der  Gleitflächen,  <p  Reibungswinkel. 


i 


^< 


I 


jÄii  3 1  iS41i 


